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ATIA®OPIKH TEQMETPIA.— Sur la représentation des surfaces les
unes sur les autres avec parallélisme des plans tangents,
par Othon Pylarinos.*

I, étude systématique de la représentation des deux surfaces d’un
espace euclidien 3 trois dimensions 1’une sur "autre avec parallélisme
des plans tangents, c.a.d. de la correspondance entre les deux surfaces
dans laquelle leurs plans tangents aux points homologues sont paralleles
a été entamée par K. M. PETERSON (8).

D’aprés un théoréme établi par ce géométre (8, p. 24), dans une
représentation de cette espéce des deux surfaces réelles I’une sur 'autre
il y a toujours en chaque point de 1’une deux tangentes a cette surface,
auxquelles correspondent deux tangentes A l’autre en son point homolo-
gue, respectivement paralléles aux premiéres et ces couples de tangen-
tes aux points homologues des deux surfaces sont deux couples de tan-
gentes conjuguées sur elles.

Les droites de chacun de ces couples peuvent étre ou bien réelles
— distinctes ou coincidantes — ou bien imaginaires et cette derniere pos-
sibilité n’a, peut-étre, pas été apercue par M. P. DRAGILA ; aussi conteste-il
dans quatre de ces travaux (2,3, &4, 5) l'exactitude du théoréme de

PETERSON et des résultats relatifs A ce théoréme, auxquels sont par-
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venu les autres géomeétres qui ont continué les recherches de PETERSON
sur la représentation de 1’espéce indiquée.

Dans ce qui suit je présente d’abord une démonstration du théoréme
qui vient d’étre cité, différente de celle due & PETERSON et plus simple
que la démonstration de ce théoréme donnée par M. G. MARGULIES (7);
en outre je parviens a une condition géometrique nécessaire et suffi-
sante, afin que, dans une représentation par plans tangents paralléles des
deux surfaces non développables, I’'une sur "autre, aux tangentes asym-
ptotiques en chaque point de 1’une correspondent deux tangentes conju-
guées sur ’autre. Ensuite jétablis certains théorémes concernant la cor-
respondance de ’espéce indiquée entre deux surfaces d’une part dans le
cas oll toutes les deux sont des surfaces reglées et d’autre part dans le
cas ol une d’elles ou toutes les deux sont des surfaces minimales.

1. Considérons deux portions de surfaces réelles S,, S d’un espace
euclidien A trois dimensions, dépourvues de points singuliers et suppo-
sons qu’elles soient représentées 1’une sur "autre de mani¢re que leurs
points homologues correspondent au méme systéme de valeurs des deux
variables u, v appartenant 4 deux intervalles déterminés respectivement.

Soient
(1) 1) o= 1_‘,(11, V), T = ?(u) V)

les équations vectorielles par rapport au systéme de référence choisi dans
I’espace des deux surfaces rapportées aux parameétres u, v, ot 7, (u, v),
7 (u, v) sont des fonctions des u, v qui — par hypothese — admettent des
derivées du premier et du second ordre par rapport a u, v finies et con-
tinues pour tous les systémes de valeurs des u, v appartenant aux inter-
valles considérés. Ces dérivées sont représentées, dans ce qui suit, par

les notations abrégés Tiu, Tiv, Fiu?, Fruv, T1v?; Tu, Ty, Ty?, Tuy, Ty2.

Les produits vectoriels T;4 A Tiy, Ty A Ty pour chaque systéme de
valeurs des u, v correspondant & un couple des points homologues des
S,, S sont =0 —ces deux portions de surfaces étant, par hypothese,
dépourvues de points singuliers— et ils déterminent les directions positives
des normales aux surfaces en ces points. Or, si ’on désigne par 1, , @ les
vecteurs unitaires qui correspondent a ces directions et par E,, F,, G,;

E, F, G les coefficients des premicres formes fondementales des S,, S
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rapportées aux paramétres u, v, pour chaque systéme de valeurs des u, v
correspondant 4 deux points homologues de ces surfaces, on aura

-2 - =, =2 -2 - - =2
(1)2) Ei=fwuw, Fi=%tu X Ty, Gi=F%y; E=%,, F=7, X 7y, G=7, ,
oll Ty X T1v, Tu X Ty sont les produits scalaires des vecteurs qui figurent
dans ces expressions et

f.lu /\Aflv -fu /\ fv

1, 3 —i = —————— == n— —_——
S "7 VRG,—F,; VEG—F

Si, de plus, dans la correspondance considérée entre les surfaces
S,, S leurs plans tangents aux points homologues sont paralléles, on aura

(1) 4) Fru = Ty "‘ Bifu, Tiv=0,Fu—+ B,Tv,

les coefficients a,, f,, «,, B, qui figurent dans ces formules étant des
fonctions des u, v qui — d’aprés I’hypothése faite pour les fonctions
t,(u, v), ¥(u, v) — admettent des dérivées du premier ordre par rapport
a u, v finies et continues pour tous les systemes de valeurs des u, v cor-
respondant aux couples de points homologues des S, , S.

Par conséquent le déterminant § = «,, — a,0, est une fonction des
u, v continue pour tous ces systémes de valeurs des u, v; en outre il est

nécessairement 5= 0:
(1, 5) 0 = a,f, — a,p, 5= 0,

car S,, S sont — par hypothése — dépourvues de points singuliers et ce
déterminant, étant une fonction des u, v continue et =0 ne change pas

le signe aux points homologues des S,, S.

Des deux formules (1, 4) on déduit que les coefficients a,, f,, a,, B,
qui y figurent sont liés avec E,, F,, G, ; E, F, G par les relations

(1 6) { E, = Ha,* + 2F0’16| + G{-J’ii) Fi = Eo,q, + F (alBQ + azﬁi) +G6162 y
, Gl T Ea; “I‘ 2 Fasz _l_ Gﬁiz ’

a, 1 E.G, — F!= "{EG — F?}



SYNEAPIA THZXE 23 MA'I'OY 1968 287

et grice a (1, 7), la premiére formule (1, 3), si I'on y substitue Ty, Tyv
par leurs valeurs (1, 4), devient
(1, 8) fi, = &7,
ot ¢ = 41 ou — 1 suivant que § est > ou < 0.

Par ailleurs la différentiation des (1,4) par rapport a4 ueta v
conduit aux relations

Fiu? = uFu+ Bra®v + a1 Fu2 F-B1 Tuo
Fiyv? = davTu + Pootv + a2 Fuo | P2 Toz
Frov = O1vTu + PioTe a1 Fuy 4 Py Fo2 =
= OguFu + BauTv + a2 Tuz B2 Fuv = Fron

(1, 9)

dont la derniére est la condition des compatibilité des équations (1, 4).
En égalant maintenant les produits scalaires des deux membres de

chaque relation (1, 9) par fi, = ¢fi et en tenant compte qu’on a

fluxﬁl:Fleﬁl———O1 ﬂfol:—:l_’vXﬁ:O,
(1, 10) L,=%s X8, M=%uwX1id, N =fXHi,;
L:?uzx'ﬁ, NI:fnv Xﬁ, szv?X

=i}

ot IL,, M,, N, ; L, M, N sont les coefficients des deux formes fonda-
mentales du second ordre des S,, S raportées aux parameétres u, v, il vient

L,=e{a,L4+BM}, M, =e{a,M+ BN} = efa,L +8,M},

(1, 11)
N, = e{a,M 4 B,N}.

De ces relations on tire
(1, 12) LN, —M,* = 3{LN — M2}
et, griace aux (1, 7) et (1, 12), on a aux points homologues des deux sur-
faces (7, p. b82).
(1, 13) Kd =K,
ot K, K sont les courbures totales de ces surfaces. La relation (1, 13)
montre que, lorsque une des surfaces S,, S, représentées l'une sur I'auire avec

parallélisme des plans tangents, est développable, il en est de méme nécessaire-

ment de l’autre.
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Mais dans une représentation par plans tangents paralléles des deux
surfaces développables S,, S 'une sur 1’autre, les plans des deux famil-
les, dont les enveloppes sont ces deux surfaces, sont deux a deux paral-
leles et, par conséquent, il en est de méme des droites caractéristi-
ques des plans de ces familles, c. a. d. des génératrices des deux surfaces.
Par ailleurs, aux points de S, situés sur la méme génératrice g, de cette
surface, correspondent nécessairement des points de S situés sur sa géné-
ratrice g paralléle 4 g,, car deux points homologues des S,, S appartien-
nent nécessairement a deux plans paralleles des familles dont les enve-
loppes sont les surfaces. On a donc le

Théoréme A. Dans une représentation par plans tangents paralléles des
deux surfaces développables 'une sur Uautre, aux génératrices de la premiére
correspondent les génératrices de la seconde et les génératrices homologues des
deux surfaces sont nécessairement paralléles.

Il est & noter que dans le cas particulier ot les coefficients «,, f,,
a,, B, qui figurent dans les formules (1, 4), sont des fonctions des u, v

vérifiant les relations
(1, 14) a, = fB,, a, =, =0,
la troisieme relation (1, 9) devient

Oiv Ty = Oyu Ty .

Il s’ensuit, compte tenu que le produit vectoriel ¥, A T, est = 0,
que ’on doit avoir a,u = a,y = 0 pour tous les systémes de valeurs des
u, v correspondant aux points homologues des S,, S. Par conséquent les
fonctions ¥, (u, v), ¥(u, v) seront liées par une relation de la forme

(1, 15) 7 (1, v) = c 7 (u, v) + €,

ol ¢ est une constante == 0 et ¢ est un vecteur constant; ce qui exprime
que, dans ce cas, la représentation de S, sur S est une homothétie 4 un
déplacement paralleéle preés et, par conséquent, une similitude. Si donc la
représentation par plans tangents paralléles considérée n’est pas une similitude,
les coefficients a,, B,, a,, B, qui figurent dans les formules (1, 4) sont des
Sfonctions des u, v qui ne vérifient pas les relations (1, 14) identiquement.

Par ailleurs, si I’on tient compte que, pour que la représentation
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de S, sur S, dans laquelle les points homologues de ces surfaces corre-
spondent au méme systéme de valeurs des u, v, soit une représentation
par plans tangents paralléles, qui en méme temps conserve les aires, il
faut et il suffit, d’aprés (1, 7), que l'on ait &’ z{aﬁz — aﬁ,}* =1, on
déduit de la relation (1, 13) que, pour que la représentation par plans tangents
paralléles des deux surfaces non développables I'une sur I’autre conserve les aires,
il faut et il suffit que les courbures totales des deux surfaces aux points homo-

logues soient en wvaleur absolue égales.

2. Dans la représentation considérée des surfaces S,, S ['une sur
I"autre aux tangents a S, en un point P, de cette surface correspondent

les tangentes 4 S en son point P homologue de P,, de maniére que deux

N « dv
tangentes homologues correspondent a la méme valeur de du

Or, si t,;, t sont les tangentes aux surfaces S,, S en leurs points
d 7

v
, ces tangen-

homologues P,, P, qui correspondent a une valeur u de du

tes sont respectivement paralléles aux vecteurs
(:_), l) E] = T1q4 + H?l\- § = Ty + }l?\- :

La premiére de ces formules, si I’on y substitue ¥,,, F;. par leurs
valeurs (1, 4), prend la forme

(2, 2 t = 7o, +not + 7 4B, 4+ ub.t

et, sous cette forme, elle exprime que la tangente t, 4 S, en son point P,

est parallele a la tangente 4 S en son point P, qui correspond a la valeur

du
(2,3) W e, + not — 1B+ up} = 0.

w de , qui est liée avec u par la relation

\

Il en résulte que la correspondance entre les tangentes a la surface
S en son point P, dans laquelle la tangente t’ qui correspond a une
tangente t, est la paralléle menée du point P 4 la tangente t, au point P,
de la surface S,, a laquelle correspond la tangente t dans la représenta-
tion considérée de S, sur S, est une projectivité qui ne se réduit a I’identité
que dans le cas ou les coefficients a,, §,, «,, f, qui figurent dans les

formules (1, 4) vérifient les relations (1, 14). Dans ce cas particulier deux
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tangentes aux surfaces S,, S en leurs points P,, P, qui correspondent 2

A dv " . . .
la méme valeur n de — - sont évidemment paralléles, tandis que, si les

du
coefficients a,, §,, a,, B, ne vérifient pas les relations (1, 14) pour les

valeurs des u, v, qui correspondent aux points homologues P,, P des S,, S,
dans la projectivité définie par la relation (2, 3) il n’y a que deux éle-
ments unis; par conséquent au point P, de S, il n’y a que deux tangentes
a cette surface, auxquelles correspondent deux tangentes 4 S en son
point P, paralléles aux premiéres et les tangentes de chacun de ces
couples sont réelles et distinctes ou réelles et coincidantes ou imagi-
naires suivant que la projectivité définie par la relation (2, 3) est
hyperbolique, parabolique ou elliptique respectivement.

Les valeurs n,, u, de , qui correspondent aux tangentes de cha-

av
du
cun de ces couples, d’aprées (2, 3), sont les racines du polyndéme

o,u* (al == B = §

et, par conséquent, elles sont liées avec les coefficients «,, fB,, o,, B,

par les relations
2, 5) az(“t‘i‘”z)_(ﬁz—al) =0, aa“l“z‘i‘ﬁl = 0.

Par ailleurs, en égalant les produits scalaires des deux membres de
la troisieme relation (1,9) par @ et en tenant compte des (1, 10), on trouve

(2, 6) Lo, — M(a, —f,) — N, = 0

et en éliminant «,, f,, «,, B, entre les relations (2, d) et (2, 6) on par-

vient a la relation
(2,7 L+ M (4 u,) + Npyw, = 0.
D’autre part, on a, grice aux (1, 11),
Lyay — M, (@, — B,) — N,B, = e{a, 4 B,} {Lao, — M (@, — ,) — NB,} .

On aura donc de méme, en vertu des (2, 6) et (2, 5),

(2, 8) L, + M, (4 w) + Nyum, = 0.
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La relation (2, 7) exprime que les tangentes 4 S en son point P qui

dv . . «
gy au sont les racines du polynéme
(2, 3), sont conjuguées sur cette surface et, d’aprés (2, 8), il en est de

correspondent aux valeurs u,, w, de

méme des tangentes 4 S en son point P, qui correspondent & ces mémes
dv ; R . .
valeurs de — . Si donc u,=u,, les tangentes a S, au point P,, qui cor-

du

dv . . .
du doivent coincider avec une des tangen-

tes asymptotiques de S, en ce point et cette tangente est nécessaire-

respondent a ces valeurs de

ment parallele & une des tangentes asymptotiques de S au point P.

Les considérations précédentes permettent de formuler le théoréme
suivant établi en premier lieu par PETERSON.

Théoréme B. Dans une représentation par plans tangents paralléles des
deux surfaces réelles S,, S, Pune sur I’autre, en chaque point de S, il y a au
moins deux tangentes & cette surface, auxquelles correspondent deux tangentes
a S en son point homologue, respectivement paralléles aux premiéres. Si la repré-
sentation de S, sur S n’est pas une similitude, en chaque point de S, il n’y a,
en général, qu'un seul couple de tangentes & cette surface, qui jouissent de cette
proprieté et ces deux tangentes, qui peuvent étre ou bien réelles — distinctes ou
coincidantes — ou imaginaires, ainsi que les tangentes correspodantes au
point homologue de S forment deux couples de tangentes conjuguées sur ces
surfaces.

Pour compléter cette proposition remarquons que, lorsque les sur-
faces S,, S sont développables, a chaque couple de tangentes conjuguées
en un point quelconque de S, correspond — d’aprés le théoréme A — un
couple de tangentes conjuguées au point homologue de S, car la généra-
trice d’une surface développable, qui passe par un point de cette surface,
et toute autre tangente a cette surface en ce méme point forment un
couple de tangentes conjuguées sur elle.

Si, au contraire, les surfaces S,, S ne sont pas développables, on a

2,9 LN, —M2£0, ILN-—M#%0

et, pour qu’il y ait au point courant P, de S, en dehors du couple de tan-

i ui sont 1
qu » dui sont les
racines du polyndome (2, 3), d’autres couples de tangentes conjuguées

gentes conjuguées correspondant aux valeurs u,, w, de
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auxquels correspondent, dans la représentation considérée de S, sur S,
des couples de tangentes conjuguées aussi au point homologue P de S,
il faut que le tableau des deux équations linéaires en u—-u’, uu':

(2,10) L+Mu4w)+Nayw =0, Li+Mu4w)+Nu' =0

soit de 1’ordre 1; mais la seconde équation (2, 10), si l’on y porte les
valeurs (1, 11) des I,, M,, N, et que I’on tienne compte de la premiére,
devient

(2, 11) M8, + N, (u+w’) + {:Maz —N(a, — (5i)}uu' =9
et pour que le tableau

L M N

2,12 w 1
( ) | MB, NGB, Ma, — N (o, —8,) |

des coefficients de 1’équation (2, 11) et de la premitre équation (2, 10)
soit de I’ordre 1, il faut, eu égard aux (2, 9), que I’on ait

(2, 13) B, =0

et
(2,14) L {Ma, — N (¢, — )} =0, M{Ma, — N (¢, — B,)} = 0.
On peut maintenant distinguer deux cas suivant que M est = ou == 0.

SiM =0, I, N d’aprés (2, 9), sont nécessairement # 0 et la pre-
miére condition (2, 14) devient
(2, 15) o =8,
en outre, de la relation (2, 6) qui est vérifiée aussi par les coefficients
a,, By, a,, B, en tenant compte des (2, 13) et (2, 15), on tire a, = 0.

Si M == 0, de la seconde condition (2, 14) on déduit que 1’on doit
avoir
(2, 16) Ma, — N(a, —B,) =0,

tandis que la relation (2, 6), en vertu de (2, 13), devient

2, 17) La, — M(a, —B) =0

et les deux conditions (2, 16) et (2, 17) montrent, eu égard aux (2. 9),
que 1’on doit avoir a, =0, a, = f3,.



SYNEAPIA THS 23 MA'I-OY 1968 293

Donc le tableau des coefficients des équations (2, 10) est, en géné-
ral, de I’ordre 2; il n’est de 1’ordre 1 pour tous les systemes de valeurs
des u, v, qui correspondent aux points homologues des surfaces S, S,
que dans le cas ou les coefficients o,, f,, «,, B, qui figurent dans les
formules (1, 4), sont des fonctions des u, v vérifiant les relations (1, 14),
ou — ce qui revient au méme, d’aprés ce qui est exposé dans le para-
graphe précédent — dans le cas ot la représentation des surfaces S,, S
I’une sur ’autre est une homothétie 4 un déplacement paralléle pres.
Dans ce cas particulier les relations (1, 11) qui, grice aux (1, 14), devien-
nent I, =cea,l, M, =¢taqM, N,=¢qN, montrent qua chaque couple
de tangentes 4 S, conjuguées en un point quelconque de cette surface,
correspond un couple de tangentes 4 S conjuguées aussi en son point
homologue du premier. On a donc le

Théoréme C. Dans une représentation par plans tangents paralléles des
deux surfaces non développables S, , S, l'une sur I'autre, qui n’est pas une simi-
litude, le couple unique de tangentes & S, en chaque point de cette surface,
auxquelles correspondent deux tangentes & S en son point homologue, respecti-
vement paralléles aux premiéres, est le seul couple de tangentes conjuguées en
ce point de S, , auquel correspond un couple de tangentes conjuguées aussi sur
la surface S.

dv
du auxquelles correspondent les tan-
gentes asymptotiques t’, t”/ de S en un point P de cette surface, étant les

3. Les valeurs w’, p”’ de

racines du polynéme I, -+ 2Mu Nu?*, sont liées avec les coefficients I, M, N
de la seconde forme fondamentale de S par les relations
(3, 1) NW+wn)+2M=0, Nwp" —L=0

7’

et, pour que les tangentes t,”, t,”” & la surface S, en son point P, homolo-
gue de P, auxquelles correspondent les tangentes t’, t”” dans la représen-
tation considérée de S, sur S, forment un couple de tangentes conjuguées

sur cette surface, il faut et il suffit que l’on ait
L, + M, (W + u”) + N’ = 0.

Cette condition, si 'on y substitue I,,, M,, N, par leur valeurs

(1,11) et que I’on tienne compte des (3, 11), prend la forme

(3, 2) {a, + B HILN —M} =0
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Donc, si LN — M?® =£ 0, ce qui, d’apres (1, 12) entraine L,N,—M,*5£0
pour les valeurs des u, v qui correspondent aux points P, , P des surfaces
Si, S, c.a.d. si les points homologues P, , P de ces surfaces ne sont pas
paraboliques, pour que les tangentes t,”, t”” 4 S, en son point P, , qui cor-
respondent aux tangentes asymptotiques t’, t’” au point P de S, jouissent
de la propriété indiquée, il faut et il suffit que ’on ait

(3, 3) a4 B =0

et, en outre, en vertu de (1, H),
(3, 4) @By + = 0.

Mais ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour que la projec-
tivité entre les tangentes & S au point P, définie par la relation (2, 3),
soit involutive. Par ailleurs, si cette correspondance entre les tangentes
a S au point P est une involution, il en est de méme — comme on le
reconnait facilement — de la correspondance entre les tangentes a la
surface S, en son point P, homologue de P, dans laquelle la tangente t,’
qui correspond & une tangente t est la paralléle menée du point P, i la
tangente au point P de S correspondant dansla représentation considérée
de S, sur S 4 la tangente t,.

On peut donc énoncer le

Théoréme D. Pour que, dans une représentation par plans tangents paral-
léles des deux surfaces non développables une sur I’autre, au couple de tangen-
tes asymptotiques en chaque point de chacune d’elles correspond un couple de
tangentes conjuguées sur Uautre, il faut et il suffit que la correspondance entre
les tangentes en chaque point d’une de ces surfaces, dans laquelle la tangente t’
qui correspond & une tangente t est la paralléle menée de ce point & la tangente
a Uautre surface, correspondant, dans la représentation des deux surfaces l'une

sur Uautre, & la tangente t, soit une involution.

. dv . g
Par ailleurs, la valeur @ de —— , qui correspond 4 une tangente

du
asymptotique au point P, de la surface S, vérifie la relation L, - 2M,u -+
-+ N,u* = 0. Cette relation, si 1’on y substitue I,, M,, N, par leurs
valeurs (1, 11), devient

L {e, 4 no} 4+ M{u (o, 4 nay) + (B, + uBy)} -+ Nui, +up.} = 0
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et, sous cette forme, elle exprime, d’aprés (2, 3), que la tangente a la sur-
face S en son point P homologue de P, , qui correspond ¢ la tangente asympto-
tique considérée de la surface S, et la paralléle a cette tangente asymptotique
ménée du point P forment un couple de tangentes conjuguées sur lo surface S.
Cette proposition entraine comme conséquence le théoréme suivant
(1, p. 287).
Pour que, dans une représentation par plans tangents paralléles des deux

\

surfaces I'une sur Pautre, & un des systémes de lignes asymptotiques de la pre-
miére corresponde un des systémes de lignes asymptotiques de la seconde, il

faut et il suffit que aux points homologues des deux surfaces les tangentes aux
courbes de ces systémes issues de ces points soient paralléles.

Si ’on suppose maintenant que sur les surfaces (non développables)
S,, S les courbes v=Cte soient des lignes asymptotiques, on aura

(8,5) L,=fn X0,=0, M,=FpwXa, %0, L=F;2 Xi=0, M=%, Xa%0

et des deux premiéres relations (1, 11) on déduit, grice aux (3, 5), que

I’on doit avoir
(3, 6) B, =0, o = B;.
Donc, dans ce cas, les formules (1, 4) sont nécessairement de la forme
(3,7 Fig = 0, Tu, Fiy = O,y + o,Ty.
Si, de plus, S est une surface reglée définie par I’équation
(3, 8) = g(v) 4 ua(v),

ot a(v) est le vecteur unitaire qui détermine la direction positive sur

ses génératrices rectilignes v =Cte, on aura

(3,9) I

|
js)
=
-
|
.
_’IO
'JI_

et les formules (3, 7), si I’on y porte les valeurs (3, 9) des T., 7., pren-

nent la forme

_ dp da
(3,10) Fru=a,a(v)=a,Ty, Tro=0,3 (V) + a4 {d\gf_ 14 E\T} .

De la premiére relation (3, 10) on déduit aussitot que la surface S,
ITAA 1968
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doit étre aussi une surface reglée dont les génératrices v==Cte corre-
spondent aux génératrices de la surface S, les génératrices homologues
des deux surfaces étant paralléles.

Par aileurs de la condition de compatibilité

(3, 11) o T (v) = 0z 3 (V) + a { 23 T4 gi}

des deux équations (3, 10), en égalant les produits scalaires de ses deux

d: - P :
membres par H:;— et en tenant compte de la quatriéme rélation (3, 9),

on tire oy, = O.

Il en résulte que la condition (3, 11) n’est vérifiée que si I’on a
(3’ 12) o, = o (V) , O, = u + o, (V) ,

ol o, (v), a,” (v) sont des fonctions arbitraires de la seule variable v.
Cela étant, la premiére relation (3, 10) montre que 1’équation de la

surface S, doit avoir la forme

(3, 13) F,o= o, (v) {p (v) + ua (v)} + 5, (v)

On aura donc

(3, 14)  §_ da {d@ da } _da, , dp,
' w e T gy T¥ I TG T iy
— g e b i, B da, | da,
Ty T RITR gy T gy

et, pour que les plans tangents aux surfaces S,, S en leurs points homo-
logues, c.a.d. aux points qui correspondent au méme systeme de valeurs
des u, v, soient paralléles, il faut et il suffit, d’aprés (3, 12) et (3, 7), que

le vecteur g, (v) vérifie une équation différentielle de la forme
i R dé’,‘ = ‘dgi _ (v — (
(3, 1b) v + dv A(v)a(v)=0,

ol A(v) est une fonction arbitraire de la seule variable v.

Donc, étant donnée une surface reglée S définie par une équation de la
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forme (3, 8), & chaque systéme de fonctions a,(v), ,(v) on peut faire corre-
spondre une autre surface reglée S, : la surface définie par I'équation (3, 13),
dans laquelle g, est une fonction vectorielle de la seule variable v satisfaisant
a Péquation différentielle (3, 15). Les surfaces S,, S sont représentées ['une
sur Uautre de maniére que leurs points homologues correspondent au méme sys-
téme de valeurs des u, v et dans cette représentation les plans tangents & ces
surfaces aux points homologues ainsi que leurs génératrices issues de ces points
sont paralléles.

Il est & remarquer que, lorsque les coefficients a,, P,, «,, P, qui
figurent dans les formules (1,4) vérifient les relations (3, 6), on a
O =o0,p,— a,f, = a’

Donc, dans ce cas, pour que la correspondance considérée entre les surfa-
ces S,, S conserve les aires, il faut et il suffit, d’aprés ce qui est exposé
dans le paragraphe 1, que ’on ait d = o> = 1, ou — ce qui, d’apres (1, 13),
revient au méme — que les courbures totales des deux surfaces aux points homo-
logues soient égales.

Cette remarque, jointe 4 la proposition précédente, permet d’énon-
cer le

Théoréme E. [Etant donnée une surface reglée S rapportée a deux para-
métres u, v tels que son équation soit de la forme (3,8), & chaque fonction }(v)
on peut faire correspondre une autre surface reglée S, : la surface définie par

Uéquation
(3, 16) 7, =5 (v) +fx(v) a(v) dv 4 ud (v).

Les surfaces S,, S sont représentées U'une sur Pautre de maniére que aux
points homologues, c.a.d. aux points correspondant au méme systéme de vas
leurs des u, v, leurs plans tangents ainsi que leurs génératrices issues de ces
points soient paralléles. Dans cette représentation qui, de plus, conserve les aires,
les courbures totales de deux surfaces aux points homologues sont égales.

On a ainsi, étant donnée 1’équation vectorielle sous la forme (3, 8)
d’une surface reglée quelconque, ’équation vectorielle de la famille
(dépendant d’une fonction d’un seul argument) des surfaces reglées qui
correspondent A la surface donnée par plans tangents paralléles, par géné-
ratrices paralléles et par égalité des courbures totales, dont I’existence a
mis en évidence par une méthode géométrique treés élégante M. P. VIN-
CENSINI (9, p. 69).
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11 est & noter que — comme on le reconnait facilement — les para-
métres de distribution d’une surface quelconque de la famille définie par I'équa-
tion (3, 16) et de la surface donnée S sur deux génératrices homologues de ces

surfaces sont égaux.

4. Supposons maintenant que sur la surface (non développable) S,
les courbes v=Cte, u=Cte soient les lignes de courbure, ou — ce qui

revient au méme — que 1°on ait
(4) l) F1 = Ty X T1v = O, 1\11 = Tyuv X n, = O, L1 £ 0, N1 E = 0.
Dans ce cas, on déduit de la seconde relation (1,11) que I’on doit avoir

(4, 2) oM+ N =0, a,l, + M =0

et ces conditions montrent que, lorsque tous les coefficients L, M, N de
la seconde forme fondamentale de la surface S sont # 0, il en est néces-
sairement de méme des coefficients a,, B,, o, B,-

On peut donc écrire, dans ce cas, les formules (1, 4) sous la forme

- ~ M _ _ _ . _
(4’ 3) Tig == 04 {ru"_ lﬁ Iy } y Tiv = U, {l'u - 1’\1 Iy } .

La premiére condition (4, 1), si I’on y remplace T, Tyv par leurs
valeurs (4, 3) et que I’on tienne compte du fait que les coefficients «,, a,

sont £ 0, prend la forme

L M L
(4, 4) E—F‘~M+T\f}—|—GN =0

et, si F=0, c.a.d. sile réseau (u, v) est orthogonal méme sur la surface

S, elle devient

(4, 5) EN 4+ GL =0,

ce qui exprime que la surface S doit éire une surface minimale, puisque,
N

dans ce cas, la courbure moyenne H de cette surface est H= Eng_GG}f

D’autre part, si la surface S définie par la seconde équation (1, 1)
est une surface minimale référée A un réseau paramétrique orthogonal
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(1, v) qui ne coincide ni avec le réseau de ces lignes de courbure ni avec
celui de ses lignes asymptotiques, on aura

(4,6) F=rf. X7, =0, L#%0, M#%0, N%0, EN+GL=0

et on peut choisir les coefficients «, (u, v), a,(u, v) qui figurent dans les
équations (4, 3) de maniére que ces équations soient compatibles.
En effet, le produit scalaire du premier membre de la condition

de compatibilité:

= = = L o _L_ - =0
— Ogu gy Tu— 71\/14 Ty — O, Ty? — ”M“ Tyy — M . Iy ¢ =

des équations (4, 3) par @ — comme on le voit facilement — s’annule iden-
tiquement, tandis qu’en annulant les produits scalaires du premier mem-
bre de cette condition par f, et T, et en tenant compte que, d’aprés la

premiére condition (4, 6), on a

?uﬂva:__fuxFuv:_%i, fu><T‘v“lz'_fuv)(fvz__'~G;'2i:
il vient
f . o, M a, L B
| oot T(Ev L Fm) - u2uE—7(Eu— = E) 0,
*.8) 1 M M M I
M el — — oy § —— —
! alvG N + QIG( N )v B} (Gu N GV) a-uG M

et pour chaque systéme de fonctions a,(u, V), o,(u, v) satisfaisant aux
deux équations aux derivées partielles (4, 8), la condition (4, 7) est véri-
fiée, car les produits scalaires de son premier membre par les trois vec-
teurs linéairement indépendants ¥,, ¥,, @ s’annulent identiquement.

Donc les équations (4, 3), dans le cas envisagé, sont compatibles,
lorsque les coefficients a,, a,, qui y figurent, sont des fonctions des u, v
vérifiant les deux équations aux dérivées partielles (4, 8) et elles déter-

minent une surface S, 4 un déplacement paralléle prés. La surface mini-
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male S est représentée sur la surface S, de maniére que les points homo-
logues de ces surfaces correspondent au méme systéme de valeurs des
u, v, leurs plans tangents aux points homologues étant paralléles. Dans
cette représentation — comme on le constate aisément — les courbes
v=~Cte, u=Cte de la surface S correspondent aux lignes de courbure
de la surface S,.

5. Le déterminant O des coefficients des t,, ¥, dans les équations
(4, 3) est 520, la surface S étant — par hypothése — non développable.
On peut donc écrire ces équations sous la forme

(5y 1) 1_'u = (11’ flu + [-;1, f1v ) fv == (lz’ flu 'Jl_ BQ, _flv y

ot ,, B/, @, B,, lorsque S est une surface minimale référée 4 un réseau
paramétrique orthogonal (u, v) différant des réseaux de ses lignes de
courbure et de ses lignes asymptotiques, sont des fonctions des u, v, dont
aucune ne s’annule identiquement.

Si, de plus, les coefficients «,, «, qui figurent dans les équations
(4, 3) sont des fonctions des u, v vérifiant les équations (4, 8), ses équa-
tions sont compatibles — d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe
précédant — et elles déterminent une surface S, sur laquelle les courbes
v =_~Cte, u=Cte sont les lignes de courbure; par conséquent le réseau
(u, v) est orthogonal méme sur la surface S,. On aura donc F —0, F, ~ 0
et, a 1’aide des (9, 1), on parvient 4 la relation

(,2) F=f,Xt=0a a,E +8B8,/G =0.

Par ailleurs en égalant les produits scalaires des deux membres de
la condition de compatibilité :

Ot;v T1u + Bl/v Tiy -I” O(I Tiuv + B; T2 = a;u Tiu "l“ B;u Tiv “}" a; Tiy? ‘l" B; Tiuy

des équations (b, 1) par i, et en tenant compte du fait que, dans le cas

envisagé, les conditions (4, 1) sont vérifiées, on trouve
(5, 3) a, L, —pB/N, =0
et I’élimination des a,’, B,” entre les relatives (9, 2) et (9, 3) donne

(5, 4) o E,N,+8,/G, L, = 0.
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Cette relation, compte tenu que les coefficients I.,, N,, d’apres
(4, 1), sont # 0, montre que, pour que la surface S, soit aussi une sur-

face minimale, il faut que ’on ait
(5, 5) a, = B,

Mais les surfaces minimales sont — comme 1'on sait (6, p. 274) —
des surfaces isothermiques. Or, si S, est une surface minimale et qu’on
la rapporte aux parametres isométriques u, v correspondant au réseau

(isotherme) de ses lignes de courbure, on aura
5,6) E, =G, —4'(u,v), F, =0, L,+N =0, M =0.

Dans ce cas les équations (b, 1), en vertu des (b, 3), (9, b) et (b, 6),
affectent la forme

(5, 7) fu=a, Fru + B, F1v, Fy = — B, F1a 4+ a,” F1v

et en égalant les produits scalaires des deux membres de la condition de
compatibilité :

o = / — ‘ —_ / - 2 — ’ - 7/ -

(O) 8) U1y Tiu + ﬁlv Ty + Bl Iy =—=— — 61‘1 Tiu + Au Ty — Bl u?

de ces équations par T, et Ty, on parvient, a [’aide des (D, 6), aux conditions
- v / 7/ ‘
(O) 9) Ay =— — Blu y Uiy == ﬁlv

qui expriment que les coefficients a,”, f,” doivent étre des fonctions har-
momniques conjuguées des u, v.

Les conditions (5, 9) sont, en outre, suffisantes pour que les équa-
tions (5, 7) soient, dans le cas envisagé, compatibles.

En effet, grice aux (9, 9), la condition de compatibilité (5, 8) des

.

équations (b, 7) devient

(5, 10) 1_‘lur" + 1_'lvr‘g = 0

et les produits scalaires du premier membre de cette condition par les
trois vecteurs linéairement indépendants ¥,,, ¥y, @i, — comme on le con-
state facilement 4 1’aide des (b, 6) — s’annulent identiquement.

Par conséquent, les équations (D, 7), lorsque les coefficients «o,’, B,
qui y figurent sont des fonctions des u, v vérifiant les équations (5, 9),
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déterminent une surface S 4 un déplacement parallele prés, qui est
représentée par plans tangents paralléles sur la surface S, .

En faisant usage des deux équations (D, 7) et en tenant compte en
méme temps des formules (D, 6), on trouve pour les coefficients de la

premiére forme fondamentale de la surface les expressions

(5, 11) E= ‘at,ﬂ = ‘31’2} )‘1?:: {ai’i -+ ﬁi’z} E,, F=0,

G = {0‘1,2 _l‘ 61”} 7‘12 - {ai/z _|" Bllg} Cry 5

ce qui montre que méme sur la surface S les paramétres u, v sont iso-
métriques et en outre que la représentation des surfaces S,, S "une sur
I’autre, dans laquelle les points homologues correspondent au méme sys-
téme de valeurs des u, v, est conforme.

Par ailleurs en différentiant la premiére équation (5, 7) par rapport
A u et la seconde par rapport 4 v et en égalant les produits scalaires
des deux membres de chacune des deux équations ainsi obtenues par
, il vient

&8 = 1,

' y
el=u 1, , eN = ay N, ,

ot ¢=-+1 ou — 1.

On aura donc, en vertu des (9, 6), I, -+ N =0, ce qui prouve, com-
pte tenu que les paramétres u, v sont isométriques sur la surface S, que
cette surface est aussi une surface minimale.

Enfin on reconnait facilement, 4 1’aide des équations (b, 7) que les

dv . . . N .
valeurs de dq 0 du déterminent en chaque point de S, les tangentes a

S, en son point homologue, respectivement paralléles aux premiéres, sont

2

les racines du polyndme (3Z ) -+ 1. On en déduit, eu égard au fait que

les paramétres u, v sont isométriques sur les deux surfaces, que ces tan-
gefites aux points homologues des S,, S sont les tangentes aux lignes de
longueur nulle des deux surfaces issues de ces points.

On peut donc énoncer le

Théoréme F. Etant donnée la surface minimale S qui, rapportée aux

paramétres isométriques u, v correspondant au réseau (isotherme) de ses lignes
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de courbure, est définie par I'équation t = T (u,v), & chaque fonction f (u-}iv) =
= «a, (u, v) 4 ip (u, v) de la variable complexe u -} iv, analytique pour toutes
les valeurs de cette variable, qui correspondent aux points de S, on peut jaire
correspondre une autre surface minimale S,: la surface définie & un déplace-

ment paralléle prés par les équations compatibles

(5, 12) Ty = af, + Pty , Fpo = — BTy 4 4T, .

Les surfaces S,, S sont représentées U'une sur l'autre avec parallélisme des
plans tangents, leurs points homologues correspondant au méme systéme de
valeurs des u, v et dans cette représentation, qui, de plus, est conforme, les cou-
ples de tangentes correspondantes aux points homologues de ces surfaces, respec-
tivement paralléles, sont les couples de tangentes aux lignes de longueur nulle

de deux surfaces issues de ces points.

6. Supposons enfin que sur la surface S, les courbes v = Cte,
= Cte soient les lignes de courbure, tandis que sur la surface S les
courbes v=Cte ou u=Cte, par exemple les courbes u= Cte, sont des
lignes asymptotiques.
Dans ce cas on aura
(6,1) M, =7tfwXfd, =0, I =7F,XFw=0; N=7F2Xa=0
et

(6, 2) L, %0, N, #£0; M#0,

les deux surfaces étant — par hypothése — non développables.
Cela posé, on déduit de la seconde relation (1, 11) que I’on doit avoir

(6) 3) Gy, == 0 4

Par ailleurs la seconde condition (6, 1), si I’on y porte les valeurs
(1, 4) des T4, T1v et que I’on tienne compte de (6, 3), devient

(6, 4) @.F + ,G = 0.

1l s’ensuit que, pour que le réseau paramétrique (u, v) soit orthogonal

méme sur la surface S, il jaut et il suffit que U'on ait
(6» 5) f, =0,

car le coefficient a,, d’aprés (6, 3) et (1, D), est nécessairement = 0.



304 [IPAKTIKA THSE AKAAHMIAS A®HNON

Donc, dans ce cas, les formules (1, 4), grice aux (6, 3) et (6, D), seront
de la forme

(6, 6) Tiw = B,Fv, Fiv = @,y

En outre, de la seconde relation (1,11), si I’on y remplace M,, f, par
leurs valeurs (6, 1) et (6, b), on tire

(61 7) I« = T2 X n=>20 )

ce qui exprime que sur la surface S les courbes v = Cte sont aussi des
lignes asymptotiques ; par conséquent S est nécessairement une surface
minimale, puisque le réseau (u, v) de ses lignes asymptotiques est
orthogonal.

Mais le réseau des lignes asymptotiques d’'une surface minimale est
isotherme, car les tangentes asymptotiques en chaque point d’une telle
surface sont les bissectrices des angles formés par les tangentes aux lignes
de courbure de la surface issues de ce point, dont le réseau est isotherme.

Or, si on suppose que les variables u, v soient les parametres
isométriques correspondant au réseau des lignes asymptotiques de la

surface minimale S, on aura

(6, 8) E—=G=(u,v), F=0 I =N=0, M =£0
et, en outre

(6, 9) M=c,

olt ¢ est une constante == 0, comme il résulte des deux équations de
Copazzl auxquelles doivent satisfaire les coefficients A, M.
Par ailleurs, d’apreés (6, 6) et (6, 8), on a

9 2

(6, 10) E, =, =81, F,=0, G =Ffy=ah

et les relations (1, 11), si I’on y substitue M,, «,, B, par leurs valeurs
6,9), (6,3) et (6,5), deviennent

(6, 11) L, = B¢, M, = 0, N, = ta,c .

On aura donc, grice aux (6, 10) et (6, 11), pour les courbures : totale
K, et moyenne H, de la surface S, les expressions

, L,N ¢ 1 (L, , N o, B, sc
6, 12 Y (L. = 128 1 -
G K=g55 e BT {E + G,}
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et de ces deux formules on déduit aussitot que, lorsque a,, , sont liés

avec A par la relation

’

_— &
(6, 13) @y, + B, = e
olt ¢’ est une constante, K,, H, sont liées par la relation

(6, 14) 2cH, — ec’K, = 0

ot ¢ =-+1 ou — 1.
Dans ce cas les équations (6, 6), si 1’on porte dans la seconde la

valeur de a, tirée de la relation (6, 13), prennent la forme

Cc

(6, 15) Tiu = ﬁl?\' ) Ty = { e - BI} Ty

et, si I’on annule les produits scalaires du premier membre de la con-

dition de compatibilité:

5

N

b

’ Cr ~
C}r A —{-—611} Fy — {73 — (3i} T2 =0

de ces équations par ¥, et T, en tenant compte en méme temps du fait

ﬁlv Ty + [51 Ty? + {

>

que, d’apres (6, 8), on a
T, X T2 = — Ty X Ty = — }\-}\u ) Ty? X fy=—7T%y X Ty = — A)\v y

on parvient aux équations

’ ’

Blu s 'E:T ;\u ) Blv = -% ;"V *

Il en résulte que B, doit étre une fonction de % de la forme

. c’
©,16) T

olt ¢/, ¢, sont des constantes dont au moins une est nécessairement == 0.
Les équations (6, 15), si 1’on y remplace B, par sa valeur (6, 16),

deviennent

. - ¢’ N - c’ -
(6, 17) Ty = {‘2*;? -+ C.} Ty, T, = {”\2 — Cl} Ty

et, lorsque S est une surface minimale rapportée aux parameétres isomé-



306 IIPAKTIKA THE AKAAHMIAZ AOHNQN

triques (u, v) correspondant au réseau de ses lignes asymptotiques, elles
sont compatibles, car la condition de compatibilité :

[ c’ - ¢, ¢ -
- ';;'37 Ay To + {2}7 —1— Ci} Ty? + ';C:{ Ay Ty — {2}‘7" - Cl} Ty?

de ces équations est identiquement vérifiée.

En effet, les produits scalaires du premier membre de cette condi-
tion par les vecteurs linéairement indépendants ¥,, ¥y, i — comme on
le constate aisément en tenant compte que, dans ce cas, les coefficients
des deux formes fondamentales de S sont de la forme (6, 8) — s’annulent
identiquement.

Domnc les équations (6, 17), dans ce cas, déterminent une surface S,
a un déplacement paralléle prés, sur laquelle, d’aprés (6, 10) et (6, 11), les
courbes v = Cte, u == Cte sont les lignes de courbure, et dont les courbu-
res: totale K, et moyenne H, sont lides par la relation linéaire et homo-
géne A coefficients constants (6, 14).

Les surfaces S, , S sont représentées [’une sur [’autre avec parallé-
lisme des plans tangents et dans cette représentation les lignes asympto-
tiques de S correspondent aux lignes de courbure de S, .

En outre les formules (6, 10), si ’on y porte les valeurs des a,, B,
qui figurent dans les équations (6, 17), montrent que cette représentation
de S, sur S n’est conforme que dans le cas ott une des constantes c’, ¢,
s’annule et, si ¢'=0, ¢, 5£0, S, — comme il résulte de la relation (6, 14) —
est une surface minimale, tandis que, si ¢ =0, ¢, =0, S, est
une surface sphérique, car, dans ce cas, les courbures K, , H, de cette
surface — comme on le constate en remplacant dans les formules (6, 12)
a,, P, par les valeurs de ces coefficients qui figurent dans les équations
(6, 17) — sont toutes les deux constantes.

Les considérations précédentes permettent de formuler le

Théoréme G. Les deux équations

_ ¢ _ _ ¢’ _
(6, 18) fa = {5?2 + Ci} Ty, Tiv = {F — Cl} Ty
v u

lorsque la fonction T (u,v) dont les dérivées ¥,, T, y figurent, est le second

membre de I'équation vectorielle d’une surface minimale S rapportée aux para-
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métres isométriques u, v correspondant au réseau (isotherme) de ces lignes
asymptotiques et ¢’, ¢, sont des constantes, sont compatibles et elles déterminent
une surface S & un déplacement paralléle prés, dont les courbures, totale et
moyenne, sont lies par une relation linéaire et homogéne & coefficients constants.

Les surfaces S, , S sont représentées U'une sur I’autre avec parallélisme des
plans tangents (leurs points homologues correspondant au méme systéme de
valeurs des u, v) et dans cette représentation, qui n’est conforme que dans le
cas ol une des constantes ¢, ¢, s’annule, les lignes asymptotiques de la sur-

face S correspondent aux lignes de courbure de la surface S, .
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NEPIAHYIZX

‘H dmewdviorg 9o Emgpaveidv 1ol todiactdrov Edxledeiov yooov, tic
wag &l thg dAkng, ue magorlnilav tdv dgoamtoubvay Emmédmv tov, #ad’ fjv
dmhovoty ta Epantiusva Enimeda adtdv eig to opudloya onuela Twv eivar Tagdh-
Aka, éueketdn ovotnuatizdg o modtov Vo tod K. M. PETERSON. Svuqa-

vog 08 meog v U’ avtod dewydév, Pacwov S v towovtov £ldovg dmebviowy,
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Yewonua xata ulav toladtny amexdvioy 800 moayuatiadv Emtpaveldy, the wéc
gmi il dAlng, elg Exaotov onmuelov Tiig wdg Vmdoyovv o Epamtéuevar adrii,
elte moaypatwal — draxenguuévar 1) ovunintovoar el wlav — eite pavractizal,
ToaodAAnhor QO TAG AVTLETOLOVS TV %aTd TNV GIemdviow BQamTouévas Tig
GAng elg T0 6ubloyov onueiov tng, T do 8¢ tadta Cevyn avtiotolywv &pamrto-
uévav t@v dvo Emupavedv eig fxaoctov Telyog 6uordywv onuelowv tov eivar Cevyy
ovluydv Epantouévov T@V Empaveldv €lg Ta onuela talta.

Eig tv dvaxowvodetioav goyactav didstar &v doyfi uia dmrddeitic tol moow-
vageoopévoy demonjuatog, i fondeiq uedddov drapdoov tiig 070 Tod PETERSON
7005 GmddetEy adtol anokovdndeions, onuavniudg dmhovotéon Tic Gmodeitenc
100 Yemonpatog tovtov tijg Sodelong vmod tod %. G. MARGULIES, Gmodeinvie-
Tor 08 xal v Yedonua Exgodlov cuvdvuny yemuetouv xaviv xal avayroiav
v xotd plav drewdviory dvo py Gvamtuxtdv Emgovel®yv, ThHe wide &ml Tig
dhng, e wapurnriav tdv Egpantopévev Emaédwv Twv elg TAg dovUTTOTIRGS
gpantouévag Exatéoag Toutwy £l TO TLYOV onuelov g avtieTolyolv dvo culuyeic
Epantéuevar tig dAng el 10 6udhoyov onueiov adtiic. *Ev cuveyelq dmodeinviov-
Tar Yewonuatd twa Geogdvra elg ™y amedviowy ué magarinriav tév dgpamro-
uévov emmédov uds dmupavetag émi dhing, ag’ &vog eig Ty meolmtmoy xad’ fjv
augoteoat sivar empdveial evdeloyeveic nal ag’ £régov elg Tv meolntwoy xad” v

1 wla tovtov 3 dugdteoa eivar mpdveiar Ehaytotng Extdosme.



