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DIFFERENTIALGEOMETRIE.~-Bestimmung von M- Strahlensystemen durch die Mit-
tenhiillfliche und eine Kriimmung, vom korr. Mitglied N. K. Stephanidis*.

Zusammenfassung. Es sei (_)-iflz M(u,v) eine reguléire Fliache des dreidimen-
sionalen euklidischen Raumes. Die Funktion M (u,u) sei in einem einfach
zusammenhéngenden Gebiet G der (u,v) - Ebene erklirt und dort von der
Differenzierbarkeitsklasse C* Wir nehmen an, dass die Fliche eineindeutig
sphérisch abbildbar und frei von parabolischen Punkten und Nabelpunkten
ist. Ferner seien im Gebiet G zwei Fumtionen h(u, v), und k(u, v) der Klasse
C? gegeben.

Die Bestimmung eines Strahlensystems, dessen Mittenhiillfliche und
mittlere Krimmung M und h (u, v) entsprechend sind, fithrt auf ein ellipti-
sches System zweier partieller Differentialgleichungen mit zwei unbekannten
Funktionen und daher ist das Problem immer 16sbar (vgl. N. K. Stephanidis
[4]). Ist speziell die gegebene Fliche M eine Minimalfldche, so wird das Pro-
blem auf die Poissonsche Ditferentialgleichung

(1) Ag(u,v) =2 h (u,v)
zuriickgefiithrt, wobei ¢ (u, v) die gesuchte Funktion ist.

Verlangt man, dass das Strahlensystem ein Normalensystem ist, so redu-
ziert sich (1) auf die Laplace - Beltramische Differentialgleichung

(2) Agp(u,v) = 0.

Das Problem der Bestimmung eines Strahlensystems, dessen Mitten-
hiillfliche und Kriimmung M und k(u, v,) entsprechend sind, ist m. W. un-
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gelost. Ist speziell die gegebene Fliche M eine Minimalfliche, so wird das
Problem auf die Bestimmung einer Lésung ¢ (u, v) der Monge - Ampéreschen
Differentialgleichung

3) Quu Pos — Puv’+ AQuut 2Bgus — Ao+ D=0
zuriickgefiihrt. Hierbei sind die Koeffizienten A, B, D Funktionen von u, v,
®u, @y allein.

Unter der zusitzlichen Voraussetzung

(4) k(up) > 0 v (uy,) € G
folgt: Wenn eine Losung ¢(u,u) von (3) existiert, so ist sie in G entweder
subharmonisch oder superharmonisch. Ferner sei bemerkt, dass nach einem
Satz von F. Rellich ([1]) folgt: Die erste Randwertaufgabe fiir die Diffe-
rentialgleichung (3) hat hichstens zwei Losungen.

1. Hilfsbetrachtungen. Ein Strahlensystem im dreidimensionalen eukli-
dischen Raum sei gegeben durch die Leitfldche 6%: P (u,u) und den Ein-

— > - >
heistsvektor ey (u,). Es sei { e; (u,u), e, (u,v), e (u,v)} ein begleitendes ortho-
normiertes Dreibein. Die Reihenfolge _e_: 5_9: ;: sel ein Rechtssystem. Es
werden folgende Annahmen gemacht:

(a) Die Funktionen P(u, v) und—e)j (u,v),i=1, 2, 3 sind in einem einfach
zusammenhédngenden Gebiet G der (u, v) — Ebene erklart und dort von der
Differenzierbarkeitsklasse C4.

(b) Das Strahlensystem ist eineindeutig sphérisch abbildbar.

=3
(e) Die Leitfliche OP = P(u,v) ist die Mittenfliche des Strahlensy-

stems.
Es existieren lineare Differentialformen si, wij, ij, =1, 2, 3 derart, dass
die folgenden Beziehungen gelten:

3
Ly dp =2 o8,
3
(1.2) da;=§_l. W &, j=1,2,3

(13) aptw; =0, i,j=1,2,3 .

Es bezeichne A das dussere Produkt von Differentialformen und d die
dussere Differentiation. Die Integrabilititsbedingungen des Systems (1.1),
(1.2) sind
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(1.4) d(g o é’,.)=0,
3

1) d(Z o 8)=0

i=1
Nach Annahme fillt die Mittenfliche des Strahlensystems mit der Leit-
flache zusammen. Das ist gemau dann der Fall, wenn

(16) w3 A0y + 01 Ay =0

gilt. Da die Formen g, wg, linear unabhéngig sind, existieren fiinf Funk-
tionen ¢, g, 1, m, n der Variablen u, v, fiir die gilt:

(1.7)  dwy =q oy Aws,,
(1.8) dwsy=qon Aoy,
(19) o0, =-mw; - no5y,
(1.10) o0, =lw; + mos,,

(111) o3 ={V,m-V,1-2Gm + q (I-n)} oy,
+{Vin-V,m + 2qm + q (I-n)} w,.

Hierin bedeutet ¥, bzw. ¥, die Pfaffsche Ableitung lings ©3,=0 bzw. w3,=0.
Unter Verwendung der Funktionen q, g, 1, m, n reduzieren sich die
Integrabilitdtsbedingungen (1.4), (1.5) auf die folgenden zwei:

112) Vq+V,g-q’-q*-1=0,
Vwhl-2qV,1+ @Vl +21(V, §-@)

(1.13) § 2(WVim-29Vim-qV,m) + 2m (%,§ - 247 + Viq)

+V,Vin-2qV,n+ qV%n + 2n (V,q-¢*) = 0.
Die Kriimmung k (u,u) und die mittlere Kriimmung h (u,u) des Strah-
lensystems sind

(1.14) k=A% _ gy,
W3 A 03,

(115) h= G A taha,  l8p
2 (w31 A w3) 2
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Jedem Strahlensystem werden die folgenden quadratischen Differen-

tialformen zugeordnet:

(1.16) I=wy’+ 0y,
(117) II= 1(1)312 4 2m0)3| Wy + ﬂﬂ)322 %

Es gilt bekanntlich der Satz: Sind die Pfaffschen Formen wg;, w;, und die
Funktionen I(u,v), m(u,v), n(u,u) gegeben und ist das System (1.12), (1.13)
identisch in G erfiillt, so existiert bis auf Bewegungen genau ein Strahlen-
system, dessen quadratische Differentialformen die Formen (1.16), (1.17)
sind.

Es bezeichne (_)—ill= M(u,v) die Mittenhiillfliche des Strahlensystems.
Es wird angenommen, dass die Punkte der Mittenhiillfliche den Punkten der
Mittenfldche eineindeutig entsprechen. Die Normalen der Mittenhiillfliche
sind parallel zu den Geraden des Strahlensystems. Daher existieren zwei

Funktionen a(u,v) und b(u,v) derart, dass

- -
(1.18) OP= OM+aé, +bée,

gilt. Die Funktionen a und b erfiillen fiir jedes (u, v) € G die Gleichung (vgl.
N. K. Stephanidis [3])

(1.19)  d (bwy - a03) = - (1 + 1) W3y A 03,
Hierin sind r, und r, die Hauptkriimmungsradien der Mittenhiillfliche. Aqui-
valent zu (1.19) ist die Gleichung

(1200 Via+V,b-ga-gb=r +15.
Setzt man

(121) dM=9€e’ +0¢&;,

so existieren drei Funktionen o(u,v), 8(u,v), §(u,v) derart, dass

(1.22) o = awy + Py,
(1.23) o =pwy + dws;

ist. Dann ist

(124) atd=-(r,+1).
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Fiir die Kriitmmung K (u,v) der Mittenhiillfliche gilt
(125)" &=rr=a-F.

Zwischen 1, m, n, «, 8, § bestehen die Beziehungen
(126) 1=Vib+qa+p,

(127) m=-(Via-qb+0)=Vb-ga+9,

(1.28) n=-(%a+ gb+p).

Gegeben sei die Flache M. Betrachtet man ein orthonormiertes Begleit-
dreibein der Fliche M E):, ez,—é:}, so sind die Differentialformen g, w5, und
die Funktionen q (u, v), g(u,v) sowie die Ableitungen V, V, beziiglich ws,,
03, eindeutig bestimmt. Jeder Losung a (u, v), b (u, v) der partiellen Differen-
tialgleichung (1.20) entspricht ein Strahlensystem, dessen Mittenhiillfliche
die gegebene Fliche M ist. Die Mittenfliche und das Strahlensystem sind ein-
deutig durch (1.18) und ~{P(u,u),-_e,->3 (u,)} bestimmt.

Jedes Strahlensystem, dessen Mittenhiillfliche eine Minimalfldche ist,
heisst M-Strahlensystem. Da fiir jedes M- Strahlensystem r,+r,=0 gilt, folgt
aus (1.19), dass die Differentialform bwg—acw;, ein vollstindiges Differential
ist und daher existiert eine Funktion ¢ (u, v) mit

(129) a=-%q, B=V¢.

Die Gesamtheit der Losungen von (1.19) ist durch (1.29) bestimmt, wobei
@ (u,) eine beliebige Funktion der Klasse C! ist. Die Menge der M- Strahlen-
systeme ist sehr umfangreich. Unter anderen enthélt sie alle isotropen Strah-
lensysteme. Es gilt ferner der Satz (N. K. Stephanidis [5]): Die Menge der M-
Strahlensysteme, die eine gegebene Minimalfldche als Mittenhiillfliche haben,
ist ein reeller unendlich dimensionaler Vektorraum, dessen Nullelement das
Normalensystem der Minimalfldche ist.

2. Bestimmung von Strahlensystemen durch die Mittenhillfliche und
eine Kriimmung. Gegeben seien eine eineindeutig sphérisch abbildbare Fliche
6TW=M (u,v) der Klasse C* und zwei Funktionen h (u, v), k (u,u) der Klasse
C2. Die Fliche M sei frei von parabolischen Punkten und Nabelpunkten.
Man kann zwei allgemeine Probleme stellen: Man bestimme ein Strahlensy-
stem, dessen Mittenhiillfliche M und die mittlere Kriimmung (bzw. Kriitmmung)
h (u, v) (bzw. k (u,v)) sind.
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Das erste Problem fiithrt auf das elliptische System
21) V,a-Vib-qa+gb=-2h

22) Via+V,b-ga-gb=r,+r1,
mit a, b, als gesuchten Funktionen und wurde in voller Allgemeinheit geldst
(N. K. Stephanidis [4]).

Das zweite Problem, also die Bestimmung eines Strahlensystems durch
das Paar {M(u, v), k(u,u)}, ist m. W. offen. Im folgenden werden gewisse Aus-
sagen gemacht fiir den Fall, in dem die gegebene Fliche eine Minimalfliche
ist.

3. Vorgabe der Minimalfliche und der mittleren Krimmung h (u,v,).
Ist die gegebene Fliche M eine Minimalfliche, so gilt

31) r+r1, =0 V@yeda.

In diesem Fall reduziert sich das System (2.1), (2.2) auf die Poissonsche
Differentialgleichung

(3.2) Ag(u,v) = 2h (u,v)
mit ¢@(u,v) als gesuchter Funktion. Hierin ist A der zweite Beltramische
Operator beziiglich der Metrik des sphérischen Bildes der Minimalfldche.

Ist speziell h(u, v) = 0 v (u,v) € G, so erhalten wir aus (3.2) die Laplace-
Beltramische Differentialgleichung Ap = 0. Die zugehérigen Strahlensysteme
sind Normalensysteme. Der trivialen Lésung ¢ (u,v) - 0 entspricht das Nor-
malensystem der Minimalfldche, denn jede Minimalfldche ist sowohl Mitten-
fliche als auch Mittenhiillfliche ihres Normalensystems.

4. Vorgabe der Minimalfliche und der Krimmung k (uyp). Gegeben

sind eine Minimalfldche (-)_1\)/I=M (u,v) und eine Funktion k (u,v) € C2. Gesucht
ist ein Strahlensystem, dessen Mittenhiillfliche M und die Krimmung k (u, v)
sind. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass das Para-
meternetz u=const., v = const. das Kriimmungsliniennetz der Fliche M ist
Bei jeder Minimalfliche sind das Kriimmungsliniennetz und dessen sphé-
risches Bild isotherme Netze. Wir konnen also ansetzen
(4.1) wg=p (u, v) du, wg=—u (u, v) dv, (u, v))O0.
Dann ergibt sich
I, "
4.2) = 'u—z ; ===,
Pu Dy

4.3) Vn<p=T, Vo= ik
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|
(44) Vlvlcp = —u-‘— (“(puu =Wy (pu)’
1
(45) Vl Vl(p = T;‘- (u(pvu - Ky (pu),
1
(46) Vi =- 7 (- R,

1
(47) Vl VZ(P = T (u(puv -y (pl')'

Wir verwenden nun die Formeln (1.26), (1.27), (1.28). Da die Integralkurven
von wg,=0, wg=0 die Krimmungslinien von M liefern, gilt

4.8) B (up) =0, (uw) = - 1,(uY), duv)=r,(u,v) >(@uyv)e G

Unter Beachtung von (1.29) erhalten wir

(49) l=—5"\- (u'(puu U@y itz uu(pu)’

(4'10) m= '% (u(Fu\"uu(pu'p'uq’u)'{' T,

1
(4'11) = F (MG + Wy Py - Uy @)-

Die Forderung, dass die Beziehung (1.14) gilt, fithrt auf die partielle Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung mit ¢ (u, v) als gesuchter Funktion:

(412) Puuro - (Puv: s Aq’uu + 2B(puu - A(Pvu +D=0.
Hierbei wurde gesctzt

(4.13) A= W@, - W@,
(4.14) B= W, + W, +1'ry,
(415) D=- (wuz = VVUZ)((puZ + (puz) - 2}"21'1 (wu(PU + Wu(Pu) - p‘ (k + I']:)

(4.16) W= log u.
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Somit reduziert sich die Ldsung unseres Problems auf die Integration
der Monge — Ampéreschen Differentialgleichung (4.12).
Bekanntlich, die allgemeine Monge-Ampéresche Differentialgleichrung

417)  E(@uPw - Pu’) + A@, + 2By, + Co, + D=0,

wodei E, A, B, C, D Funktionen von u, v, ou, v sind, heisst fiir eine vorge-
legte Losung ¢ (u, v) elliptisch, wenn

(4.18) AC-B-ED>0

gilt. Fiir die Gleichung (4.12), die Ungleichung (4.18) lautet, unter Beach-
tung der Formeln (4.13), (4.14), (4.15),

4.19) k(uyv) >0 v W) e G.

Erfiillt also die vorgegebene Funktion k (u, v) die Ungleichung (4.19),
so ist die Differentialgleichung (4.12) elliptisch. In diesem Fall existieren,
nach einem Satz von F. Rellich ([1]) hochstens zwei Lésungen der ersten Rand-
wertaufgabe fiir die Differenialgleichung (4.12).

Wir konnen (4.12) in der folgenden Form schreiben:

4.20) (@, A)@,+A)=(@,- By-A"-B’-D
Es ist also

(421) (@~ A)@,, +A) = (@, - BY+ku'.

Setzen wir voraus, dass die Bedingung (4.19) erfiillf ist und eine Lisung
@ (uv) € C2 der Differentialgleichung (4.21) existiert, so gilt fiir diese Losung
entweder

@422) @,-A>0, @ ,+A>0 ¥ (uv) € G.
oder
423) @,-A<0, @+ A<O () e G.
Im ersten Fall erhalten wir
424) @, +9,>0 ~ () € G,
also ¢ (u v) ist subharmonisch und im zweiten
425) @, +P,< 0 ~ () € G,

also @ (u, v) ist superharmonish. Somit haben wir das Resultat:
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Gegeben seien eine Minimalfliche M, die im einfach zusammenhdngenden
Gebiet G der(u, v) — Ebene erklirtist, und eine Funktion k (u, v) € C2,(u, v)
€ G. Wir nehemen an, dass die Flgche M eineindeutig sphirisch abbildbar
und frei ¢on parabolischen Punkten und Nabelpunkten ist. Die Bestim-
mung aller Strahlensysteme, die M und k (u, v) als Mittenhiillfiche und
Kriimmung entsprechend haben, fihrt auf die Monge - Ampéresche Diffe-
rentialgleichung (4.12). Gilt zusdtzlich

k(up) ) o v (up) € G,
So ist jede Losung von (4.12) entweder subharmonisch oder superharmonisch.

5. Vorgabe der Minimalfliche und der gemischten mittleren Kriimmung
H* (u.,v).

Im Gebiet G seien eine Minimalfliche E)_E/I::M(u, v) und eine Funktion
H* (u,u) gegeben. Gesucht ist ein Strahlensystem, dessen Mittenhiillfliche
und gemischte mittlere Krimmung M und H* (u, v) entsprechend sind.

Die gemischte Kiimmung ist

(5.1) H*=- —;- (ol + 28m + on).

Die Kriimmungslinien von M seien u = const., v = const.. Unter Verwendung
der Bezeichnugen des vorigen Abschnittes finden wir, dass die Losung des
Problems auf die hyperbolische Differentialgleichung

: ) 2H
(52) Puu = Py - (logu-)uq)u + (logp')Uq)U: 5 d

1
zuriickgefithrt wird. Um die Normalform von (5.2) zu finden, fithren wir
wie iiblich die Transformation ein:

(5.3) E=u-+v, N=u—uv.

Die Gleichung (5.2) wird

2t

(54) = (log “)v] (p“; - (lOg M)E (pn ==

Die Charakteristiken sind€ =const., n=const., also u+v=const. und u-v=-const.,
also die Winkelhalbierenden des sphérischen Bildes der Kriimmnungslinien
von M.

Gilt speziell

(5.5)  (log ), - (log ws (logw), =0 v (u,v)e G
so ist (5.4) elementar integrierbar. Denn, in diesem Fall kénnen wir (5.4) in
der folgenden Form schreiben:
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2r

(:6) == @y~ (logu)y 9] - (log w): [, - (log ), ] = B

Setzen wir
(6.7)  z=e—(logu)s o,
so erhalten wir aus (5.6) die lineare Differentialgleichung
H* 2
(58) z-(logwyz= —t,
1
woraus durch Integration folgt

= 1 13 [
69 z=ulam+ 4§ Ly

Hierbei ist A () eine willkiirliche differenzierbare Funktion der Variablen .
Aus (5.7), (5.9) durch Integration folgt

(5.10) @ =u{BE) + S [A() + -g— S -L‘T dg) dn }

wobei B(£) eine willkiirliche differenzierbare Funktion der Variablen £ ist.
Die Existenz isothermer Netze, die (5.5) erfiillen, ist gesichert. Die Glei-
chung (5.5) ist dquivalent zu der Gleichung

(5.11)  (log W), - (log W), - (log w),” + (logw) = 0.

Fiir die Ennepersche Minimalfldche
s 5 v’ 5 i . . .
(5.12) x=u+uv- —3- , y=-v-uv+ . 40 Z=Uu -V, U+Uv<ow

ist

5.13 = —_—
( y ¥ 1 +u+ar

Man verifiziert, dass die Funktion (5.13) die Beziehung (5.11) erfiillt.

INEPIAHY'H

Hpocdroptopos tév M-opnvdv ano ) péon neprfdllovso kai pio kaprvréTnra,

"Eotw (-)—1\>/I=M (u, v) ple dpody) Emupdveie 7ol TELdLEcTHTOL EdXAEdELOD Y-
eov. “H cuvdptnon M(u, v) d¢ elvon dpiopévn otov &mAds cuvagpd témo G Tod (u, v)
— ¢mmédov xal THe xhdoews Sxpopiopdtnrac G Ymobérovpe 8t % Emipdvera
clvo auoLuovétipe cpaipixdls amewxoviouey xal 6Tt oTepeiTar TRpaPolkdY %ol
dupohinddv onpetwy. Atdovron miane 8bo cuvapticeig h (u, v), k (u,v), (u,v) € G
T whdoewg C2.

‘O 7mpoodiopLopds Evog cumvovg, Tob 6motou 7 péen meptBdAhovoan clvar M

N &

kol N péon wapmurétyre h(u, v) dvdyeton 68 EermTind odoryua ddo Qoo
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dodoemy ut pepimés Tapay®dyous, To 6molov Exel mavrore Aboy (BA. N. K. Ste-
phanidis [4]). v meplntwon xatd iy émote 1§ Sofeloa Empdvera M elvouéh o-
ALoTied), 6 TPoadlopLopdg ToD dvTieTOlyov Gufvoug avdyetar oty Aben THe Stago-
puxiic EEteoewe Tod Poisson A ¢ (u, v)=2h (u, v), &mov A elvar 6 dehTepog Tehe-
oTig ol Beltrami d¢ mpde T perpued Tie cpatpinilg eixbvag ThHe émgavetag M
xol @(u, v) N Cyrodpevny ocuvdptnon. Eiduedtepa, drav 10 {nroduevo opijvog elvan
rofeTind, mpoxdmrer %) Stxqoperiny) Efsway Laplace - Beltrami Ag (u, v)=0.

To mpoBhnua t7c edpéoewg oprvoug, ol 6motou 7 péoy mepLfdihovoa elvar
M xoi 9 xopmordtyre k (u, v), eeraleton ot pepun meplmTwoy, xatd THY GTola
7 dobeton émupdvera M elvon Ehayrominy xal dvdyetor ot Suapopixy EEicwaen THmoy
Monge - Ampeére

Quu Pw —¢u’ + Aguu+ 2Bpus — Agu+ D =0,

émov A, B, D elvor cuvapriioerg T@V U, v, Qu v, xoi ¢(u, v) N InToduevy
ouVdpT)eY. “Av &l mhéov Omotelel étu loyder k (u, v) >0 v (up) € G, tére 4
Mon ¢ (u, v) Tie Napopig EEiocdoewe elvar ¥ Spapuovixy ¥ Greprppovixy).
Téhog, cbppova pt va Bedpnua tob F. Rellich ([1]), ©0 mpdto mpéfAnua cu-

vépoun Tig Sxpopixiic EElodicewg Eyer TO mWOAL Sbo Adeets.
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