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ANAKOINQZEIZ MH MEAQN

TEXNIKH MHXANIKH.— Le calcul de Parc continu sur appuis élas
tiques par lellipse d’élasticité*, par Ath. Broikos. *Averowmin

vro tob % K. Mahréfov.

INTRODUCTION.—Depuis que W. Ritter a montré! I'existence de l'ellipse
d’élasticité comme conique directrice du systéme antipolaire constitué par
lensemble des lignes d’action de la force R agissant sur un point ou sur
un trongon fini de poutre et les points de rotation du point ou du trongon
de poutre envisagé — grace aux proprietés involutives dans cette correspon-
dance — un développement assez large, mais malheureusement insuffisam-
ment connu dans certains pays, a été donné par ses éléves et des cher-
cheurs contemporains en vue des applications de l'ellipse au calcul des
systémes hyperstatiques, & Ame pleine ou triangulés.

A. Paris, H. Lossier et W. Wolkowitsch sont parvenus grice i une
pénetration profonde et une utilisation intelligente des propriétés élegantes
de Pellipse, a lever 'indétermination statique dans plusieurs cas de cons-
tructions complexes tels que: 'arc encastré, la poutre et arc continu sur
appuis rigides etc.

Dans la note présente je me propose de montrer comment on peut cal-
culer par lellipse d’élasticité un arc continu sur appuis élastiques, et cela
d'une fagon rigoureuse sans aucune supposition simplificatrice, en se basant
uniquement sur les hypothéses classiques de la Résistance des Matériaux,
larc étant a fibre moyenne plane ou courbe de forme arbitraire, 3 4me
pleine ou triangulée, a section de moment d’inértie variable. Je rappelle

a cet effet que Pellipse d’élasticité d’un troncon fini de poutre n’est autre
q p ¢ p
ds

5 des élé-

que Pellipse d'inertie centrale du systéme des masses adjointes

% AQ. MIPOIKOY.—'© droAoyionds 1o Guvexods T6EOD Eni EAXGTIXGOV GTNPIYNETGV Si& Tig EAAE(~
dEng EAxsTIndTNTOS.
! Cf. W. RITTER, «Der kontinuierliche Balken», Zurich 1900, page 259.
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ments de la poutre, qu'elle est définie par le

centre, les longueurs et posi-

tions des deux axes et sa masse, cette derniére étant la somme des masses

adjointe des éléments. L'ellipse ainsi définie et calculée ou construite gra”

phiquement donne les déformations de la poutre grice A ses propriétés

R

Fig. 1.

essentielles qui se résument
dans les deux théorémes fon-
damentaux ci-des-sous!, en
tenant compte, si I'on veut
méme de l'influence de leffort
tranchant ainsi que de la com-
pression de la fibre moyenne.

1. Le centre de rotation de
la section mobile d’'un é!ément
de poutre coincide avec lanti-
pdle de la ligne d’action de la
résultante R des forces exté-
rieures p.r. a Pellipse d’élasti-
cité de I'élément envisagé.

2. Le déplacement d'un point
quelconque de la partie mobile
delafibre moyenne, suivant un
axe quelconque u issu de ce
point, est égal au produit de
la résultante R et de l'axe u.

Notons enfin que le calcul
analytiqued’un arc continu sur
appuis élastiques méme dans
les cas simples se heurte a des
difficultés insurmontables.

THEORIE GENERALE. On
peut classer les arcs continus
surappuis élastiques, du moins
théoriquement, en six types

principaux indiqués sur la Fig. 1, qui en réalité ne constituent que trois

! AtH. Broikos, «L'ellipse d'élasticité et ses applications au calcul des systémes

hyperstatiques», dnnales Techniques (Teyvixe. Xoovixa)

de la Gréce, 231-232-235-236, 1941
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types distincts & savoir 1, 3 et 5, les autres trois ne différant que par la na-
ture des appuis extrémes. Chaque arc de forme arbitraire concourt avec les
arcs avoisinants sur des supports élastiques a fibre moyenne plane ou courbe,
que nous dénommerons dans la suite par «piliers». Le type 1 d'une applica-
tion universelle comprend: les arc habituels ou viaducs en magonnerie, les
arcs en béton armé sur piliers formant monolithe, les arcs en métal sur des
paliers en métal, la poutre continue sur appuis élastiques formant cadre con-
tinu a fibre moyenne plane ou courbe etc,, c'est pourquoi la théorie exposée
s'y rapporte. La méthode est cependant absolument générale s'appliquant
sans aucune difficulté spéciale a tous les autres types, compte tenu du mode
des déplacements des appuis.

Considérons donc un arc continu du type 1 constitué par un nombre
quelconque de poutres a fibre moyenne courbe de forme arbitraire, de
section a moment d’inertie variable, a 4me pleine ou triangulées. Les tra-
vées extrémes comportent des encastrements parfaits aux extrémités et
s'encastrent mutuellement d’une fagon élastique sur les piliers intermé-
diaires, qui a leur tour présentent un encastrement parfait 4 la base. Nous
verrons dans la suite comment on peut tenir compte d'un encastrement
eventuellement partiel ou élastique des extrémités ainsi que de la base

des piliers.
Soient (Fig. 2) C;, C,, ... C, les ellipses d’élasticité des n arcs conside-
1és isolés et C', C',, ... C',_; les ellipses d’élasticité des n—1 piliers iso-

Fig, 2
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1és également. Le premier arc A,A, concourt avec le premier pilier A, B,
sur le point commun d’encastrement élastique A,. En combinant d’aprés
W. Ritter!, lellipse C; avec C'; on trouve une nouvelle ellipse C,,, qui ex-
prime 1'état élastique de Pextrémité A, appartenant simultanement aux deux
poutres concourantes A,A; et A B,. Cette ellipse peut étre appelée ellipse
de gauche de lappui A; la dénomination de gauche spécifiant que Pextré-
mité A, se déplace sous linfluence de 'élasticité de la partie de gauche
du systéme, celle de droite étant supprimée par la pensée.

L’arc A A, est consécutsf, au sens de W. Ritter, p.r. au systéme élas-
tique A,A,B,. En combinant toujours d’aprés les méthodes de W. Ritter,
Pellipse C,, de Pextrémité A, avec lellipse C, de Parc isolé A; A, on obtient
une nouvelle ellipse C;; qui résume P'état élastique de l'extrémité A, appar-
tenant au systéme total élastique situé a gauche, la partie droite p.r. a A,
étant supprimée par la pensée. Cette ellipse C; pourra s’appeler, d’une
facon analogue, e/lipse de gawuche de la deuxieme travée, car elle donne évi-
demment le déplacement ou la déformation d’un point quelquonque de
larc A A, lié élastiquement avec la partie de gauche A,A,B, de la cons-
truction, celle de droite p.r. au point A, étant supposée supprimée.

En continuant, combinons lellipse C;; avec lellipse €, du deuxiéme
pilier isolé pour obtenir 'ellipse C,, d'une facon identique & celle qui par
la combinaison des ellipses C; et C'; avait donné l'ellipse C,,. L'ellipse C,,
exprime de la méme fagon l'état élastique de 'appui A, appartenant & l'en-
semble du systéme de gauche, la partie de droite p.r. & A, étant supposée
supprimée, c’est pourquoi elle pourra s'appeler e/lipse de gauche de I'appui A,.

De cette fagon en avangant jusqu'a la derniére travée on regoit les
ellipses de gauche C, , C,,, ... Can des appuis A, A, ... A, et les ellipses
de gauche Cy, Cyy, ... Cyx des travées 17, 111, ... N, celle de gauche de la
premiére travée coincidant, comme il est clair, avec lellipse de cette tra-
vée isolée.

Par les mémes constructions effectuées en sens inverse en partant de
la travée extréme de droite vers la gauche. on obtient pour chaque extré-
mité wune ellipse de droite de I'appui et pour chaque travée de méme wune
cllipse de droite. Ces ellipses de droite donnent le mouvement élastique de
lextrémité ou de la travée relative liée élastiquement avec la partie de
droite de la construction, si’on suppose que celle de gauche a été supprimée.

' W. RiTTER, «Graph. Statiks, 3, Zurich,
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Il est évident que la présence d'un axe de symétrie générale du sys-
teme —comme il arrive le plus souvent en pratique—simplifie notable-
ment le travail, car les ellipses de droite sont les mémes que celles de
gauche, symetriquement permutées.

Je dis a présent que la connaissance des ellipses finales ainsi cons-
truites permet de lever lindétermination statique du systéme envisagé,
quelqu'il soit son dégré, c.a. d. fournit les réactions hyperstatiques incon-
nues des appuis et donne p.c. le calcul statique complet de l'arc.

CALCUL D'UNE TRAVEE. Sur chaque travée agissent 1) Les forces appli-
quées directement sur elle. 2) Les forces ou charges agissant sur les autres
travées et transmises sous forimme de réactions. Envisageons séparement
ces charges.

1. Calewl d’une travée sous laction des charges agissant directement sur
elle. Chaque travée constitue un arc encastré élastiquement aux extrémi-
tés A,, A,y (ou articulé pour les types 5 et 6), a l'aide et par lintermé.
diaire des éléments élastiques par lesquels on tient compte de la liaison
élastique de la travée considerée avec les parties adjacentes du systéme, Ces
éléments 4 ajouter sont ceux de deux ellipses d’elasticité a savoir: de el
lipse de gauche de Pappui A, et de celle de droite de l'appui A,.,. Les

s
EJ
ments de Parc a calculer, a la construction des six polygones finiculaires

masses adjointes de ces deux ellipses s'ajouteront aux masses — des élé-
si l'on travaille par la Graphostatique ou aux sommations si 'on procéde
par voie analytique. On obtient ainsi, par les méthodes classiques, les réac-
tions de l'arc provoquées par un systeme quelconque de charges agissant
directement sur la travée et par suite le polygone ou la courbe des pres
sions de l'arc et le calcul est achevé.

Reste a calculer les tensions produites dans P'arc par les réactions des
parties adjacentes, supposées chargées d'une fagon quelconque.

2. Calewl d’une travée sous Paction des charges appliquées sur les arcs
des parties adjacentes. Soit R, la réaction de la partie de gauche p.r. 4 la
charge P et R,y, celle de la partie de droite (Fig. 3). La réaction R, est
maintenue en équilibre par deux forces: la réaction R, du pilier A, B, et
la réaction R, de l'arc A, A,_,. Ces trois forces concourent donc en un
point unique N. Sous linfluence de R, lextrémité A, subit une rotation
autour de lantipéle A, de R, p r. a Pellipse de gauche e, de Pappui A,.
Cette rotation est égale évidemment 4 la somme des rotations dues aux
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forces Ry et R,. Pour que l'extrémité A, dn pilier A, B, tourne autour du
point A, il faut et il suffit que la ligne d’action de R, coincide avec lanti-

¢ 81

polaire du point A; p.r. & ellipse e, du pilier isolé A, B,. D’autre part il
est clair que: pour que l'extrémité A, de larc A,_; A, subisse une rotation
autour du point A, il faut et il suffit que la ligne d’action de R, se con-
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fonde avec l'antipolaire du point A, p r. a Pellipse d’élasticité de gauche
e; de arc A,_;A,. Ces conditions déterminent graphiquement sans ambi-
guité les deux composantes clierchées R, et R, et fournissent de plus une
vérification graphique des constructions car les deux antipolaires R, et R,
doivent se rencontrer en un point commun N situé sur R,.

Par des raisonnements analogues on congoit aisement que la réaction
de droite R,; se décompose en deux forces R’; agissant sur le pilier
A,41B,.4q et R, sur Parc A, A, ;.. Les lignes d’action de R’; et R’, sont
les antipolaires du point A’; p.r. aux ellipses €', du pilier isolé A,y B.yy et
e, ellipse de droite de l'arc A,y A, s, A’; étant Pantipdle de R,y p.t. &
lellipse de droite e’,4, de Pappui A,4,.

La réaction R, se décompose de fagon analogue en deux compo-
santes: 'une agissant sur le pilier A,_, B,_;, Pautre sur Parc A, A, _;. 11
en est de méme pour R’, et ainsi de suite jusqu’a ce qu'on arrive aux tra-
vées extrémes. Le probléme est résolu.

Nous remarquons I'absence compléte de points fixes (foyers) ou droites
fixes par ott passent ou sur lesquelles sont situées les composantes des
réactions.

Pour obtenir la courbe générale des pressions correspondante & un sys-
téme donné de charge et par suite la détermination du moment fléchis-
sant de l'effort tranchant et de la compression de la fibre moyenne dans
une section quelconque, on travaille comme d’ordinaire, par application du
principe de la superposition des effets des forces.

Remarque.— Si les appuis extrémes ainsi que les bases des piliers sont
élastiquement ou partiellement encastrées sur le sol, aucune difficulté spé-
ciale. On tient compte de ce fait en introduisant dans la construction des
polygones funiculaires et des ellipses d’élasticité, des masses adjointes u
qui expriment Paffaissement élastique donné de appui de base sous I'action
d'un moment 1, ce qui mesure, comme on le sait, le degré de l'encastre-
ment partiel.

Varwation de la température.— Une variation de température de ==t°
dans l'arc A, A, (Fig. 3) provoque un allongement de la corde A, A, ;:

Al=:= E ja. 121
ol: E=ccef. d’élasticité longitudinale
a =ccef. de dilatation de la matiére de larc
1 =longueur primitive de la corde A, A,_,
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Si 'on désigne par Q la poussée née dans larc, par suite de la varia-
tion de température, appliquée sur Paxe horizontal de ellipse d’élasticité
de l'arc A, A,_,, cette poussée devra & elle seule neutraliser I'allongement
ou déplacement ci-haut Al

Or le déplacement de 'extrémité A,_, sous Pinfluence de Qest=0Q.g.i}
oli: g=masse adjointe de Pellipse de larc A, A,

i; =longueur du demi-axe verticale de lellipse de I'arc A, A, _,

Ces deux déplacements devrant étre égaux on recoit:

Pzl E.a..z.l
g.1y

La repercussion de cette réaction ou force sur les autres parties du
systeme s'obtiendra par des constructions analogues i celles exposées dans
cette note. Finalement on superpose les effets de la variation de la tempé-
rature dans toutes les travées simultanement.

Le probléme est resolu dans toute sa généralité,

Cas particulier—Si toutes les travées sont 4 fibre moyenne rectiligne,
Parc dégenére en poutre continue sur piliers élastiques. La construction des
ellipses d’élasticité des appuis et travées se simplifie notablement, car dans
le cas des poutres a ame pleine et section constante, la masse de lel-
lipsez—éT, le centre coincide avec le centre de gravité de la poutre, enfin
les axes sont:

Demi-axe horizontal i, = ot 1=longueur de la poutre

12

h h = hauteur de la section rectangulaire

» » vertical i,=
Ve transversale

La combinaison des ellipses reste la méme. La courbe générale des
pressions s’obtient par les mémes procédés exposés relativement a 'axe. Le

calcul s'achéve treés rapidement.
OEPIAHWIE

‘O cuyypapeds v auveyely mpoyeveaTépag Spyaaiag Tou! xal yeiplduevog Thy uédo-
dov THg ENAetdewg dhacTindTNTOG Sk THg Tapoldong dvarowmaswg cupBaider elg v
gnthuow Tob mwpofhipatog Tiig TTaTindig ToD «ITWONOYIGWOD THY Tl EAXGTIRBY GTY-
piewy cuvexGy TOEwY> Nk YewpeTew®y nwtooxrsudy, &m T Pdos. dpydy, Omwodé-
cewv xal BoThTwy depehwdesdy owo Tov W. Ritter (1900).
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Srepatatix@y ouotnpdtwvs. Teywixa Xoovwed, 1941.



SYNEAPIA THS 13 NOEMBPIOY 1941 207

Awx suldhoyiopdy Epoztdopivey Enl TaY IB0TATWY TodTwy %Kl TAY cuv]dwy Gme-~
Yocwy tig Teyvindic Myyovinii émituyydveton i &ocig Tiig oTaTinde &opiotiog Tob
cUsTAUATOS, oioudhmoTe Bxdob, dmodoyrlopévey ypapixds ik Tob %avévog xal Tob
drxAhTon TEY AYVDGTWY OTERCTATIRGY AVTPXGEWY TEY Opsthopévwy &lg TUYOY
choTNRx opTicemwg xal Tuyobsay psTafolyy Deppoxpasing. ‘H pédodog odoa dmo-
Mtwe yevinh doxppolopévy S olovdimore Timov cuveyolc TdéEou, mopedic Tuyolong
pe Qwxtopdy peTafinTis pondic adpaveing, 6XochLov | SkTLVLTOY, YENCLLOTOLEL ElTe
v [paxpostatinny etre Thv "Avdducy elg Tov mpoodiopiopov dVo oeipdy EXAeidewy
T®Y oTnptfewy xal TdV TéEwy nadovpévwy : &E dowstepdy xal &x dekidy, Enppalon-
oGy avTieTolywe THY ElasTieyy olvdeowy Tob TéEou pE TO dpueTEEdV Tdipo TG
*XTHOAREVTIG, TOU pog T defix naTnpyNuévou vospds xal AvTiaTebewe. Al dmepoTa- *
Tl avTdpkostg AapPBovovton &v cuveyste xaTe Tpdmwoy amholv (g &vTimolixed
ed¥elon onpeiwv Twdv wepioTEOPTg g Tpde Twag EMAeleig ElasTindtnTos. “Exacvoy
T6Eov OmohoyileTar xeywpopévorg: elg Thg &n’ eddelxg én xdTob Evepyolowg Suva-
wetg, elg Tag dx TEY wopaxeiudvwy avorypdTtwy petaPiBalopévag dvTiSpdoelg wpog B¢
xod elg peraBolyy depponoxsing. Av dmmpocFéoewg Ty dmoTedeopdTwy AopBdveTon
7 Tehuel xxpumihn Tov méoewy Tob guveyols TéEou xal TO wEdBAnua sdpioneTar Aedu-
wévoy v Ghn T YevixéTnTL

NEYPOAOTIA. — Sur un cas de myoclonie épilepsie (Syndrome d’Un-
verricht) traité par P’action saline®, suivant la méthode du Prof-
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