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PHYSIQUE MATHEMATIQUE — Les corpuscules & structure multipo-
laire en relativité restreinte, par A. Papapétrou*, preséntée
par C. Maltézos.

1. Lubanski' a donné une méthode particuliérement élégante pour 1'é-
tude au’point de vue relativiste des corpuscules, dont la structure intérieure
ne peut simple’ment étre caracterisée par un pdle de masse, mais exige en
outre l'introduction de grandeurs bipolaires. Cette méthode s’était d’abord
appuyée sur les équations approchées de la théorie de gravitation d’Einstein:

D‘paﬁz"?“Taﬁ’ gz—‘f:() ) (1)
Qup = g, potentiel du champ de gravitation, Tap = Tg, tenseur de matiére,
% constante de gravitation. Plus tard on a I)u démontrer * que la dépendance
avec la théorie de gravitation m’était qu’apparente, et que cette méthode res-
sort de la relativité restreinté, ol elle permet une discussion compléte du
probléme des corpuscules & structure multipolaire. Quant A lintérét physique
de ces corpuscules il suffit de remarquer que, d'aprés les résultats d’une
série de publications de ‘Honl et Papapétrou ®, un corpuscule a structure
mono-bipolaire doit étre considéré comme le modéle de l'électron magnétique
de Dirac.
Dans 1" étude qui suit nous donnerons une méthode de solution plus
simple des équations de Lubanski pour le cas des corpuscules mond’-bipolai~

# A, MANALETPOY, T& copdtia moAramAiig noAnig Sopfig &v i sidinh oxenindrnri.

! J. Lubanski, Acta Physica Polonica 6 (1937), 356; dans la suite cité comme L.

* A. Papapétron et H. Honl, ZS. f. Phys. 114 (1939), 478; A. Papapétrou, Praktika
de I'Académie d’Athénes 14 (1939), 540.

® ZS f. Phys. 112 (1939), 512; 114 (1939), 478; 116 «(I940), I53; dans la suite
comme I, IT, IIF,
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res méthode qui pourra étre généralisée pour des structures multipolaires
plus compliquées. Nous donnerons ensuite une propriété générale des corpus-
cules mono - bipolaires et enfin nous étudierons briévement les corpuscules
comportant des éléments quadripolaires.

2. Reprenons les points principaux de la méthode de Lubanski. Nous
étudions un corpuscule jsolé, dont le mouvement (dans l'espace i quatre
dimensions) soit représenté par ume courbe K. Nous avons alors, pour tous

les points (x,) extérieurs 4 K, T,3=0, et par conséquent au lieu de (1):

(Jow=0 , 5 2=0 . (2)

Soit, comme dans 1. c. I, (X) le point retardé de K correspondant au point
(%) de Tespace, et u, la vitesse du corpuscule quand il se trouve au point
(Xy) de K:

He = —— (uqu®=1) (3)

A Taide de ces grandeurs nous définissons le vecteur 1, = X, — x, et la gran-
deur scalaire n==1, u*, fonctions uniformes du point (x,) de l’espace. Nous
rappelons ici les regles de différentiation I (20) jusqu'a I (22), qui nous seront

souvent utiles dans la suite:

z;:=—a,,ﬁ+35‘£—ﬁ- : fi-:fl;:—‘ , '£—{%=—ua+%(l+lv o). (4)

On peut alors démontrer I'identité fondamentale I, (14):
y C / g
A ira 2 = (5)

valable pour tous les points (x, ) extérieurs a K, ol f représente une fonc-
tion quelconque du temps propre s du corpuscule. Cette identité est le point
de départ de la méthode ILubanski. Celui-ci remarque que, puisque le ten-

. : 7 M
seur @qp correspondant 4 un simple pdle de masse est de la forme @qp= n“ﬂ )
on aura pour un corpuscule a structure mono-bipolaire:

Mg 0 (Mg 6'

(Pop=y X3\ n (6)

La premiére des équations (2) est alors identiquement vérifiée, tandis que la
seconde nous -permettra de déterminer les grandeurs caractéristiques du cor-
puscule. I’idée directrice de la méthode est la suivante: Le calcul de la quantité
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'a"P af
ﬂXp

conduit & des termes, qui 4 une certaine distance du corpuscule se
" LI o =
comportent comme des puissances de — - a exposants différents; la deuxieme
n

des (2) exige alors, que le coefficient de chacune des puissances -I—ilfv— soit égal
A zéro. Les équations ainsi obtenues conduisent finalement dans les publica-
tions L, et I aprés un calcul direct assez long aux résultats cherchés.

Dans la"présente étude nous ferons usage d'une méthode plus simple,

1 ' , : ; 1
dans laquelle le terme en —- sera ramené successivement a la forme ——/ .
n ; nv-—

Nous notons ici les équations suivantes, qui nous seront utiles pour le cal-

cul des coefficients de ces termes: .
0 [A(s 1 | 18 B 1 e
__{_.L)}:__-w .A(uﬂ..-_\_\___(AM_A_;lJ_E_.) y (70.)
0xg n nz . n n n n n
0?2 A | i 18 1* 11817
— = A |+ 2utub-Flur— + —uf | +3—
0X30Xp | 1 B ] n n w2
i ¥
+‘£T el Tt AT (75)
92 A il i 18 1*
e e — B A | S u PRyl JPuE (B Gy
0X39X,0xp| n | nt n n

1k 1P e 1w 118
$+8 —)_4lutur — purub — +ufut — )+ 2ururubiblut ——+
n n 1 n m+

B B
u e +u n?

1814 IES T 1A1+1P
R

3. Considérons d’abord le corpuscule mono-bipolaire correspondant a (6).
Lubafiski a introduit une décomposition des tenseurs Myg et Myqp suivant
les composantes de la vitesse u,, et a montré par une discussion détaillée

qu’il suffit, sans restreindre aucunement la généralité, de poser:
M;ap=ﬁxuuﬁ+ﬁxpuu+quauﬁ (8)
avec les relations supplémentaires suivantes: V
flaau®=0, flaau?=0, paut=0 ; faa=—Tar- (8°)
Pour My on aura 2 introduire la décomposition compléte:
Mop=mgp+Malp+npiia + Migug, (Megu®, megub, naus= O; meg= fpga) (9)

En tenant compte de (8) et (9) la deuxiéme des équations (2) devient:
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afpap__ﬁ__(Map) ke [ﬁxaus+f]xpﬂa+quuup "

= =0
dxXp d4X%Xp\ 1 0X10Xp n

La sommation sur A et B fait disparaitre, en tenant compte de (8,), le deu-
xieme terme du crochet; les deux autres termes contenant le facteur up se

raménent, 4 cause de I, (26), & la forme monopolaire, et I’ équation prend
la forme simple:

0 Aaﬁ) i
B i ) (A E. . = 10
3Xﬁ( n =0 Aap=Mag+ (1app)—Tias (10)
Cette équation équivaut, d'aprés (7,), aux deux équations suivantes:
18 . 1P 18 1,u"
Auﬂ(uﬁ —-;;*)-T“—O y Aup‘h—:"AQp*n—‘*‘vr—;——‘—'O. (11)

dont la premiére se laisse transformer comme suit:
(Nop—Agvuug) 18=0 ,

et équivaut, comme on démontre aisément a:
Agp—Agyuvug=0 . (11,)
De la méme maniére on trouve 'équation, équivalente & la seconde de (11):
Agp—Agyuvup=0 . (11p)

Les équations (l14) et (11g) conduisent immédiatement aux expres-
sions de la quantité de mouvement et du moment de la quantité de mouve-

ment du corpuscule. On trouve, en dérivant (11,) et aprés déduction de (11g):
A oy 1V =const .

Cette relation exprime la loi de la quantité de mouvement, et prend, en tenant
compte de (9) et (10), I'expression suivante:
1

c pa=Alowu"=na+1ﬁuu+uupv‘iv_ﬁuvuv'—_corlSt (12 <)

La valeur de n, se calcule en multipliant ( 11, ) par u*, et 'on est amené
finalement a I’équation I (43)1:

il . ’ y
?Pa=muu+2pvu”u.,——pa~2ﬁ.wu"=const- (12)

Nous écrivons maintenant la loi des moments:

! Les signes contraires des termes en Pq et fjup proviennent de la différence des
notations utilisées dans (8) et I (29p ). On a écrit dans I (29 ) par erreur ntauf 4 nip
u¢ au lien de noA uf+npAua,



44 TMPAKTIKA THE AKAAHMIAS AGHNQN

Jap=Sapt+ X aPp— Py Xp=const (13)

Si Pon calcule la dérivée selon s, il résulte:

Sep=P,up-u.Pg
Ou encore, & cause de {12,), (11,) et (10):
Sap=Cc(Aap—Apa)=C (U aPp—Patlp—2iap)
Nous retrouvons ainsi 1'équation II (53):
Sap=c(uapp —Patip — 27 ap) (14)
en vertu de laquelle 1'équation (13) devient:
Jap=¢(uaPp —Patip — 2fjap) +XoPp — Po X g = const. (15)
4. La solution mono-bipolaire décrite par (12) et (15), a l'aide des deux
grandeurs indépendantes P, et fi,3, posséde une propriété remarquable: On
peut arriver 4 un corpuscule exécutant un mouvement donné d’avance et
possédant des valeurs de P, et Jug aussi données, a condition de faire pour

P, et fip un choix de valeurs convenable. On trouve en effet aprés multi-

plication de (15) par uf:

\

Gy = KB =R X ¥ = JouY | (16 4)
et en faisant usage de (15) et (164):
2¢fjup = Xo Pp - Po Xp + (1, Xpg - Xgug) Py u¥ - {u, Pg-Potp) X, u¥ -
Javu¥ ug — Jgu 0¥ ta ~ Jap (16 5)
Ces valeurs de P, et flop satisfont également a I'équation (12), si l'on tient

compte de la signification de m, qu'on détermine en multipliant les deux

membres de (12) par u®:
i

1 g
m -C—Pv -y Uy .

Soit comme exemple une oscillation linéaire quelconque:
Xy =iff) , X, =X,=0 , X, =cx;

’ 1 df l
u, =iy, v, =4 =0, u, =g - 6;_55 ' (17)

Ie corpuscule est supposé en repos macroscopique:

Si=h= e T, = ) (184)
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avec son centre de gravité 4 l'origine des coordonnées !:

' =
J1u=Ju=Jsa=0, (Jas » Jor» Jua) =7 . (188)
1l résulte alors des formules (16,) et (16p):
X, Eu, : ; X,ifEu
= === epy=-J..ifu, , cps =Jy.ifu, , cp, % —4;
(19)

2cnyy, = Jouf , 2eny3 = ], Zceny, =J’ g
2en = O , 2emy, =Jifuf, 2eny, =~ J ifu? .

Il est remarquable que ces formules ne contiennent aucune dérivation en
dehors de, la vitesse. Rien n’empéche par conséquent de donner a la fonction
f une forme correspondant & une vitesse de valeur absolue constante, ce qui
donnerait une réalisation classique assez curieuse du mouvement de tremble-
ment de Schrédinger.

5. Nous allons maintenant étudier un corpuscule, qui contient égale-
ment des éléments quadripolaires. Le tenseur @qp sera donc de la forme

Mg 0 [ Mg 8% My Y
= < n ) 0x38%, n ’

. " P (20)

M, aura de nouveax la forme (9), tandis que pour Mpag et Mjuap nous au-
rons les décompositions suivantes:
M5 = Mg + My Ug + Mgty +PU U |

MMmﬂ = mluuﬂf" ) e Ug 05,50+ Py, 005 I

(21)

A
m, .l =-_mm}u"':m,‘mpu"=0 ete, Myg=M,e , My o=, 5 .
- ) — :
A cause du troisiéme terme de (20) le calcul de _ﬂ?;:_p conduit maintenant a
B

0 : . Ao z
de termes en F il en résulte d'aprés ( 7y ) I'équation suivante: \

(mwaﬁ.i.nlwuﬁ-f.nmﬁua.p.pwuuuﬁ) [ : .]:O, (22 «)
ou le crochet est identique au crochet du second membre de (7,) On véri-

fie immédiatement que ce crochet est orthogonal avec ug, ce qui simplifie (22, )

comme suit:
(m,‘uaﬁ+nhuﬁua) [...]:O . (228)

Si Pon remarque que le facteur entre parenthéses de (22p) est normalia w,,

u, et ug, cette équation se simplifie de nouveau:

! Voir A. Papapétrou, Praktika de I'Académie d’Athénes 14 (1939), 540.
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O u1Py BuBIA 4+ §BME  1A]mnIB
(Bhpap + ) » W TSy o , (22v)
n n
et se décompose, aprés multiplication par u®, aux équations suivantes:

. 18 r}11 > v 141618 .

n e s e = ‘
M,_ﬁliﬁp'n + du n+5 n+5 s @, (2 )

18 " 1% - 1v 1* 1» 18 -

- S i k. o -0 . 7
‘Wﬂlaun+5" n+8 n+5 " (@) (22")

Pour la solution de I’équation (22') nous posons

Nyup= (O —138,) Vet (Bup—u,tg) Yy, (Bg—upy) Z, +10,,0 (23)
et on démontre aisément, qu'on peut choisir V,, Y, et Z, normaux a u,,

et en méme temps n’,p satisfaisant aux conditions:
n,_uﬂﬁ’m— 8"5 n’, 6‘3* (24 «)

Alors, puisque les trois premiers termes de (23) sont orthogonaux avec le
crochet de (22°), il s’en suit:
1+1e1P
e~ =0
On démontre facilement, que cette condition est, & cause de l'orthogonalité
% i i

= \ Bt =0’y gut=1n, su =0 (248)
équivalente a:

g + 0y + Mgy o+ Wi + 0 g+, = 0. (24v)

Dans (23) le terme en &, peut étre omis a cause de (5); les termes conte-
nant le facteur u; ol u, se rameénent, d’apres I, (26), & la forme bipolaire;

enfin, 4 cause de la sommation sur A et p, on peut écrire 8,3 Z; au lieu de

dgr Z,, et associer ce terme avec d,5 Vy . Il en résulte finalement:

Do = VBt ng (25)
Nous remarquons de nouveau que Y; u* = O, et n’ huﬂ satisfait aux condi-
tions (24«), (24p) et (24 ).
Pour la solution de (22°') nous posons
My e = (O, ~1,0,) Ve +(S—uug) ¥V, 4 (35 —ugu,) Z, ot My ; (264)
les Vy, , Y, et Z,, seront orthogonaux avec 1y et u,, et de plus tels que

’

', e oM m 6“5 ﬁﬁﬁ’“-_—.O :
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I'équation (22”) se raméne alors a la forme

1Mw1f
e N =0,

qui est équivalente a

M T g+ M g, F M gy + B g b M, =0 .

Finalement les seuls termes de (26,), qui influent sur le terme quadripolaire

de (20) sont les suivants :
My 05 = Oup Vo + 02y + 10, -

Mais tous ces termes s’annulent dans le calcul de %E‘i et n’ont par con-

x5

séquent aucune signification physique. Nous pouvons donc les laisser de coté
et poser

m, =0 - (26)

"En tenant compte de (25) et (26) le terme quadripolaire de (20) con-

duit dans 99ap A l'expression
'ﬂXﬁ
ol e, s e ' v,5 ; »
axhax axﬁ n ( A uu“ﬁ+nluauﬁ+ A pﬁua+nlpﬁuu+pluuauﬁ) .
W

*A.cause de la sommation sur A, w, f§ les termes Y} dygu, + 1y, u, disparais-
sent, voir (D) et (24, ); les autres termes possédent le facteur ug et se rame-
nent d’aprés I, (26) au terme bipolaire. La seconde de (2) devient donc.

0Pap 0 Muﬁ] 9’ [ b lw V.S .o ]}
= o ® u+n u_l__p ua =0‘
9xp 6’%[ n |Texioxs| n | pap+ “(V2Oa 4 Wiga+Pig ){ (27)

13

Nous sommes ainsi arrivés 4 une condition de la méme forme, que l'équa-
tion correspondante du corpuscule mono-bipolaire. Dans cette condition les
éléments quadripolaires sont représentés par les trois grandeurs n'yu., Py, et
Yy . Le tenseur Py, peut étre considéré comme symétrique, parcequ’une partie
antisymétrique s’annulerait dans (20) a cause de la sommation sur A , p .
6. Le calcul de (27) conduit d’abord en tenant compte de (7g). a4 I’
équation : \

(m;_uﬂ-l-n;mug+nwua+P;‘u.,u‘3 i I-lllﬁa & ﬁmuai-Pmﬁu+Y165a) [ o % ] O, (28)

‘ot le crochet est identique au crochet de (78). Cette équation se décompose,

aprés multiplication par u*, aux équations suivantes:

(n;,,p-i-l:lllgyuv'{“i);hp) ( . } =0, (28“)
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(m;_ap-)-n'ma—r'l';,,gvu”uu + Pxpﬁa +Y 2 8pq) | . A ] : (288)
La différence avec les équations correspondantes du corpuscule mono-bipo-
laire consiste en ce que les premiers facteurs de (27,) et (27g) ne sont pas
orthogonaux avec u*, uP et u®. Mais on peut obtenir cette orthogonalité par
laddition d’identités convenables, par exemple pour (28;) en introduisant
P'identité ; .
(- pavuup - ppva’ua) [ = ] e
On peut alors procéder comme dans le cas du corpuscule mono-bipolaire, et
écrire la solution de (28,) comme suit:
mg= ﬁm—ﬁ'm\,u" + P uvuﬁ+1')g,,uvu;~— ;.)m ) (29a)
ol fixp est un tenseur antisymétrique nouveau! On trouve d'une maniére

analogue la solution de (28p):
Myp = 1apn + 1par — (0apylls + 1oy, + 0 gyallp + 1n'puall + Wypalle +
41yt g) 1Y+ Pop - p;,pﬁa —pmﬁﬂ + (Y,, u¥ u,- Y;,) (Bap — ug ug). (298)

En tenant compte des valeurs (29,) et (29g) le dernier terme de (27)
devient:
2 R (Mpug+ Mo+ Npas ¥
0x320xp | n (Ipua+Npa + Nga + Ygua) |,
olt 'on a posé pour abréger: :
ﬁa=pa+2}')wu", (Wl u*=@)- (80«)
ﬁaﬁxﬁaﬁ—(n’an'i’n’ﬁvu‘l’n'vﬁu) uV) (Naﬁuu':O: Naﬁ=—Nﬂu)y (30&)

Na5= Pve u¥ ug + Pvg wu, - Pop (n’aﬁv’*' nlﬁav) Y £ Yv uv (aaﬁ — Uy Ug );

Naptta = O, Ngpg=Npga). (30v)
L’équation (27) prend alors, 4 cause de L (26), l]a méme forme que (10):°
9 (Auﬂ)=0 ’ (31)
0xp n
ol Ayg a maintenant la valeur
Agg = Myp + - (11 TTg=N g+ Nog+ 1, Vp). (31«)

Nous sommes ainsi conduit de nouveau aux équations (11,) et (11g), qui

! Nous avons pu laissé de c6té un terme de la forme @ (dagp—uj ug ), voir L (33),

parceque il n'a pas de signification physique (discussion détaillée voir Lubanski, 1. c. p. 365).



ZYNEAPIA THE 15 ATIPIIAOY 1943 49

nous permettrons de déterminer la quantité de mouvement et le moment de
la quantité de mouvement du corpuscule. Il en résulte finalement, aprés

quelques calculs élémentaires:

1 . . 2 3 - . .
= Py =mug + 2IT,u"u, - Il - 2Ngyu” + 2V, u"u, - Yo + Y,u'u, = const, (32«)

Jap=c (ua g~ Mgup - 2 Nop+uq Vg - Youp)+ Xy Pg - P Xp = const.  (325)

Remarquons que les grandeurs I, et ﬁuﬁ entrent dans ces formules exac-
tement de la méme maniére que les grandeurs P, et fi,s dans les formules
(12) et (15) du corpuscule mono-bipolaire. Nous arrivons ainsi au résultat,
que les deux grandeurs quadripolaires n’y,, et P, conduisent a des corpus-
cules isomorphes, au point de vue de la quantité de mouvement et du mo-
ment de la quantité de mouvement, au corpuscule mono-bipolaire. Mais cela
n’est plus le cas pour la grandeur Y;, qui conduit, méme a ce point de vue

spéeial & un corpuscule essentiellement nouveau.

. IIEPIAHWYIX=
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PHYSIQUE MATHEMATIQUE. — La structure intérieure des corpuscu-
les 2 constitution mono - bipolaire™* par A. Papapétrou,
presentée par C. Maltézos.

1. Pendant ces derniéres années on a étudié un corpuscule, dont la
structure intérieure n'est pas caractérisée tout simplement par un pole de
masse, mais comprend en outre des grandeurs bipolaires 1. I’intérét de I'étude
de ce corpuscule consiste en ce que celui-ci fournit une image des proprié-
tés de l'électron magnétique jusqu’a des détails trés poussés, de sorte qu’il
doit étre considéré comme le modele classique de celui-ci 2 Dans I'étude géné-
rale du corpuscule mono-bipolaire on rencontre deux grandeurs indépendan-
tes, le vecteur a 4 dimensions p, et le tenseur antisymétrique nqg, tous deux
orthogonaux avec la vitesse u, du corpuscule:

pu*=0, nu*=0. (1)

Une discussion détaillée nous montre3, que le vecteur p, décrit un
couple de masses égales et de signe contraire, *M, se trouvant a une dis-
tance respective trés petite: Le corpuscule avec py =/=O,ngg= 0O résulte par
superposition d'un f)éle de masse et d'un couple + M. Pour le tenseur ngg
il n’a pas encore été donné une représentation détaillé analogue; on a remar-
qué seulement® que cette grandeur représente en principe un tourbillon de
quantité de mouvement. Le présent travail a pour objet I'étude plus détaillée

de la signification physique de la grandeur ngg.

* A, MANANETPOY, 'Eni tig Ecwtepiniig Sopig THV TOACSITOAIROV GONXTIWV.

! M. Mathison, Acta Physica Polonica, 6 (1937), p. 167; J. Lubanski, Acta Physica
Polonica 6 (1937), p. 356; H. Honl et A. Papapétrou, ZS. f. Phys. 112 (1839), p. 512; 114,
(1939), p- 478; 116 (1940), p. 153 Les trois derniers travaux seront cités dans la suite
comme I, IT, ITI.

* Voir particuliérement III.

® I, chap. et 2.



