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derjenigen der blaugrauen Tone und Mergel des Tortoniens und des
Ostreensandsteins Albaniens, iiber welche Boué, Visquesnel und vor allem
Nowack so wichtige Mitteilungen machten.

Diese Ubereinstimmung kann {ibrigens bei der verhiltnissméissig
geringen rdaumlichen Entfernung zwischen den Verbreitungsgebieten beider
Faunen nicht iiberraschen. Erstrecken wir nun die Vergleichung auch auf
die anderen Vorkommnisse Italiens und des Wiener-Beckens, so ergibt sich
in faunistischer Hinsicht, dass die Zusammensetzung der Molluskenfauna
Akarnaniens fast identisch mit den tortonischen Formen Piemonts und des
Wiener Beckens ist.

MAGHMATIKH ANAAYZIZ. — Sur les fonctions biconvexes*, par
Th. Varopoulos. "Avexowddn vmo x. K. MaktéCov.

1. Une fonction f(y) de la variable réelle y, est convexe lorsqu’'un arc
quelconque de la courbe qui représente la fonction n’a aucun de ses points
au dessus de la corde qui joint ses extrémités. Ces fonctions ont été étudiées
tout récemment par P. Montel Z
dans son Mémoire «Sur les fonc-
tions convexes et les fonctions
sousharmoniques» inséré au Jour-
nal de Mathématiques t VII-Fas-

cicule I (1928), ainsi que dans

son Mémoire «Sur les fonctions

doublement convexes et les fonc- DL paesesebebed gy
U () "
tions doublement sousharmoni- .
i ) 5 ‘.,:(‘l,gﬂ(‘) ‘ ,,' i
ques» Praktika de 1’Académie Y [ e
b (xrh, 59

d’Athénes (novembre 1931)"
N. Criticos également a fait une étude de ces fonctions dans son article?

«ITept tiic ovveyelag widg xatnyooiog cuvaprioemv megLocotéomv avetapmitwy peta-

*©. BAPONIOYACY. —"Emti Tév S1T785 ®0PTOV COVRPTHGEGV. *Avexowddn xaté v cuvedolov 17 AexepBoiov 1931,
! Consultez a ce sujet I'article de M. Galvani, t. 41, 1916, Circolo Math. di Palermo.
* A la suite de la lecture duquel j’ai posé la question & M. Montel (en juillet 1931)
de savoir si les biconvexes f(y,\) sont en effet continues aux points mterieurs et fron-
tiéeres du domaine de definition de la fonction; on voit dans le memoire de M. Montel
que la reponce n’est affirmative que pour les points intérieurs; pour les points fron-
tieres le resultat n’est pas exact.
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BAntdv> publié au Bulletin de la Société Mathematique de Gréce t IA, fasc.
Ay B—1930.

Par les quelques lignes qui suivent je me propose de simplifier la démons-
tration de P. Montel relative & une proposition sculement de son Mémoire,
a savoir les fonctions f(x) qui sont convexes en 1\, pour 3 quelconque, et
couvexes en y pour toute valeur de .

Ces fonctions sont nécessairement continues par rapport a ensemble
des deux variables (y,).

En effet je considére, avec Montel, les 4 points.

A, o) . Blathap, (b))
Clww+, fop+2) , Dlx+hp4x, f+hap4x)
avec o<h, o<«
et son paraboloide P qui passe par ABCD et de plans directeurs XOZ, WOZ.
Envisageons son équation

f
o

f(y+hp)—£(,
Z—flgp)= (x4 wlz (-

(Xy\l"‘.‘*“l_f(ls'li’) (r—)

+(X—7) (,I,_w),f(x_Jrhnv+x)ff(gilll;l)lz)—f(x,w+x)+f(l,w)

Laissons h fixe, et remplagons » par »; tel que
o<y <%
Soit Z; la cdte du nouveau paraboloide Pux,;
On démontre, comme le fait M. Montel, que
Z, (X, V) < Z(X, V)
Si 1<X<x4+h, v <+

En effet, écrivons 1’é .uation du paraboloide

(o +-h ) —1£(x, i (R R (T
2 s(gsu) - BN TEW g T4 LaWog g xw v

o FOuthp42) 16t ) oo + ) +1Gew)
hx
sous la forme

£(s+-h ) —F (3, s
Z Aop) - (x+ .ug (X@(X"X) L q,)[f(@w)z fw)

+ (X—g) MR 0k A 7:+hij/y);—-fw+%) +Hw) |
( — . ) —£(5
Z—f(zp) = Xj}']‘l%)l f(EB(X — 1)+ (¥ ~1l')[f(4’lfp+/')x ),

f(x+h, f(y+h, g wan)—f(y,
+(X—y) 1+ w+’;l)x (4 @ _(k_x) (% w+;])u (%, \p)l




ZYNEAPIA THX 14 IANOYAPIOY 1932 29

h, s
B = L Y (wﬂp)[f‘“#ﬂﬂﬂﬂ(l_ﬂ> .
ol f(y-+hyp4x) - f(x4-h, 1p)J
" hx
ou bien!
Z— ()= f(y+h. 1b) f(rw)(x )W - p)[f(x,u!+i) f(p) x4+-h—X

o Flythy )—f(y+hap
Xy )(x+ w+;x (x+hay J

Or les sections par y=C'¢ sont convexes donc

o+, 0w f(@ﬂ);fw

% %

f(y+hp4x,)— f(x+h,w) (b p4%)—£(7,+-h, )

%y T

d’autre part X—>o0, ¥—y>o, y+th X>o
donc Zy < Z.
De méme pour o< h; <h.

Pour un point fixe (X, W), Zux est une fonction décroissante de h et »; on
en déduit que, lorque h et x tendent vers zéro Znx a une limite Z, (X, ¥) qui
représente la cote d’'un paraboloide limite P,.

La surface donnée z—f(y\p) est comprise pour h > o, x > o ente P, et
P, donc f(y+hp+x) a une limite f(x\p) lorsque h et K—> o, ce qui démontre
la continuité dela fonction f(y,) par rapport 4 'ensemble des variables (y).

Le théoreme est faux pour les points- frontiéres du domaine d’existance
de la fonction considerée f(yp)2

2. On pourrait établir la continuité de la fonction f(x,p)} en partant des
deux relations
for—hp)+1(x+h,p) > 2 8(9) 5 f(2p) convexe en y

f(p—n) -+ +%) > 2 £(¢,p) 5 f(x,p) convexe en x
et en déduire
| f4+hp42) £ | < e

3. Je signale en terminant que les fonctions convexes sont continues:
elles admettent une dérivée a droite et une dérivée a gauche, sauf au plus

W ap Axf(yyp) Auf(~/+h,1p)_Jde M.P.
1 = = gt e ) e R et
C’est I'équation Z— 7+ 3 ( 2+ h [[;H_h X] b +(X—x) = Montel

? P. MonTEL log, cit,
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pour un ensemble dénombrable de points!. La continuité d’une fonction

convexe se trouve établie aussi dans larticle cité de N. Criticos.

FLEYP NS P LE

Eic wov wdpov IA, <etiyoc A, B—1930 <ot Aelriov vijs “LEilmwixiic Maidnua-
s “Eraweiag, 6 N. Kortixdg elg 6 dmdpvqpa tou «Ilepl tig ouveyeloag pude roety-
yoplag cuvapthicewy weptosoTéowy GvebapTATOY peTaAnTdY> UEAETE Thg CUYXPTHEL
() wvpTae dc mpoe x xadl xupTae Gg weog W xaxl dexvist 6t abtan elvan cuveyels
G¢ mpoe T alvodoy Tdv petalBinTav (). H 3¢ anddekic Tou otnpileran éml Tdv
axohouthéy.

‘O Gvaxowdy Sewphoag Thy O¢ dvew améderfy mohdmhoxov zal dcpwndelg dv 7
wodTacts dhndeder A ph xod Sk e ompeion Ta xefpeve Eml THg Gpraxdic YpoiLi
(frontiére) ot wémov I' <¥¢ dmdplews tHe f(x,W), Edeoe ©0 (hrmpe vig ouvexelag %
py e fyp) 07" dder Tob Fddhov Madqpatinod P. Montel.

‘H amdvtnoi o BePuwtied d t& dowTepued onpeia Tob Toémov T xai dmop-
o i & onueia T xetpeve dml THe bprandic yoappdic (frontiere).

Eic whv mapolicay dvarolvacw mapouakletar Omo dmhdy zoal SBuxtiny popphy
f anéderfic Tiic cuveyeiag tHg f(y, ) dvtog Tob Témov T cuppdves wpog Thy pédodov
Ty gxohovdoupévny H7o ot Montel.

Emt mhéov xadiotator yvosTov 6TL § cuvéyaid T®Y xUpT@Y GUVXPTAGEWY Elvat
Gmodedery vy xaTomy TEHY dvagepopdvay dropvqudtey té@v Jensen, (19o6) Galvani,
(1916), Montel (1928), xat Gt ) WBiéTng Tiic § 4 oeh. 24 Tob OmopvApatog TOH
Kevtinod elvon dpesog cuvémeor g dvicotyTog

o) < [‘v(y; h)+<v(x+h)]

% & wooxdmrer &x THe § 1, Tob g dve pvmpoveudévtog dmopvpatog Tol Montel
elc t0 Journal de Mathématiques (1928).

! Voir le Mémoire de P. MONTEL cité ci-dessus du Jowrnal de Mathématiques,
1928 ainsi que les articles de JENSEN, 7, 1, (4cta Mathematica, 30, 1906) et de L. GALVANI,
Sulle funzioni convesse di una o due variabili definite in un aggregato qualunque,

Circolo Matematico di Palermo, 41, 1916.

K. A. K¢




