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ANAKOINQZEIX MH MEAQN

MAOHMATIKH ANAAYZIZE.—Sur la vitesse des fonctions croissantes™.
Note de M.Spuridion Sarantopoulos. Présentée par M. G. Rémoundos.

;3
Mathematica t. XX 1897) a démontré que si o(x) est une fonction (conti-

M. BoreL dans son Mémoire sur les fonctions entiéres (Acta

nue) croissante quelconque et a et 1 deux nombres positifs finis, arbitraires
Pinégalité
1 ' 14-a
(1) G[x+[_13g o(x)[n I < a(x)
a lieu a partir d'une valeur de x, sauf peut-étre dans une suite d’intervalles
exceptionnels d'étendue totale finie.

# B dmpooteuly) sig Emdpevov Tebyog.
* EN. SAPANTONOYAOY. — Mepi tiig Taxdtntog TGV adEouGhv GOVRPTHGERV.



SYNEAPIA THS 24 NOEMBPIOY 1927 451

Ce théoréme, trés utile & plusieurs applications snr les fonctions entié-
res, a subi des differentes extentions par la demonstration d’inégalités plus
précises' que (1). Nous avons cependant démontré, qu'en général on ne peut
pas donner des inégalités plus précises au déla d’'un certain point? 3 cause
de la présence d'intervalles exceptionnels dont 'étendue totale n’est pas
finie; ces intervalles peuvent méme occuper tout lintervalle (x....4+ o).
M. O. BLUMENTHAL? a fourni les fonctions-types qui satisfont 4 I'inégalité (1)
partout. M. G. REMOUNDOS* a introduit une fonction (r) qui satisfaisant
quelques conditions a pour but d’éviter les intervalles exceptionnels. Sous
ce point de vue, nous aussi, nous avons écrit, dans un travail rélatif, «sur
quelques précisions des fonctions entiéres et des fonctions croissantess.

Bien que l'inégalité (1) suffit dans des différentes applications, bien qu’on
peut utiliser les fonctions-types, ou la fonction q(r), pourtant la recherche
de la relation existante entre les quantités qui se présentent dans l'inéga-
lité (1), d'une maniére plus rigoureuse excluant les intervales exceptionnels,
a beaucoup d’interét. Ces intervalles s'excluent évidemment si 'on considére
'égalité

il il 14o
o %+ fogapom |70

n étant une fonction n(x) convenable, ou d'une fagon plus simple I'égalité
14a
(2) o(x+e)=0(x) ' .

Cette derniére égalité nous a servi comme point de départ a des
recherches importantes. Nous nous contenterons de communiquer ici quel-
ques résultats intéressants. Un mémoire relatif & ces recherches parai-

tra bient6t.

2. —Considérons 1'égalité (2). Le nombre o s'appellera régulateur (Stevfé-
w)¢). Alors nous appelons vitesse (analytique) de la fonction ¢ (x) a un point x
pour un régulateur o, la quantité e qui satisfait a I'égalité (2). La limite

! These de M. SP. SARANTOPOULOS soutenue & I'Université de Strasbourg pour obte-
nir le titre de docteur, 23 Mars 1923.

2 Thése de M. SP. SARANTOPOULOS pag. 17.

% Principes de la théorie des fonctions entiére d’ordre infini, par O. BLUMENTHAL, 1910.

* Le module et les zéros des fonctions analytiques, Note de M. G. REMoUNDOS, Com-
ptes rendus du Congrés de Strasbourg.

® Bulletin de la Société Mathématique de Gréce t. VI 1925, et t. VII 1, 2, 1926.
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de = ¢'il existe, pour lima=0 s'appellera vitesse momentanée de f(x) au
«

point x, ou vitesse & un instant donné.

Dans ces difinitions il y a quelques analogies avec les définitions con-
nues données en Mécanique. Nous pouvons imaginer que x est I'intervalle
parcouru par un point, que « désigne le temps qui se coule quand le
mobile se déplace de la place M(x) & une autre M(x+¢) et que o(x) repré-
sente la force qui produit le mouvement. Alors la vitesse a un instant
donné du mobile sera v=1im %’: =lim -, Cest-a-dire elle coincide avec la
vitesse momentanée de la fonction.

La liaison par la rélation (2) entre les différents éléments ci-dessus, qui
se présentent dans le monvement d’un mobile, suggére la question suivante:

Quelles sont les fonctions croissantes qui désignant une force peuvent
satisfaire a une rélation (2), ¢ désignant le déplacement du mobile entre le
temps t et t4a, c’est-a-dire la vitesse analytique de la force pour un régu-
lateur donné?

Soit m la masse du mobile. Alors les fonctions, qui repondent a la ques-
tion posée, sont le résultat de I'élimination de t entre les deux équations

it
o

&
x=cte,+[dt[(mA)" TV At et A=(mA)"T?",
¢, ¢; et A étant constants quelconques.

3.—En ce qui concerne la vitesse momentanée des fonctions croissantes
on peut énoncer les théorémes suivants:

I. La vitesse momentenée d'une fonction croissante o(x) est égale a
linverse de la dérivée de l,0(x).

II. Si deux fonctions croissantes ont des vitesses momentanées égales
a tout point (de Paxe x), P'une d’elles est une puissance de lautre (a expo-

sant constant).

4.
peut énoncer plusieurs propositions intéressantes. Nous allons en donmner

Relativement a la vitesse (analytique) des fonctions croissantes on

quelques unes, les suivantes:

I. Si deux fonctions croissantes o(x) et f(x) ont des vitesse égales a
tout point pour deux régulateurs différents « et §, 'une des nombre 1+«
et 1+f sera une puissance de lautre ayant pour exposant un nombre

rationnel.
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Nous ne pouvons donner ici que quelques indications sur la démon-
stration de cette proposition intéressante. Cette démonstration se répose
sur les deux faits suivants:

') Ecrivons f(x)=0(x)"
et formons des intervalles successifs, a partir d'une valeur quelconque x,

de x, en utilisant la relation (2). Soit
0(x,+8)=0(x,)' " 0(x,18,)=0(x,)' "7 ... o(x,te,)=0(x,)' t*

étant posé x, +& =xX,, X, +€& =X;,...., et ainsi de suite. Dans chaque inter-
valles (xy, X,), (X,, X3),...., exposant v n’étant pas constant prend les mémes
valeurs et dans le méme ordre.

B’) On peut former des intervalles successifs a partir de la méme
valeur x, a laide du régulateur [ (c'est-a-dire moyennant I égalité
o(x+1)=0(x) 1+ﬂ): Soit (x4, V,), (¥, ¥3), ... ces intervalles. On démontre qu’il
existe d’autres intervalles successifs a partir de x;, les (X, z,), (2, %), ... qui
se forment a l'aide d'un autre régulateur y. Chaque intervalle (x, , X,41) Se
décompose a un nombre ), toujours le méme, d'intervalles (xy, z,), (2, 2,) . ...
Aussi chacun de (y;, y,) est la somme d’'un nombre x, plus petit, mais cons-
tant, de tels intervalles (x,, z,), (%, 25),. ...

En combinant ces deux faits on arrive aux relations

L+ a=(1+7)* et 1+p=(1+7)"
d’ot1 Pon obtient

() 1+a=(14B)*

II. Si deux fonctions o(x) et f(x) ont la méme vitesse a tout point x,
pour deux régulateurs o, f, qui ne satisfont pas a une relation de la forme (3),
I'une d’elles est une puissance de l'autre a4 éxposant constant.

III. On a la méme conclusion dans le cas ou f(x) et o(x) ont la méme
vitesse a tout point, pour un régulateur o et pour une infinité d’autres f§

qui sont liés avec lui par la relation (1+ f)*=1+a, n etant entier.

5. On peut examiner des différentes autres questions. Par exemple;
trouver la forme des fonctions croissantes dont la vitesse, pour un régula-
tetir constant «, soit une fonction de x donnée d’avance. Méme probléme,
dans les cas ou le régulateur a n'est pas constant, mais une fonction quel-

conque, de préference décroissante.

30
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Dans le cas ott la vitesse et le régulateur a sont constants, les fonctions

qui y s'attachent sont de la forme
®(x)
[A(l+ﬂ)] ,

@(x) étant une fonction périodique qui admet une période ¢, et o étant lié
avec la vitesse ¢ par la relation 1+a=(1+f).
Ces fonctions satisfont a la formule:

e e (4w’ SR I RN
J |o@)+0) o)+t o(x) JX—f 6 (x) dx

x

NMEPIANHYWIXE

‘O yddhog pabnpatinee xal dxadnpaixds x. BOREL &yet dmodeler, étt, &tav

pla cuvdptyots o (x) elvae cuveyc xal abfovow, Emadnbeder iy dvisdtnia
E 1+a
(1) o[ x+foms )

oo | < OX
aré wvog Tpdc xal Spekiic mavtod, mANy EEatpeTin®y Tvwy StasTHpdTwyV GAtxod
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