ITPAKTIKA THY AKAAHMIAS AOGHNQ@N

ZYNEAPIA THZXZ 18HZ OKTQBPIOY 1973

npoearia HAIA T'. MAPIOAOIIOYAOY

MAOHMATIKA.— Sur certaines classes de structures hypercompo-
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%x. ®iA. Bacihetov.

Sous le terme structure hypercompositionnelle (ou,
encore, hyperstructure) on entend un ensemble muni d’une hy-
peropération' au moins. Comme exemples de ces structures on peut citer
les hypergroupes et les hyperanneaux [2], [4], [5]. Dans le présent travail,
et en vue d’applications ultérieures, nous allons définir et étudier de
nouvelles classes de structures hypercompositionnelles, ayant comme point
de départ les structures des hypergroupes canoniques et hyperanneaux.

* IQANNOY MHTTA, ’Entl ¥Adcedv Tivewv OmepouvBetindy Sopdv.

1. On appelle hyperopération (binaire interne) sur un ensemble
H une application HXH —> & (H), ot & (H) est I’ensemble des parties de H.
Tout ensemble non vide H muni d’une hyperopération est appelé hyper-
groupoide. On identifie, quand rien ne s’y oppose, les éléments xEH et
les singletons correspondants {*{} Comme d’habitude, on écrit I’hypercomposé de
X, y EH soit comme produit xy (et on a xy © H au lieu de xy€&H pour le com-
posé), soit, si I'hyperopération est désignée par un signe spécial 4, %, o, etc.,
comme X4V, X,y, xoy, etc. On étend I’hyperopération en une application «addi-
tive» de & (H) X & (H) dans & (H) en posant pour tout A,BE ¢(H), AB=U ab,
ou (a, b) parcourt AXB [2], [5].



ZYNEAPIA THZ 18 OKTQBPIOY 1973 303

§ 1. UNE GENERALISATION DES HYPERANNEAUX —
— LES SUPERANNEAUX

Soit un hyperanneau A. Evidemment on peut définir les hyper-
polyndomes a,+ax—+...+ayx*, n>0, d’indéterminée x 4 coef-
ficients a,, a,, ..., an pris dans A et de degré n de la
méme maniére que les polyndémes d’une indéterminée 4 coefficient pris
dans un anneau. Puis, 4 partir de 1’addition et de la multiplication de A,
nous définissons sur I’ensemble P des hyperpolynémes deux hyperopéra-
tions dites, respectivement, de méme addition et multipli-
cation, comme suit:

Soient les hyperpolyndmes :

f(x) =a,+ax+...+a,x" =_%aixi

i=0

g(x) = b, + b, x -+ ...—}—b,,,x“’='§bixi

i=0

et sapposons que n>m. Si n>m, on pose g(x)=Dby+b, x4 ... 4
bm X® -+ bmi1x®H 4 ... by, x® en considérant by =...=b,=o.

On appelle somme de ces deux hyperpolynémes, et on
la note additivement f(x) 4+ g(x), 1’ensemble des hyperpolyndmes

n
{Zcixi (e €Eai bi}, ott les ¢; décrivent les sommes a;—b; pour les
i=0

différentes valeurs de i entre O et n.

On appelle produit des f(x) et g(x), et on la note multiplicative-
n+m
ment f(x)g(x), 1’ensemble des hyperpolynomes § Sc;x':ciE S a, bl}, ol
i=o % h=i
les ¢; décrivent les somes 3 a.bx pour les différentes valeurs de i entre
ntAe=i
0 et m—+n.
On voit toute de suite que:
1) I’ensemble P des hyperpolyndmes est, par rapport a leur addi-
tion, un hypergroupe canonique.

Le zéro de cet hypergroupe canonique est 'hyperpolynéme
zéro dont tous les coefficients sont égaux a4 o€ A, (de degré indéter-

miné) et 1’opposé d’un n’importe quel Ja; x' EP est visiblement 3 (—a;)x.
i=0 i=0
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D’autre part:

2) L’ hyperpolyndéme zéro est, comme il est clair, par rapport a la
multiplication un élément bilatéralement absorbant et 1’ensemble P est,
comme il est facile de le vérifier, un demi-hypergroupe multiplicatif [5].

Enfin on démontre sans peine que:

3) La multiplication est doublement distributive par rapport 2
I’addition.

Il se trouve ainsi que 1’ensemble des hyperpolynomes muni de deux
hyperopérations d’addition et de multiplication satisfaisant aux axiomes
trés proches de ceux des hyperanneaux, constitue un exemple d’une nou-
velle hyperstructure que 1’on va appeler superanneau. Générali-
sant nous posons la:

Définition (1.1). Un ensemble S organisé par deux hyperopéra-
tions x +y, xy, dites respectivement addition et multipli-
cation, est appelé un superanneau s’il satisfait aux axio-
mes suivants:

I. S est un hypergroupe canonique par rapport a son addition (dite
’hypergroupe additif du superanneau), autrement dit:

1. x5S 8;

2. xt+y)t+z=x+(y+2);

8. x+y=y+x;

4. (30€ES) (VXES) [x +0=x];

5. Pour tous x €S il existe un et un seul x’€ S tel que o € x + x’
[un tel x’ sera noté —x et on posera x —y = x + (—vy)];

6. zEx+y=>yEz—x.

II. S est par rapport a sa multiplication un demi-hypergroupe
(appelé demi-hypergroupe multiplicatif du superan-
neau), dont o est un élément doublement absorbant, autrement dit :

1. xy€S

2. (xy)z=xl(yz)

3. X0 —0ox =0

III. La multiplication est bilatéralement distributive par rapport a
I’addition, c’est-a-dire on a (x+y)z = xz +yz, z(x+y) = zx + zy.

Remarque (1.1). Dans un superanneau S on a: —(xy) N x(—y)s=@
et —(xy) N (—x)y +#@.




SYNEAPIA THZ 18 OKTQBPIOY 1973 305

Eneffet o€Ex(y—y)=xy+x(—y), 0Ex—x)y=xy+(—x)y.

Un superanneau S est dit fort si, pour tout x, yES on a
2/(—x) =(—mhy = —(xy).

11 est facile de voir que le superanneau des hyperpolyndémes est fort.

On voit que dans tout superanneau son zéro est un élément sca-
laire' par rapport 4 son addition —scalaire additif— etasa
multiplication —scalaire multiplicatif—. Mais un super-
anneau peut posséder encore d’autres scalaires différents de zéro addi-
tifs ou multiplicatifs. Si tous ses éléments sont des scalaires multiplica-
tifs bilatéres le superanneau est évidemment un hyperanneau. Relative-
ment aux scalaires d’un superanneau S on a la:

Proposition (1.1). Tout scalaire additif est aussi un
scalaire multiplicatif bilatére.

Démonstration. Si aES est un scalaire additif, alors
a—a=o0 [5], donc, pour tout xES, ax—ax=(a—a)x=o0.x=o.
Il en résulte que, pour tout s, s’Eax, ona s —s'=o, donc s =s’ et, par
conséquent ax =s, c’est-a dire que ax est un singleton. Nous démon-
trons de méme que, pour tout x €S, xa est aussi un singleton; a est,
donc, un scalaire multiplicatif bilatére.

Conséquence. Sidans un superanneau ’addition est une opé-
ration, alors la multiplication [’est aussi et, par suite, le superanneau
est un anneau. Autrement dit il n’existe pas des superanneaux propres
(c’est-a dire qu’ils ne soient pas des hyperanneaux) tels que leur addi-
tion soit une opération et leur multiplication soit une hyperopération
propre (c’est- 4 dire qui ne se réduit pas 4 une opération).

Corollaire (1.1). Pour qu’un superanneau S soit
un anneau il faut et il suffit que, pour tout
x€ES, I"on ait x—x=o.

Soit un superanneau S.

Proposition (2.1). L’ ensemble S, des scalaires ad-
ditifs de S est un anneau. L’ensemble S, des

1. Comme on le sait [5] un élément s d’un hypergroupoide H est dit sca-

laire a droite (resp. a gauche) si, pour tout x € H, xs (resp. sx) est
un singleton.
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scalaires multiplicatifs bilatéres est une par-
tie multiplicativemene fermée de S.

Démonstration. i) D’abord, comme on le sait, S, est un
groupe abelien [2]. D’autre part, par la proposition précédente, on a
Sa & Sim. Donc, pour tout xES,, on a x €S, et par conséquent pour
tout y €S, les produits xy et yx sont des singletons et, puisque
xy — xy = (x —x)y = oy = o, il s’ensuit que xy ES. et, de méme,
yX € Sa. S, est, donc, un anneau [3].

i) Soient x, y € Sin. Alors les produits xy et yx sont des singletons.
Soit, p.e., xy=z. Alors, pour tout wES, on aura zw=(xy)w=x(yw)=xt,
puisque yw est un singleton en raison de y € Sy Mais, comme x € Sy, xt
est aussi un singleton et, par conséquent, zw 1’est aussi. Nous démont-
rons de méme que wz est aussi un singleton. Il en résulte, donc, que
zE Sm, c’est-a dire que xy ES. et on trouve de méme que yx € Su.
Boene SnSm S Sn.

Remarque (2.1). De la démonstration précédente résulte que pour
tout x €S, et yES on a xyUyx & S,, c’est -4 dire que 1’anneau Sa vé-
rifie la propriété S.S U SS. € S, .

Divers termes et notations de la théorie des anneaux, exclusive-
ment dépendant de la multiplication et qui ont été maintenus tels que
pour les hyperanneaux doivent étre modifiés quand il s’agit des super-
anneaux. IL.a modification constiste, en général, au remplacement du
signe = dans les définitions initiales par le signe €, Il en est ainsi pour
les définitions des diviseurs, des diviseurs du zéro, des éléments associés,
des éléments - unités et inversibles (4 droite, 2 gauche, bilatéres).

Un superanneau S est appelé unitaire s’il posséde un et un seul
élément unité bilatére, qui sera noté 1, c’est-a dire tel que x € 1x ) xl
quel que soit x €S. Le superanneau S sera dit strictement uni-
taire ou unitaire au sens strict s’il posséde un élé-
ment - unité bilatére qui, en méme temps, est un scalaire multiplicatif
bilatéere. Cet élément qui, comme on le sait de la théorie générale des
hypergroupoides, est unique [3], |5] sera aussi noté 1 et, évidemment, on
aura x1 = 1x = x, quel que soit x dans S.

Soit S un superanneau unitaire. Un élément x €S est appelé
inversible a2 droite par rapport a 1, s’il existe un au moins
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x'ES tel que 1€ xx’. Si, en particulier, on a xx’= 1, alors x est appelé
strictement inversible 2 droite. L’lément x' s’appelle
inverse a droite, respect. strictement inverse 2
droite. On définit de méme un élément inversible 4 gauche,
respect. strictement inversible 24 gauche. Si un xES

’

posséde des inverses x’ et x”’, respectivement 4 droite et 4 gauche, il ne
résulte pas du tout que ceux-ci sont uniques, ni que I’on a x’=x"". Un
élément x ES sera dit inversible s’ I’est 4 droite et & gauche,
ayant le méme inverse unique, qui sera noté x—! et appelé inverse
de x. Par conséquent on aura 1€ xx'[Ix'x. Si x est inversible et,
méme, tel gie xx!=x1'x =1, alorsil est dit strictement imn-

versible et x™1 sera appelé strictement inverse de x.

Comme dans le cas des anneaux et des hyperanneaux [3] on définit
différentes sortes de superanneaux comme commutatif (sisa mul-
tiplication I’est [xy=yx]), sans diviseurs de zéro, inteée-
gres (sans diviseurs de zéro et commutatifs)), superdomains
(superanneaux intégres et unitaires) et supercorps (superanneaux
S dont 1’ensemble S*=S... {o} est un hypergroupe multiplicatif). Mais,
en ce qui concerne les supercorps, nous démontrerons dans la suite que
ceux-ci coincident avec les hypercorps. Nous démontrons d’abord pour
cela les propositions suivantes, qui se rapportent aux superanneaux sans
diviseurs de zéro.

Proposition (3.1). Dans tout superanneau sans
diviseurs de zéro asto et axNay* @ ou xallya* g
implique x=y (la régle de simplification sous forme généralisée).

Démonstration. En effet axNay= @ implique o €Eax —ay =
=a(x—y). Il existe, donc, un z€Ex—y tel que oEaz d’ou il vient
z=o0, donc oEx—y cest-a dire x =y.

Corollaire (2.1). Si S est un superanneau sans
diviseurs de zéro, les produits ax, ol aES est
constant et x parcourt S, forment une partition
de ’ensemble aS.

Proposition (4. 1). Soit S un superanneau sans
diviseurs de zéro. Alors Sa={o},01‘1 S est un anneau.
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Démonstration. S%l existe un scalaire additif b &S, tel que
b=~o0, alors de b—b =0 on a, pour tout xES, (b—b)x =bx —bx =
=b(x —x) =ox = o, done, pour tout z€x —x, il vient que bz =o,
d’ott z=o0 et, par suite, x —x =0, donc x €S.. Il en résulte donc que
Sa=S et S est bien un anneau.

Proposition (5.1). Tout superanneau S sans divi-
dents de zéro et unitaire est strictement uni-
taire.

Démonstration. En effet pour tout x €S et pour tout z€ Ix
on a 1xN1z=% @, car z€ 1z, donc x =z et, par conséquent Ix = x.
Nous démontrons aussi, pareillement, que x1 = x.

Proposition (6.1). Soit S un superanmneau sans
diviseurs de zéro et unitaire, donc strictement
unitaire. Alors, si a€S* est un élément stricte-
ment inversible de quelque c6té, a est un sca-
ldire multiplicatif du méme c¢oOté.

Démonstration. Soit p.e. aa’=1 et x’, x'Exa. Alors on a
x'a’ € xaa’=x1=x, donc x’a’=x et nous trouvons de méme que
x"’a’= x. Il en résulte, que x’a’= x"a’, d’ott x'= x". L’ensemble donc,

xa est, pour tout x €S, un singleton, d’ou la conclusion.

Proposition (7.1). Tout supercorps S est un hy-
percotps.

Démonstration. En effet on a xS*=S*x = S§* quel que soit
x € S*, car S* est un hypergroupe. Par conséquent il existe un élé-
ment ex € S* évidemment unique, tel que x Exe,. Il résulte, donc,
xex & x (exey), qui entraine e,Ee, ey, car évidemment, il existe un
z Eexe, tel que xe, Nl xz 5~ F et, comme il est visible, S est sans divi-
seurs de zéro. Il suit de 1a que, pour tout yeS* on a ye. S y(exex) =
= (yex)ex, d’out il résulte que y€E yex (par les mémes raisonnements
comme ci-dessus). Nous avons ainsi démontré que 1’élément ey, défini a
partir de n’importe quel x € S*, est un élément - unité a droite. Cet unité
est, méme, unique car si I’on considére ey on a y E yex et y € yey, donc
ex =ey = eq. Nous démontrons de méme qu’il existe un élément - unité
unique a gauche et soit e, celui-ci. Mais on a esEegeq et eaEegeq,
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donc, par conséquent, e, = eq = 1 et le supercorps S est un superanneau
unitaire qui, selon la proposition (5. 1), est unitaire en sens strict.

Ensuite soit un xeS* et soit x’ I’inverse de x, p.e. a droite, qui,
évidemment, est unique. On aura, donc, 1 € xx’ et supposons qu’il existe
un a € xx’ tel que a=(1. Sia’ est I’inverse a droite de a, alors
aa’ © (xx’)a’ et, par conséquent, 1 € x(x’a’). Il existe, donc, un z € x’a’
tel que 1 € xz qui entraine que z = x’, donc x'E x'a’, et, puisque x'€ x'1,
il résulte que a’= 1. Il s’ensuit que 1 €al, qui donne a =1, car 1€ 1.1.
1l résulte ainsi que x est un élément strictement inversible a droite de S
et nous démontrons de méme que celui-ci est aussi strictement inversible
a gauche, donc, par la proposition (6.1), x est un scalaire multiplicatif
bilatére de S, c’est-a dire x € S Par conséquent S*< S,,, donc S = Sp,
autrement dit tous les éléments de S sont des scalaires multiplicatifs
bilatéres. S est, donc, un hypercorps.

Sauf les supercorps qui, comme il a été demontré sont des hyper-
corps, nous allons demontrer dans le paragraphe suivant que les super-
anneaux d’une classe plus vaste que celle des supercorps sont aussi des
hyperanneaux [voir proposition (5. 2)].

§ 2. SUR LES SUPERIDEAUX DES SUPERANNEAUX

Soit un superanneau S. Nous définissons les sous-superan-
neaux de S de la méme maniére comme les sous-hyperanneaux d’un
hyperanneau [3] et nous concluons facilement qu’un sous-ensemble non
vide S” de S est un sous-superanneau si, et seulement si, x, y €S impli-
que x—y <SS et xy=S'.

De méme, comme dans la théorie des anneaux et des hyperanneaux,
nous définissons les superidéaux (a gauche, a droite, bilatére) de
S et nous voyons facilement que l’intersection d’une famille de super -
idéaux (de quelque sorte) en est encore un. Ensuite, et moyennant cette
propriété, nous définissons de méme le superidéal engendré par un
sous-ensemble de S et la somme d’une famille (finie ou infinie) des
superidéaux. Quant au produit de deux superidéaux Q,, Q,, celui-ci
est, par définition, le superidéal engendré par la réunion des sous-
ensembles a,a,, ou le couple (a,, a,) parcourt le produit cartesien
Q, X Q,. On démontre sans peine que diverses propriétés relatives aux
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égalités et les inclusions de la théorie classique concernant les sommes,
les intersections et les produits des idéaux des anneaux restent aussi
valables pour ceux des superidéaux des superanneaux.

Un superidéal () est appelé premier, si xyl Q @ implique
XxXEQ ou yEQ et ilest dit maximal, si Q=£S et il n’existe
aucun superidéal de méme sorte Q tel que Q = Q' A.

Nous définissons aussi ’homomorphisme ¢ d’un superan-
neau S, dans un superanneau S, comme dans le cas des hyperanneaux [5]

et on voit facilement que, ici aussi, le noyau de ¢, ﬂ((p) =@ lo =
={x€S :p.x= o}, est un superidéal bilatere de S,.

Soit @ un superidéal bilatére d’un superanneau S. La partition
(mod. Q) de S [5], c’est-a dire la partition défine par la relation x=y
(mod. Q) si, et seulement si, (x —y) Q 54 @ qui, comme on le sait, est
normale par rapport a 1’addition, est aussi normale par rapport a la

multiplication. En effet, si C(x), C(y) sont deux classes (mod. Q) de S,
onaC(x)C(y)=(x+0) (y+ 0 =(x"+ Q) (v + Q), ot x’€C (x), y'EC(y)
sont quelconques, donc C(x) C{y)ex'y' + x’Q0 + 0y’ + 00 <= x'y’ +
+ Q=U((z"+0Q) =UC(z’). L’ensemble donc des classes (mod. Q) de S,

2" ex'y’ Z ex‘y
qui, par rapport a 1’addition C(x)+4 C(y) = {C(z) 1ZE X +y}, est un
hypergroupe canonique [5], est, par rapport a la multiplication
Ci) . Cil)= {C (2):z &€ xy}, un demi - hypergroupe [5], dont la classe
C(o) = Q est, évidemment, un élément absorbant. Enfin on voit que la
multiplication est doublement distributive par rapport a 1’addition. En
effet [C(x) +C(y)].C(z) = {C(w):weEx+y}.Clz) = {C(t): t E wz,
wEx—l—y} = {C(t):tExz+yz} et, de méme, C(x).C(z)+C(y).C(z) =
= {C(wl): w,Exz} +{C(w,): WEEyz} —{ct):tew, +w,, w,Exz,
w, E yz} = {C(t) tE xz 4 yz} et on démontre pareillement la distribu-
tivité a gauche. I’ensemble donc des classes (mod. () de S est un
superanneau, noté S/Q et appelé superanneau quotient de
S par le superidéal (.

Nous remarquons ensuite que [’application n (Q): x > C(x) =
= x + @ est un homomorphisme (canonique) dont le noyau est le supe-
ridéal Q. Inversement tout homomorphisme @: S— S’ d’un superanneau
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S dans un superanneau S’ se factorise en composé @=E&n (\/\/ (¢) ), ot
n(ﬂ(q))) est ’homomorphisme canonique de S sur S/\/V (p) et ot € est

un isomorphisme de S/\N () sur @ .S (on vérifie facilement que I’image
homomorphe ¢ .S est un sous-superanneau de S’).

Tout superanneau S posséde deux superidéaux remarquables comme
cela résulte des propositions suivantes:

Proposition (1.2). L’anneau S, des scalaires addi-
tifs, considéré comme sous-superanneau de S,
est un superidéal bilatére de S.

Démonstration. Voir remarque (2.1).

D’autre part, comme on le sait [5], si X est un sous-ensemble non
vide de S, la réunion Q(X) de toutes les sommes (x, —x,)+ ...+
(xi —x; ), ott i est un entier positif arbitraire et olt x,, x,, ... x; par-
courent indépendamment X, est un sous-hypergroupe canonique de
I’hypergroupe additif de S. Et il est visible que, si X est une partie
multiplicativement fermée de S, Q (X) est un sous-superanneau de S tandis
que si X est permise (de quelque coté), alors Q(X) est un superidéal (de

méme sorte de S. Il en résulte, donc, la

Proposition (2.2). Q(S)=Q est un superidéal bila-
téere de S.

Enfin, vu la proposition (2. 1), I’ensemble Q (Su) est un sous-super-
anneau de S.

Soit un superidéal bilatére Q de S. Nous remarquons d’abord que,
comme dans la théorie des hyperanneaux, il est possible que le superan-
neau-quotient S/Q soit un anneau. En effet d’aprés une proposition rela-
tive concernant les hypergroupes canoniques-quotient [3] nous concluons

facilement la

Proposition (3.2). S/Q est un anneau et S/ est un
anneau si, et seulement si, 2 Q.

D’autre part nous avons, comme dans la théorie classique, les pro-
priétés suivantes, dont les démonstrations résultent de celles du cas des

anneaux par une modification convenable.



312 NMPAKTIKA THZE AKAAHMIAZ AOHNON

1) Le superanneau S/Q est sans diviseurs de zéro si, et seulement
si, le superidéal Q est premier.

2) 1) Si le superanneau S'Q est un supercorps (donc, par la propo-
sition (2.1), un hypercorps), le superidéal Q est maximal.
ii) Si le superanneau S est commutatif et unitaire et le superidéal
Q est maximal, alors le superanneau S/Q est un hypercorps.
Evidemment, comme dans les cas correspondants des anneaux, le supe-
ranneau lui-méme est un superidéal premier, le superidéal (o) est premier
si, et seulement si, le superanneau est sans diviseurs de zéro et tout
superidéal maximal d’un superanneau commutatif et unitaire est premier.
Considérons un superanneau commutatif et unitaire S. De la pro-
priété, ci- dessus 2ii résulte que si @ est un superidéal maximal de S,

alors pour deux classes (mod. Q) quelconques de S on a C(x).C(y) =
= {C(z): A= xy} = {C(z)} done, pour tout z, z' Exy, on a C(z) = C(z').
Il en résulte donc pour les superanneaux de ce type la:

Proposition (4.2). Quels que soient x, yES et pour
tout z, z’Exy on a z=z" (mod. Q), o Q est un n’im-
porte quel superidéal maximal de S.

Corollaire (1.2). Pour tout x, YyES et pour tout
z, ZExy on a z=2z (mod. N Q), ot o/ est "ensemble de
QeM
superidéaux maximaux de S.

Par conséquent si N Q = (o), alors pour tout x, y ES et pour tout
QeM

z, 2 Exy on a z=z (mod. (0)), donc z = z’, c’est -4 dire le produit xy
est un singleton. Ainsi nous sommes arrivés a la proposition importante
suivante.

Proposition (5.2). Tout superanneau commutatif

est unitaire et tel que NQ =(o) est un hyperanneau.
QeM

Remarque (1.2). Comme le superanneau S est commutatif et uni-

taire, Q€ o/, implique Q € &, ou &P est I’ensemble des superidéaux
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premiers de S. Par conséquent si 1¢= (o), alors N Q= (o). Mais, il se
QeM Qe g
démontre que, en général, le radical de$S, rad. S (qui par défini-
tion est I’ensemble {a ES:(I3n€EN) [oEan] }, ot N est I’ensemble des
entiers naturels), vérifie, comme dans le cas des anneaux, la propriété:
rad. S = 1 Q. Si donc nous définissons, comme dans le cas classique,
Qe g
un superanneau S comme semi-simple si rad. S=(0), on a que
les superanneaux de la proposition (5. 2) sont semi-simples.

§ 3. HYPERGROUPES CANONIQUES AVEC HYPEROPERATEURS

Définition (1. 3). Soit E un ensemble. Un deuxiéme ensemble Q
est appelé domain d"hyperopérateurs, s’il y a une applica-
tion de I’ensemble-produit QX E dans & (E). {z} Cette application sera
appelée hyperopération externe a gauche sur E et
I’'image du couple (0, x) E Q X E sera notée, en général, en notation mul-
tiplicative wx.

Nous définissons de méme une hyperopération externe
a4 droite sur l’ensemble E.

A tout hyperopérateur o €Q est associée l’application ¢, de E
dans & (E) telle que @, (x)=wx, x EE. Un hyperopérateur ¢ EQ est
appelé hyperopérateur-unité, si l’application @. coincide
avec I’application identique Iz de E sur lui-méme (si on identifie,
comme d’habitude dans le cas d’hyperopération, pour tout x €E 1°élé-
ment x avec le singleton correspondant {x}). C’est - & dire si ex = x, quel
que soit x dans E.

Définition (2.3). On appelle hypergroupe canonique
avec hyperopérateurs un hypergroupe canonique H qui est
muni d’un domain d’hyperopérateurs A tel que:

i) A soit distributif par rapport a 1’addition de I’hypergroupe cano-
nique de H, autrement dit, pour tout aEA et pour tout x, yEH,

a(x+y) = ax+ay.
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ii) o Eao, quel que soit a EA et

iii) Pour tout a € A et pour tout x € H, a (—x) =— (ax).
On appelle aussi H d’une maniére abrégée et commode A-hyper-
groupe canonique.

Remarques (1.3). a) Evidemment si A est un domain d’opéra-
teurs (c’est le cas particulier ot le produit A X H s’applique dans H) la
condition ii) est ao =o0 et iii) résulte de i) et de ii) [En effet a(x —x)=
=ax+a(—x) et d’autre part oEx —x implique aoEa(x — x) d’ou
o€ax +a(—x), donc a(—x)= —(ax)].

b) L’application . associée a 1’hyperopérateur aEA est, en raison
de la distrivité, un endomorphisme fort [5] de H dans H.

c) Pour tout a €A I’ensemble ao est un sous-hypergroupe canoni-
que de H.

En effet a (o 4+ 0) = ao + ao = ao, donc ao est stable par rapport a
I’hyperopération de H. D’autre part x €ao implique — x € — (ao) =
=a(—o) = ao.

d) Pour tout a €A et pour tout x € H I’ensemble ax est une réunion
de classes (mod. ao) de H.

En effet ax = a(x +0) =ax +ao= U(z -+ ao)=U C(z).

Z €ax Z € ax

Exemples. On a des exemples remarquables de A -hypergroupes
canoniques si on considére un hypergroupe canonique quelconque H et
comme domain d’hyperopérateurs :

1) L’ensemble A, de tous les homomorphismes canoniques [Ces
homomorphismes sont, comme on le sait [5] des homomorphismes normaux
de H sur ’hypergroupe canonique-quotient H/\/\/ (@), ou \/\/((p) est le
noyau de ).

2) L’ensemble A, de tous les endomorphismes forts de H.

3) L’ensemble A, de tous les automorphismes de H.

4) L’ensemble A, = {s}, oti est 1’automorphisme identique.

Remarque (2.3). 1. ’application qui correspond a l’automorphisme
intérieur : x —> axa—' du cas classique est pour le cas considéré g :
x > x + (a — a) et, évidemment, il est un hyperopérateur vérifiant les
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conditions i-iii de la définition (2. 3) si, et seulement si (a—a)-} (a—a)=
= a —a. Sous cette condition la différence a — a est un sous-hypergroupe
canonique de H et, par conséquent, I’ensemble A, de tous les ¢, correspon-
dants est un sous-ensemble de A,. Il est visible que si H est un hyper-
groupe fortement canonique [4] le domain A; coincide, & un isomorphisme
prés, avec 1’ensemble Ho des hauteurs des éléments de H [4].

Définition (3.3). On appelle A-sous-hypergroupe
canonique d’un A-hypergroupe canonique H tout sous-hypergroupe
canonique h de H possédant A comme domain d’hyperopérateurs.

Evidemment pour qu’un sous-hypergroupe canonique h de H soit un
A-sous-hypergoupe canonique il faut et il suffit qu’il soit stable par rap-
port a I’hyperopération externe de H, autrement dit que, pour tout
a €A et x EH on ait ax = h. Donc il faut et il suffit que I’on ait ah < h.

Il est clair que, si A’ est un sous-ensemble non vide de A, tout A-

-sous-hypergroupe canonique de H est un A’-sous-hypergroupe de H.

Si le domain d’hyperopérateurs A est muni d’hyperopérations on a
de cas spéciaux des A-hypergroupes canoniques, dont les plus intéressants,
par analogie 4 ceux de la théorie classique, résultent si on considere
comme domain A un superanneau ou un supercorps (hypercorps).

Dans la suite tous les superanneaux considerés seront forts [remar-
que (1.1)].

Définition (4.3). Si S est un superanneaux on appelle S-sup er-
module 24 gauche (respec. adroite) un S-hypergroupe cano-
nique M tel que pour tout a, bES, xEM on ait:

i) @+ b)x = ax + bx
ii) a (bx) = (ab) x
iii) o € ox

etol, si SS=S et MM, ona S'M’' = Uax
i i aeS’, xeM’

Un S-supermodule M est dit unitaire si S est un superanneau
unitaire dont 1’élément-unité 1 est I’hyperopérateur - unité de M, c’est - a-
dite si I’on a encore la condition.

w)lflx = x.

quel que soit x € M.



316 IIPAKTIKA THZE AKAAHMIAE AGOHNQN

Au cas particulier ot le superanneau S est un supercorps, donc un
hypercorps, le S-supermodule unitaire (3 gauche) M est appelé supere-
space vectoriel (4 gauche). Si, en plus, au lieu que I’hypercorps
S soit un domain d’hyperopérateurs de M est un domain d’opérateurs
(autrement dit que le domain d’hyperopérateurs est non propre, voir
remarque (la.3)], alors le superespace vectoriel M est dit hyper -
espace vectoriel.

Plus généralement un S-supermodule Mest dit SShypermodule
si le superanneau S est un hyperanneau qui, en plus, est un domain,
d’opérateurs pour M (tandis que nous gardons le terme de supermodule
aux cas, ot S est un hyperanneau qui est un domaine d’hyperopérateurs
propre pour M, ou si S est un superanneau propre, mais qui est un do-
main d’opérateurs pour M).

Citons encore le deux cas particuliers suivants de A-hypergroupes
canoniques :

Soit K un hypercorps.

a) un K-hyperespace vectoriel M est appelé K-superalgebre
associative ou systéme supercomplexe sur K si
I’hypergoupe canonique M est en plus un superanneau propre et si encore
la condition suivante est satisfaite: a(xy)= (ax)y, quels que soient
aeK et x,yEM.

b) Un K-hyperespace vectoriel est appelé K-hyperalgebre
associative ou systéme hypercomplexe sur K si
I’hypergroupe canonique M est, en particulier, un hyperanneau et si,
comme auparavant, pour tout aEK et x, yEM on a a(xy) = (ax)y.

Nous énoncgons ci-dessous quelques propositions concernant les A-
hypergroupes canoniques, dont les démonstrations résultent de celles de
propositions respectives du cas classique des A-groupes [1] par une modi-
fication convenable plus ou moins simple.

1. Les A-sous-hypergroupes canoniques d’un
A-hypergroupe canonique H forment une famille
de parties fermées de H qui est A-inductive.

Il en résulte que cet ensemble est un treillis complet dont les bor-
nes inférieure de toute famille (f de A-sous-hypergroupes canonique est
I'intersection ensembliste. Le borne supérieure de Gf est la réunion
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compléte des sous-hypergroupes de (f, autrement dit leur somme [5], pour
la quelle la proposition suivante a lieu:

2) La somme de sous-hypergroupes d’une fa-
mille de A-sous-hypergroupes canoniques de M
est un A-sous-hypergoupe canonique de H. Il vient que

3) e treillis de A-sous-hypergroupes cano-
niques de H est un sous-treillis du treillis de
tous ces sous-hypergroupes canoniques.

4) I,e treillis de A-sous-hypergroupes cano-
niques d un A-hypergroupe canonique est mo-

dulaire. Comme corollaire on a que

) Le treillis des sous-supermodules dun su-
permodule, respect. des sous-hypermodules d’un
hypermodule, respect. des superespaces vecto-
riels d’un superespace vectoriel, respect. de
sous-hyperespaces vectoriels d°’un hyperespace
vectoriel est modulaire.
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NEPIAHVYIZ
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vooUuev &v ovvolov Egwdiacuévov dud mdg tovAdylotov UmepmodEems [2]. Qg
mooadelynata towovtav dopdv Gvagéoouey Tdg Vregopddag %al tovg Vmepdantu-
Movg [2], [4], [8]. Eig tijv magooav oyaciav, xai év dyel mepaitéon Epaguoydv,
ITAA 1973
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