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‘H onueovy) duthla axomo Exet va mepiypdyet 1) xalbrepa va oxtayoagrjost,
0é moAv yevinés yoapuds, wa Néa Iewuetola yia iy dmola 6loéva xal meoto-
adrepos Adyos ylverar xal adfovoa SpastnoidTyra maparnesivar Ta Tedevtaia
oxtw 7 0éxa yodvia.

Osuchtwris Tod véov adrod xAddov r@v Mabnuarixiv elvar ¢ Benoit B.
Mandelbrot, 6 émoiog elvar IBM Fellow o016 Thomas J. Waston Research Center
70V Poloxerar oro York-town Heights vijc Néag “Ydguns vdv USA. O Mandelbrot
dietéleoe Emions xabnynric of dudpopa dvdrara xmaidevrixa idpduara vav USA
xal tijc Edodmng

*Emetdn) 6 yodvos mod Stabérw slvar mepiogiouévos, o 8¢ dxgoatijoto avouoro-
yevés, Oa meploptold udve oé yevixdrnres. Xvo xeiuevo mod Oa Sobet mods dnuo-
olevan ora Ipaxtixa vijs " Axadnulas > Abmviw Oa vmdgyst 1 oyevixn fiflioyoagpla,
T0 o 82 xeiuevo Oa dmoveréoet, Evdeyouévws, Ty modTn oyeTixy EAAmpixg Pi-
BAroyoagixny dvagopd. ’Emiong, mootot mooywerow otiy dutAia pov, Oo 7fela
va dpAdow Sve 1o &y Adyw 0épa dév éumintel dueca ava dosvvnrind pov évdiagé-
govra. ITaga tadra mpofaiver oriy mapoveiaor tov yia vods ékijc 8o Adyovs:

1. ITgdxervar yia &va véo xAddo tdv Mabyuarixdy xal ¢ éx Todrov 7 ma-

povaliact) Tov dmo Tod Priparog adrod émPdAlerar.



AOT0I 481

2. 'H I'esoperoia tdv Fractals pabverar va elvar modd yoroiun
zal va Eget épaguoyés xai 0é dAdss Emiotijucs Srws 1) *Aotgovouia, 1) Pvoiodo-
yla, 5 Xnueia, 1) Qoo x.d. I vov Adyo adrd, éreudn 1j xbgia dmootod) vijs *Axa-
dnulag elvar 1) dwaadvdeon T eiducotirwy mod WTingocwmedorTal Gmo Tode xar
idlay Gradnuaizots, ué oxomd va Emirevylel ueyaldreon yoviwomolnon i oxé-
yns ydots ovny duotfala dvrallayn dndyewy dmo SapopsTixés myyés, 1 &y Adyw
nagovoiacny xelbnxe émifefinuévn.

Kai vdoa éal vob Géparag.

"H T'ewypevolo vdr Flactals 6év slvar dmdds pa véa pabnuatien Bewola.
Hgoéxvye dmo pua modd mposextinn) peAéry ijc Pbons. IMolda oyfjuara ovy) Doy
slvar vdoo dravériota, 1) woggr) Tovs elvat Téoo dvdualn, mod dv T cvyxploue
ué éxetva mov pederd 1 Evxleldsiog Iewperola 0o maparnerjoope dvi 1§ Pbon ma-
povodlet pea eindva modd mid modbmAoxn xal Sragopetinijs dpijc: “Eva odyvego
dév ehvar ogalpa, &va fovvd 6dv elvar xdvos, oi Oaldooies dxrés wds ydoas 8év
slvar v6Ea wbuldowv, olte xal 1) Toyia s dotoaniic eivar ed0eia poaumy.

“H traply vdv molvmAdxwy adrdv oynudrov ot Pdon, xal ta omoia 1
Ebrleldsioc ewperola nagalelmer va éEevdoel g ovegolueva ovyxexoiuévns
uoogfis, tmijoée 1j citia mwod odjynoe avy) Siegedynon Tijs wogpodoylas Tob «dudp-
povr. "Evou 1) Néa leswuéroia doyoletvar ué v pedérn pds peydins xatnyopiag
@Y Gvoudiov, T@v dravoviotwy dvTixeiuévwy mod dvapéoaue mapandve, Ta
omoia ¢ Benoit Mandelbrot dmoxalet fractals.

‘H 2éEn fractal mooéoyetar dmo 16 Aavwixd émifevo fractus. To dvriorouyo
ofjua ehar frangere mod onualver «omdlw dnuoveydvras dxavéviora xoupdriar.
Méyor éksvoéoews Soximov EAAmrinod Spov 0o megtopiobodue oty Aéky fractal.

‘H Aéén fractal pmoget vo vefei s dmixepalrida of pua ueyddn xAdory
dvtixeuévor Ta omola Emaiay ioTopuxo ¢blo oty dvdmrvén Ty xabagdy Maly-
pateedv. Mia peyddn movdoraon idedv draywoiler ta xAacixa Mabnuarixa vod
190v aidva dno Ta obyypova Mabnpatixa tod 2000 aidva. Of piles T@v xAaoixdy
Mabnuatixdy edploxovrar ovic xavovinés yewuetoines poogés o8 Edxleldn xabwg
nal oty ovveyds dsehaodusyny Avvapen tod Newton. Ta odyygova, ta povréova
Mobnpazixd, Eexivyoav ué v Oswola t@v Zvvdélwy, tod Cantor, xal Ty xaumdiy
t00 Peano 7j émoia Exst yoapixn magdotacn mod xatalaufdver Ty Emipdveta €vds
rerpaydvov. “H émavdoraon adry) t@v idedw Smefhin 6 dxelvwr tdv uabnua-
Tindy dvaxaldyewy ol dmoies 0év umogotoay wAfov va évrayhody otis moodiaypapes
100 EdnAcion xai ot Newton. Oi vé.c adrés doués Oewprjfnxay vdre ds «mabolo-

e nal 6t dnotelodoay uia xarnyopla «reodrwvy. Kdti dvdloyo ovvéfn é6dA-
¥ Yoo '8 Ui

31



482 IIPAKTIKA THX AKAAHMIATY AOHNON

Aov 8rav, meplmov Ty Bia Emoyr, éupavicbnxe «6 Kvfiouds» oty Lwyeapixn xal
6 dmoiog Beworinxe Sti disrdpacoe 1o xabiepwpéva Ews Tdre xQITNgLA THS (%AATS
Téyvne».

*Avribéros of pabnuatixol mwod dnutodoynoar Ta «réparar adra Ta fedonoay
omovdaia, dudTt dmoredotoay dmddeiln Svi 6 wdopos t@v xabepdy Mabnpatixdy
mepLedduPave éva mAotro dvvarorijrowy oi dmoies Eemsovotoay xata molv Tis uéyot
7678 GmAovorepes doués mov elyav magarmonbei ovy) Péon. Ta pabnuatiza Tod
2009 aidva avamrdyfnxar pé iy memoldnom Sve ra wéyot e maparnonbévra
dumdbea elyay dmeofinfei. Kai tdoa 1 I'ewpetola tav fractals Eoyerar va émi-
BeBarddoet St oi Wies «maboloyixécy douss mod dvapépaue magamdve elvar ma-
podoes oé SAa Ta yvwora avtixeipeva mod edploxovrat ybgw pag. “H Néa I'swus-
tola émpefardwer énions xal 16 8000y Tiis magarnofcews mov elye xdver 6 Blaise
Pascal: « L’imagimation se lassera plutét de concevoir que la Nature de four-
nir». Iod onuatver: « H gavracio Ba xovpaclel va Zmwoet moly dmo 1) Dbon,
1) Omola (Pbon) Oa éEaxorovlijoet va mpoopépen.

Hévrws 7§ lewpstola tdv fractals 6év elvar dueon épaguoyn tadv Mabn-
uatixdy tod 2000 aldwva. Elvar &vac véos xAddos mov yevviinxe uera Ty xploy
@y MaOnuarixéy mod dvapépaue, xal 1) émola doyioe Srav ¢ du Bois Reymond,
modros 1o 1875, Exave ma dvaxolvwaen oyetixng ué vy xavaoxevy) amo tov Weir-
strass &vog éx T@v «regdrwyy mod dvaplpaue magamdvw, Ty xavacxevy oniady
wids p1) magaywylowuns ovveyols ovvapTijoews, TTot TNV xatacxevy OvVEXuS
xaumiins 1 omola va pny émdéyerar épanvoudvy oé xavéva onueio Tg.

Kavoa wov Mandelbrot 1 lewuevola tév fractals mapéyet Aoeig oé &va
otvolo mpofinudrwy ota dmoia megthiaufdvovrat pepixd wold maiaid.

"Ag 8kevdoope Spws dmo mio xovia iy Evvoia fractal. Eimape moonyov-
ubvaws 6t Ta fractals elvar wia xarnyopla dvrixeiuévar ué dxavéviora Gvduaia
oyfiuara. Mia yaoaxinototixy ididrnra Tdv fractals elvar 6vi éfevaldueva pé
Oloéva loyvpdrepovs ueycsbvvtizovs @axods damoxalimrovy, of xdbe @dom, xai
negLoodrepes Aemrouéocies. "EmimAéov 1) doun mod magovodlovy Srav 1) magati-
onon ylverar vmo puxor xAluaxa elvar 1 Bia ué éxelvn mod magovaralovy rav 1)
wagatrionon yiverar vmo ueyaldregn xAlnaxa. “H ididinra adry Oa piver xaldtepa
dvtidgmry) ora magadelypata fractals mod 64 ddoous magaxdrw. Mia dedregn
idbtnra v@v fractals elvar 6ri 6 Pabuos xavovixdrnrds Tovs petolérar pé orati-
otixés uedddovs. I'ia teyvinods Adyovs 8év Ba ayoAidooue mepartépw Ty ididTnra
adTy).

‘O adorneos uabnuarixds dgtouds Tijc évvoiag fractal xduvee yerjom Tijs
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dvvolag tijc daogrdosws &vds ovvélov xava Hausdorff-Besicovitch. ITporod
ddbow Tov dpiouo adre Ba mpoorabjow va mpodetdve xdmws o Edapoc yia Tovs
un pabnuatixods.

Elvat yvwato dre 0é xdle ovvolo tod Edxieidelov ydoov (o0 puoixod yi-
oov mod pds megifdilet), Goodimote «maboloyixdy xal dv elvar adro o odvolo,
dvrigrolyel &vag dgtbuds ¢ omoios xaleirat 1 «romoloyixn SidaTaon» Tod duvdlov
xal onuetdverar Dy. “H vom. didoraon m.y. &vog onueiov elvar 0, 7§ rom. dudoraoy
évog edfvypdupov Tunparos elvar 1, 1 tor. didotaon &vog Tovydvov elvar 2, 1) Tom.
didoraon uds opaipas elvar 3. Zo idto obvolo dvriorouyei énione xal &vag ded-
18005 GtOuds 6 dmoiog xaleirar v Sudoracn Tod gvvélov xara Hausdorff-Besi-
covitch (1919) xai onuetdverar ué ©o ypduua D.

Dvgixa dév elvat dvvatov va avamrdbw 88 11) Bewpla tijc Stactdoews xata
Hausdorff-Besicovitch. Oa doxeabd udvo oé¢ pepixa oyetina oydha. “H mody
(pevyadéa) oxéyn 6t 1) yevixn) Evvota Tob Byxov xal yevixdrega 1) Evvota Tod pe-
yéovs slvat dmapaltnry o1r) Siepedvnon tod Buaros mod dpopd Tic diacrdoels
@y ovvexdy ovvéAwy dpeidetrat atov Cantor. “H i8éa adry) mpowbifnxe onpavixa
dno T peyalopuy "Eliqra  pafnpatixe Kovetravrivo Kapaleodweij (1914).
Elvat yyworo o1y pabnuarixy davdiven 16 «uérpo tot Kapabeodweijn». ‘O Haus-
dorff mgoywonoe meptoodrego amo rov Kapaleodwoij xal elonyaye t6 yrwoto
xai edpéwe yomowuomotoduevo «uérgo tod Hausdorff». Téloc ué 11) cofagn
ovufoly) tod Besicovitch elonyfn 1§ &wvora 7vic xava Hausdorff-Besicovitch
daordoews 1j dmola mailer Oepelidddn pdlo ory lewpstola tav Fractals.

*Augpdreoes oi diagrdosic Dy xal D elvar pry dgvyrixés xal 6év dmeoPatvovy
vy EdxAeibera didoraon 10 ydpov dmov dvijxst 16 Bewpoduevo aidvolo.

‘H didoraon Dy elvar mdvrore axéoatos doibuds évéd 7 Sudotaony D, mod
Aéyerar mioms xai «fractal dudoraony 0év elvar xat’ avdyxny axéoatos doibud,
loyder 8¢ mdvrore 1 aviodrpra DDy,

Katdmv 16y dvotégw divoue tov dxdlovbo dgioud:

«Kaleirart Fract al »dfe odvolo tob omolov 9§ xata Hausdorff-Be-
stcovitch dudoraoy elvat adotnods pueyaldreon amo TRy Tomodoyixt) vov Oide
oraon: D>Dy».

Zty) ouwvéyeta tijs duidlag, dmopsbyorras xava 6 Svvardy Tis Exdotors
magovataldpeves teyvines dvoxodies Ba éfetdoous xai Ba oyoldoous peoixa maga-
delypara fractals, avapegdueva ora xabaga Mabnuarixa xabis xal o dides
dmiotijpues, Ta Omoia magadelypata, of ovvdvaoud ué ta uéyor rdoa éxrebévra,
axond Exovr, avyyedvws, va Ponbrjoovy Tov dxpoars) va oynuatioet i duvdor
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dotw elxdva 1@y péowv mod yonowuonotel xai T@v oTdywy mpds Tovs dmolovs dmo-
Brémer 1) Tlewperola v@v Fractals, xaBdoov elvar mpopavés 6t pa ovornuarixd)
xail mwhijons magovaiaon ot Béuaros, 0@, elvar addvarog.

‘Q¢ modro mapddetyua ds Beworooue Eva Tufua THS Yoauufc mod oynuatilet
¥ magadians) ety ndmotas ydoas. Elvar &a fractal. ITodxsitar yid pa modd
dvdpary xaumdln To pixos Tijc omolas elvat, moopavéss, peyarirego dmo To &d-
0byoauuo Tuijua mod Evdwer T 8o dxga Tne. "Av Tdoa, yenotuomoldvTas xdmota
dmo vl moldés Smdoyovaes peBddovs, miyeioricous va dmolopicops 10 «dxglfécy
wijnos Tijs Bewpodueyns dxtiis, 06 maparnoroous 6t adro elvar maga modd peydlo
xal 1éo0 dxaldpioro dote elvat ﬂgonydtegb va 76 Osworjoope dneigo! I'ia Soovs
elvar 8ounercpévor pé Ty pofnuarixy) dgodoyla, medxrettar €06 yua o un £00v-
yoauulowyn xoumdin. “H mapationon adry updc o0nyet ovo ovumégacua 6vi 1)
xAaguxn) Bvvota Tob wixovs elvar dxardAinin yid va cvyxploue moooTixd Tic dud-
@ooes mapatiands axtés uerakd vovs. “Ouws 1 obyxpion adrif, xabog xal dAle
magopolag ploews, moémet va yivet, xal 8@ dnoifds 1 Evvora Tijs fractal didoraons
magovatdlerat s cavida cwrnolas. “H dvrws edpvesidry idéa moobgyerar dmo
vov Felix Hausdorff. "Ag vov dxolovbjooue atic modres tov oxéyetg: I'a va
uetotioops O uijxos Tijc meQLuéToon Evds molvydwov mpoohérous TA pixm TOY
wAevp@Y TOV Aol modta dydoous 10 xdfe pijxog oTr) Svaun 1 (dmov 1 elvar 1)
didoraoy tijs edbelag ovov Edrleldeto yigo). “H Spwaon adry ovr) 8dvaun 1 8év pe-
rafdidet 10 uijros Tijs mAsvods xal d¢ éx Tobrov 1) Stadixacla adry Tis V-
oswg oty 8dvaun 1 palverar maidapiddns xai tedelws meoirr. O dodus oé Alyo
8ve elvar dvdewxtinn Tijc mopelas mod 0o drorovdijooue. “Ouolws naparnoodue
Sre pua va Smoloylooue 10 uPaddy vijs émipavelas Tob &y Abyw xAetovol molv-
pdwov Statpodue adto oé pixpa TeTpaywvidia xal mpooBétops Ta pijxn T@Y TAsvodY
adtdv apod modra xdfe ufjros 16 Vypdooue oty dbvaur, 2 (Smov 2 elvar 1) Edxlel-
deta dudoraon tob dmimédov). Kai tdga ds xdvoue tiy axdiovly omovdala mapa-
Tijonon: dv xata Tic dradixacies mod meprycayaue magamdve Sypdvape To pixn
o€ duvdueic duagpogerinés Tod 1 xal 2 avriorolyws, vdve dév Oa Aaufdvape 1o Emibv-
unra Grovedéopara dg meds o wiros Tis meotuéroov xaldg xal vo dufadoy Tod
moAvydwov. Zé Alyo Oa dodue mds xal mob yonoiuomoinxe 1j idéa adry o1ov vmo-
Aoyiouo 77 ftactal didoraons.

"Ag émavéloue Tddoa oTov vmoloyiouo Tod mixovs Tijc dxtiic ué &a dmo
T00¢ ovvijlets Todmovs. "Ag pavraclodus 6t dateéyoue Ty dxty pé Priuara ota-
Be0od prjxove, Eotw adro &, xal éotw Bvi yoerdonxay B Pripara yia va Ty drateé-
Eope. Tére &va xava moooéyyion wijxos vijc dxvijc elvat o ywduevo Be. "Av tdoa
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deatpéboue mdAr vipy dxtn) pé pixpdrepo Pijua, Eotw 10 ufjxos avrod g (g,<ce) Oa
draitnlel &vag Goibuds frudrwy By, dndve Eyoue &va dedrego xara mpooéyyion
uijros Tijs axtijs, 1o Bye;, elvar 0¢ 10 dedrego pfjros ueyaiirego dmo To modro:
Byg;>Be. "Av owvveylooue va pixpalvoue 0 uijxoc tod Prjuards pag vére mooxd-
atovy aptuol oloéva xal peyardregor, 1) 8¢ dxolovlia adrdy telver ovo dmergo.
‘H &wora tijs fractal dudovaons Polonetar xpvuuévn 0 pea mapatijonon mod
&wave 6 Lewts Fry Richardson (1881-1953), oé avdmomvo yodvo, xai 1) omola
Boébnxe avic onuetdoets tor 16 1961, ueva dnlady to Bdvard Tov. “H mapatijonon
atty) o ovwwdvaouo pé Ty idéa meol wérgov, 106 Hausdorff, uds dényodv oo
émbounto dmotéleopa. Oi ustpijoets mod éxave ¢ Richardson Befaidwovy Srt pia
va mpoaeyylooue to wijxos tijs Oewpodusvys mapaiaxis dxrijc dnatrotvror Fe~P
Pripara, dmov F xai D elvar ddo orabegés xai & elvar 16 pijrog tot Priparos. “Av
Tdpa 10 wAifos t@v Pyudrwv Ec~P mollamdaciaclei énmi e, tdve Aaufdvoue o
ngooéyyion FeP.e=Fel=P 9 émola udc ddnyei, dmws xal ngonyovudvaws, ové
ibio adtékodo, didre Grav 1o & Telver oo undév, 1o Fe'=P relver o7 dmetgo, didre
70 D elvar pixpdrego 708 1. "Av Suws drolovldvtas Ty mooavagegbsioa idéa Tod
Hausdorff, avti va moAdamdacidooue ©6 miijfos t@v Pyudrwy FeP xar’® edbsiay
éni e, 10 moAdamAaotdoous énl P (Smws xdri magduoto xdvaus oty meplmTwon
100 molvydwov), tdre Aaufdvoue 1ov Goitbud Fe~P.eP=F 6 dmoloc npopavidg
08 dfagrarar amo 10 uixos Tod Priuards pag & *Amodewxvierar éri w0 D elvar 4
fractal dudoraon i xaumbing mod oynuarilel 17 Oewpolbuevy dxty) xal ioodrar
meplmov ué 3/2, slvar dnAady) ueyaldrepn dmo Ty Tomodoyixn) didoTacy g 9
onola iootrar ué 1. Elvar guowxd va modue 6ti 10 uijxos Tijc magaiaxijc Gxtijg
ot1) dudotaoy D icotrar meginov ué F.

“Onws ndvape oty mepintwon tof molvydvov, Ba mapatnerjoous xai 88@
Sve, dv Oehjooue va dmoloylooue 10 xara mpoolyyton uijxos THs dxTijs 0€ xdmota
8Adn dudoraon, d, wxpdreon 1) peyarbrepn tijc D, vdve 1) dmdoraony mod 0o foodue
Oa veivet a0 undév 1) o1o dmewpo dvTioTolyws Srav 16 & O Telver avo undév. “H
émiuuntr) ovunegLpoga TR Amoardoews Emitvyydvetat Tdre xal udvo vdve, STay
d=D,

‘Qc devrego magddevypa & oc fractal Oa avapéoope T 0trodo Tob Cantor
70 dmoio xavaoxevdlerar w¢ éfjc [Zy. 1]: Oswgotue 16 xAetoro dudotnua [0,1],
70 Statgodue of tola ioa péen xal dpatpotus T ueoaio dvoixto Sidotnua (1/3,
2(3). Ev ovveyeia Oraipotus 10 xaféva dmo ta évamousivavia ddo daotripara
aé 7pla loa uéon xal dpaigodue 0. uesaia dvoixtd dactijuara (1/9, 2/9), (719,
8/9) x.a.x. én’ dneigov. To évamouévov ovo didornua [0,1] otvoio xaleitar «od-
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voho 1ot Cantory 1) «xé dovveyés tod Cantory, xai onuetdverar ué o yoduua C.

Enetdn) 10 C elvar &va advoro whfpws un) ovvextixd, 1 tomoloyixi] Tov did-
araan ehvat, dg yvwardy, lon pé undév, Exope Dy=0. I'ia va Ppodue Ty fractal
dudotaoy tod C épyaldpacte g EEfjg: Oewpotpe &va e60vyoappo Tufjua urxovs
1 xai 10 ywolloue ¢ N=b loa dmodiaorijuara pijxovs r=1[b. “Opoiwg Bewpotus
&va terpdywvo mAcvods 1 xai 10 diatpotue 06 N=0* loa perald tovg TeTpdywra
ndevods r=1/b. ITagatngodue Srixai atis dbo neguntdrosic & Adyog logN [log(1]r),
ioobrar ué Tty tomodoyuxs) Sidoraon Tod dvrigroiyov ovvdlov, fror ué 1 xai
2 avriorolyws. Mé Pdon vy magarrjonon advi, émedy) ovpy mepintwan Tod
avvdlov C xdfe popd pera Ty dpclpecy tob psoaiov diactijuaros mapgauévovy
N=2 ditaotijuara, xdfe 8¢ &a dno adra elvar 6 1/3 706 diaotijuaros dnd 70
dmoio mpoénvye, elvar dniadn) r=1/3, AauPdvoue ds fractal didoraoy Tob ovvd-
Aov C vov dpibuo D=Ilog?[log3=0.6309...

Zvo anucio adrd Oa el va mpoobéow Gre To g dvw otvodo tod Cantor
(16 dnmoio Smws rovicaue elvar éva fractal) dvoudlevar Totadixo avvodo ot Cantor
didre mpoénvye did Tije dpalpéoews Tob pecalov Toivov Tod Sractijuaros [0,1].
Ebat Suws dvvatdy va xaraoxevacfody xai dAda advoia 1ot Cantor dpawgdwrag
8yt 10 peoaio tolro, dAAa diaotiiuata peyaidrepa 1) pxpdrepa b 1/3 100 moon-
yovuévov. Eripy meplnrwon adry) 1) pév tomoloyexs) didoracy Tol mooximTOVTOG
avvdiov 100 Cantor 0c elvar ndvra 0, 4) fractol didorasy Tov Suws Ba elvar da-
popeTixy dmd 0.6309...

“Evag todmos yia va yiver duaobnrixa dvriannry 1 Evwoia tijs pn) dxepalag
diaordocws évds ovvdiov elvar 6 dxdlovlog. Ilagarngodue Sri oy mepinTwo)
100 ovvdlov tod Cantor 4 fractal Sudovaon elvar peyaidreon tod undevds xai
wixodrepn o6 1. To yeyovds adro elvar edebrjynro dv Oewprjooue 10 agdvolo Tob
Cantor d¢ pea guowy doun ué pdla, dc . “Ynobéroue dve vo dudornua [0,1]
elvat pta pdfdos dnotedodusvy dno xdmoto SAuxd. Meva vy dpaipean To¥ uecaiov
diaorijpatos xavavéuoue iy dpagedeloa pdla ota dvamopévovra dbo dactiuata
x.0.x. Tetxa 9 8An pdla vijc pdfdov edploxerar xaraveunuévy ota onueia 100
ovvblov C, 16 dmoio Ocwpobuevo xat’ adrdy 10v Tedmo ¢ pla guowxy) dvrdrnra,
slvar xdve Auydrego ano éva ovveyds ed@byoaupo Tuijua xal megioadrego dmd &va
undevilduevo anuetoodvolo. "2 éx tobrov elvar puoixd va dexbodue Gvej fractal
dudotaoy 100 C elvat ndmotog dptOuds perald tod 0 xai tov 1.

* Avagpeoduevos o1 atvodo tod Cantor, 6 Mandelbrot xdvet 1o éijs aydheo:
Elye xat’ doyds voutalet 8vi 6 mhavijing Kodvog, 6 6og oé drdaraoy dnd vov “Hio,
slye megl Ecvroy &va udvo Saxvdioe. Agydrepa dvaxaiiplnxe éva xevd, &va «ond-



AOT'OI 487

oo » aTov daxTilio adtd, ueta dvaxardplinxay 8o xevd, veAsvralws 8¢ ©o daory-
udndowo VOYAGER 1 dieniorwaoe &va peydlo Gotbuo xeviw, ds émi 10 neioror
Aentod mdyovs. Aamiardbnue énlons dno 16 VOYAGER 1 87t va xeva adra ehvas
deapavi], dpijvovy va megvdet 16 fjAtaxo gis, 7 8¢ duaralr) Tovs Bvpilet Ty xavaoxevy
108 gvydlov rod Cantor. I'ia tods axpoarés mod elvar Efoixciwpévor pé 1) wabnua-
Tuxn) 6godoyla mpduetrat 0@ yia 10 xapreciavd ywduevo &vog ovvélov Tod Cantor
ué &a xdrlo.

2¢ oyéon mdvra ué 10 ovvodo tod Cantor 6 Mandelborot mposbéver: Of do-
zaiot "Eldyvec piidoopor éniotevay 6Tt pia va elvat dvvaty) 1) n° dmetpor vnodi-
algeon &voc oduaros, mpémer 10 odua adro va elvar ovveyés. Aév slyav dndyn
To0v¢ 10 odvodo Tod Canltor.

L) ovvéyeta divoue xal dAlo mapddetyua 1o omoio fonbder émions ovo va
yivei megLoodTego xaravonty) 1) Evvora Tijc u1) dxepalas SaoTdorws £vds cuvdiov.

Ocwpodue wa xavavoun onueiwy-pualdv oé &va opaipixd Syxo. ME 1dv
Boo onueio-udla évvootue wia ddralpern povdda guowxiic udlas vomolermuévns
oé xdmowo anueio Tod ydgov. Elvar pa ovufating Evvora. "As pavrachoiue twoa
dvi mAnowdlope 10 0vvodo adro 1@y onuelwv-paldy dno pa mwdoa moAd peydin
dndoraoy. Katr’ doyas 1) pdla paiverar ooy &vag udvo Gpoiduogpog oynuatiouds.
“Ooco mepioadrepo mAnotdloue maparngodue 6re 6 oynuatiouds adrds dnoreldsivar
dno pxpdregovs oynuatiouots. "Av mAnoidooue Gxdua megloodrego, magarngoius
8vi xdfe Evas an’ Todg pixpdregovs aynuatiopods dmoteAeital Ao Gxdua pixpd-
TEQOVS OYNuUaTIONOVS %.0.x. T0 mapddetyua av1o mod éx AdTNS dyews diver Taw
évtinwon Tod TEyYnTOD, TOD MoK ATATKEVATUEVOY, Elval Exeivo moV gLy dpet TIY
xaravour) T@v dotépwy o016 Zdumav. “H Hausdorff dudoracny tijc xavavoudjs
1@y Gotépwy modoylolnxe 8¢ dotpovouuxdy usbédwy St icodrar mepimov ué 1.23.
Elvai évdiagépoy va detl xavels mddg 1) oAuxs) pdla &og térotov oynuatiopuod cvy-
déerar ué )y dudovaon ot Hausdorff.

Elvat yvwoto 8tu 1) hixn pdla pids xatavousis elvar dvdioyn meos Tov Gotbuo
rP 8mov r elvar pid pordda wixovs xai D 1) dudoraony tod ydgov Smov edpioxera
10 8Eeralduevo dvrixeiuevo. "Av M(r) elvar 10 mnlixo Tijc pdlas mds vn) pdla
T00 povadiaiov dyxov, Eyoue M(r)=rP. Il.y. 9 pdla mdc umdiag dxvivos r xal
yepdrne pé dupo elvat dvdloyn mpoc vo r® [Ty, 2]. Adro onualver Sri Srav Bév
Hpope xaua dAMy mAnpopopia i mEds TO mepieyduevo Tijc umdAag, vmobéToue,
ovvjfwg, 8t 1) Ay mod meptéyeral o’ adray elvar dpotduoppa xataveunuévy ondre
16 D=3. "Ag dnobéoopc tdpa dvt ééevdlovrag iy pumdla dmo mo xovra magarn-
gotue 8ru 1j dupog 8év elvar dpoiduogpa xavaveunuévn GAa Svi mepiéyerat oé pixpd-
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16086 UmdAes axtivog r[b xdfe pla dmo tic dnoles Eyer udla 1o pogés uixgdreon
o Tapy Shuxr) udla mod meptlaufdvetar oty doyuxn umdia. "Eovw tdoa Sri winoid-
lope ardua mepioodrego xal efaraé'ovrag ndle e amo Tic pixpéc pmdiec edoi-
oxoue 6Ti dmoteleival Amo axo,ua Ui p0tepes umdies dxtivos 1 [b% xal fri xdfe
pee dme adrés Eyer pdla 1/a® @opés pixpdregn dmo oy 6Awxn) pdla. "Av Tdpa
vmobéooue 61 dEaxolovlodue xara vov o Tedmo Poloxovras SAoéva xal uuxpd-
Tepes umdles, Ty n-ooty) @ogd, pera Oniady dmo n diadoyixés maparnoloets,
edploxope 6tv M(r)=DM(r [b" )Ja® =rP(a" |b"D ). "Av ocvveyloope én’ dmergov i
dtadixacia adr, dv dnlady) 10 n telvel ovo dmetpo, ToTE 1j TEdsvTala oyéon magé-
x&t Ty Ghuxn) pdla Tijc umdiag, udvo &v D=logalogh. “H vius) adry) vod D, mod
dév elvar xav’ dvdyxmy dxépatos doibuds, elvar 7 Hausdorff-Besicovitch dudoraon

7 fractal dudoracy tijc xavavouijs vijc wdlag mod megidaufdverar oti) opaiga
dxtivoc 1, 7 omola xatavoun) elvar dxdua &va mapddetypa évos fractal.

Oa avagepld tdoa, v ovrtouly, otic vmnoecies mod mpoopéget 1 Iewue-
tola t@v Fractals oty émovijun vic Pvotoloylag.

‘H pabnuatixg Evvota tof fractal xal vijc fractal didoracns @aiverat
Irwg va mpoopépet wia vée xouyn) Aoyixs) oty Bedonon avwudiwr. doudv, dvw-
pdAwy avamtdtewy xal Aettoveyidw, molvmAdxwy froloyixdy poopdy. Oi magaxdrw
7winpogopies moodpyovrat dmo dobpa oyerixa ué v Duowolopia. Oi eibixol dg
oVYWEHo0LY TVYOY (xoxopeTayelonon» éx ubpove wov drvotdv xal Sowv Tijc dmi-
aTHUNS TOVG.

‘H omeipoeidns poogn tob xoyila xai 1 doun 100 Pooyyixot dévdpov ué tic
xopuyes draxhaddosts Tov, dmoreloty &vdelleic 1@y molvmAdxwy oyéoewy mad Y-
ndoyovy uetald s Proloyixiis avamribews Tijc poogiic xal tis Asttovpylag T@w
dtagdowy dgyavioudv. Amno tic doyés dxdua vot 2006 aidva 6 D’ Arcy Thompson
elye pelerrjoer tic oyéoeic adréc Aemvoucods xal elye metolel i, polovdtt td
Prodoyixa ovoriuata umogel va ééellooovtar axolovlBotvra vduovs diapopetixovs
amo Exelvovs mod Mémovy T Quatxa ovoTuata, 0&v umogody Suws va magafidlovy
Bagixods groixovs véuovs. “H tedevrala adry idéa odijynoe o) dardmwon dia-
POQWY UETEUGY, OvyxpuTIKGY Oxéoswy xol Gvalopidy oty Proloyla, oi dmoies
nepLyodpovy A.y. 16 mds uetaPdilovral ol Stactdoeis Evog dvamrvocduevov {@vrog
doyaviouod, x.d. Zybaets mod 8faprdrral amo uetproels, cvyxploeis xal dvaioyiss
Eovy odoractixés émmrdoeis oty Dvotodopla. Il.y., elvat yrword 6ri 1j psrafols)
Tiic pdlag &vos oduaros elvar dvdioyn meos Ty Tolry ddvaun tod wifxovs, xal
81 10 BuPadov wds Empavelas slvat dvdloyo meog 10 TeTpdywvo Tod wixovg Bdos:
Tije Goyfic avrijc, dv &va &ldog Eyst dimAdoio Vyos dmo Eva &Ado, TdTe moémet vd
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slvat dxtd pogés Pagdrego xal va Exel Emipdveta Téooeges pogés peyallrepn dmo
70 &Ado sldoc Adro onualver 6ti vo peyalitepa puia 1) {da moémee 10 «dmoln-
ptwbodvy yia 1oy peyardrego dyxo tovs. “H dvamveg) xabax xai dideg Aetrovgyles
dEagTdvTal amo Ty Exvacy Tijc émipavelas Tot oduatog. Tedmot yia va adénbel
7 Emupdveta &vds doBévtos Syxov elvat va xavactijoops Ty éEwTeguxt) Tov Emupd-
vea o avduain mpoohérovrag m.y. xAadia 1) ¢¥Ada, 7 va avoikoue dmés 010 Eow-
Te01xd TOv Byxov. Zroy avbpdmvo mveduova mdpyovy 300 Exarouudora puxodv
adxxawv dégog, pué ) Porjfeta @y Omolwy EmTvyydverar 1) wAbov ixavomouyTing
avaloyla petald 100 Syxov Tob mveduovos xal Tic Empavelas Tov, aé glyxgion
Ué T HovoxVTTapovs 6eyavioovs.

“Ouws 8les adrés of xAaoixés Evvoies ol Gvagegdueves o€ petTErjoels, ovy-
noloeig xal dvaloyles, »al oi omoies dpeldovrar xvolwg ovov Thompson, ernei-
Lovtar 0é wa Paotxn) Goyn 1 omola uéypu orjucoa elye yiver dexti), 6tv dnladij:
oi Prodoyinés pevafolds daxolovlody uia ocvveyy Suoloyevn) xal xavovixy mogela.
Avervyds 1) Goyr) adry) dév patverarva ioydst, xabdoov ddvvarel va Eoumpedoet Tig
dvdpales dmipdveies xal doués mod magovardlovrat oTovs mvedpoves, ora &vrepa,
oty xapdia xal oty Eyxépalo. *AvribéTws, To melpapa xal 1) magatignon paverar
va &vbagedvovy iy dmoyn dri moAdd Brodoyixd cvoTiuata elvar dovveyl], dvouoto-
yevt) xol avdpoia. ‘H pelérn vdv ovornudrwv abrdy dmavrel v1) Onuoveyia
véwy mootlmwy, véwv povtélwy. To mid yapaxtnoloTind yrdotopa 1@y cvoTnudTwy
n10d cvvavtd xavels oy) Pvorodopla elvar 1 morvmAoxn dows) tovs. To va ovumegr-
AdPet xavels Blo adrd 1oy mhoDro mod magoverdlet pia uotodoyuxr) Astrovpyia
xal dour) 0é &va udvo povrého elvar 6 mowragyinds Pacixds oxomds Tijs obyyoovns
Buodoylas. “H T'ewuergla té@v fractals, 1j émoia 6mwg eidaue doyodeivar pé mo-
Mmlores yewueroinés pogpés ol moles 0év elvat dualrés ofite Guotoyeveis, avolyst
véovs Boduovs yia 1) ueléry @ Siapbowy poppdv xal Asttovepidy Ty émioTij-
un tijc Pvorodoylag. I'ia va umopéooue va mepLypdypous edxoAdTega Ta mALoVEXTT-
pata 7w véwy adrdy évvoidy Ba dmevBvuloops of abvroula pegixés xAadixés Gew-
oles perprjoewy, ovyxplocwy xal dvaiopidy.

M. dvalopia vy omola dpellope 670 dbdvare avedua T@v mgoydvwy pag
elvar 1) meoplpnun «yovor) Touwir. “Av Siargéooue éva a [ f

|

|

ed0byoaupuo Tuijua oé 8bo dAla Tujpata wixovs a xal B, Fror dote va ioydoet 1j oxé-
on (a+B)/a=a/B, vdre 6 Adyos a/f=(14V & )[2=1.618..., naleivat 1} yovor o~
W) xal onueidverat ovviifws pé vo yoduua @. ‘O Kepler dmoxaiobos vdv dgibuc
@ «Belo dvadoylar. “H dvaloyla tijs yoveiis touijs Exet &g yrworor magarnonbet
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otig duaordosis 1ov ITaglevdva xal aé éxeives diapdowy dyyelwy tijc idlag Eroyis.

‘H dvaloyla tijc yovoijc Toufic magdysrar émione dmo vy drolovBia Ty
dotbuav 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,..., 6mov xdle Gpog elvar 16 dfgoioua
1@y ddo moonyovuévwr Tov. Oi Sgot Tijs dxolovbiag adrijs elvar yvworol i «doibuoi
1ot Fibonaccin xal dpeidovrar otdv wabnuarixd tod 130v aidva Leonardo vijg
Iilag nod elvar yvwords énione xal d¢ Filtus Bonacci. To anAirov xdfe doibuov
77j¢ drolovliag meds T0v moonyolueyd Tov Telver aa) yovon Toun) @. “Eyoue: 13/[8
=1.625, 21/13=1.615, 55|34=1.618 x.0.x.

‘H davaloyla mod magovaudlovy oi dgibuol Fibonacct &yev maparmonfei
oty Aoy 1@y @ildwy dtapdowy puTdy (dmws To 1jAtoTEdmI0) (¢ TEOS TOV R0QUG
Tovg. 1oy dvbowmo, 6 Adyog To¥ dvacTiuatrds Tov meds TNy GndoTacy Tod dupaiod
dnd va ddxrvia @y modidy elvar megimov loog mpog i) yoven toun) (1.62). ‘H
dvadoyla Tdv doibudv Fibonacci &yer émioms maparnendet Stu ioyder dv uéoe
010y awveduova Tod avfpdmov.

Exvog damo tic 8o adrés dvadoples mod dvagépaue dmdoyovy xal dAleg
ué tic dmoies Eywav mgoomdieies va meguypapoty didpopa Proloyixa cvoTiuara.
"Ag Bewprjooue Tov mvedpova Tod dvlgdmov [Zy. 3]. Kabag diaxiadilerar 16 fpoy-
£#0 ovotnua, 10 pijos éxdotov xAddov Elarvdwerar. Mia BOcwpla mod xduvet
xo7on T@Y xAacixdy dvalopidy xal mod Vmobérel St 10 Pooyyixd dévdgo elvar
duotoyevés xal 6ri 6 Syxoc 10 dépos VmodimAacidlerar Srav ustafalvoue dno o
diaxAddwon oviy Enouévy, moofiémer bri oi duduetpor @Y xAddwy 0o Elattdvovral
dxodovBdwras xdmora éxlevixy) ovvdotnon. “H magatijonon xal 16 melpapa mioTo-
mowoty Gve 7 medPAeyn émalnbederar uéygr vy 10y diaxiddwon, pera Ty omola
16 mewaparixa dedopéva dmoxdivovy cvoTnuatixg Gmo Exelva mod moofAémet
7 dxbevinn) ovvdprnon. “H dndxiion adry dpsiderar ovo peyovds St 1) meguyoagn
100 Pooyyixod 8évdpov dia T@v xAacix@y dvaloyidv dév laufdver Vndyn Tic peta-
Poiés mod magovoidlovrar oty xdle xAddo. Zvo onmueio adro dxpifds yherat
%) pevdfaony and tic xAacixés pebddovs oé éxeives mod magéyet 7 Iewuetola Ty
fractals.

‘H Oecbgnon to6 mvedpovos ds fractal mapéyet punyoviopo 6 omoios AaupPdvst
Sndyn Tic ds dvo peraPolés. > Amodeixvierar 8ti 1 cvvdpryon ot Weirstrass mod
dvagpégaue oty doyr Tis SuAlas odnyet of oyéon 1j omola magéyet 1) péon dud-
peTgo T(z) T0d Pooyyixod xlddov z-vdéews. “H oybon adry) elvar r(z)=A(z)/
2P, Smov A(z) elvar xdnota megioduxy) ovvdprnon, xal D 1) fractal dudoracy mod
drriotouyei otis peraforés mov magarngotvrar otods Ppoyyixods xAddovs. ‘H
modfAsyn mod dlver 1o fractal-povrélo tod mveduovos ué i) Porfeia Tis maga-
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ndvw oyxfoewe ovppwvel whjows ué ta Oedopéva tod merpdparog.

To Zyiua 4 maptordves fractal - yovrélo tod mveduovog. *Ogpelderar ordy
B. Mandelbrot.

Adra & ovvropia 7jfeda va avapéow ypia T yenowudryra vic Néag Iew-
perplag oy Emiotijun vijs DPvoroioylag.

Oa xislow Ty Suidla pé Ty magovalasy tod ovvdiov vod Mandelbrot.
Ipdnetrar mepi évos dmoovsdov 1@y puyadixdy dobudv, dnlady &vdc dmoovvdiov
100 émimédov, 10 Omoio (Ymoavvodo) mpoxibnmrer Srav e dAyefoixn modén dxve-
Astrar émavenupuévos éni uiyadixdy dpibudy. ITagatrnpotue ové otvodo Tob
Mandelbrot pia avetdvtinty évallayn Aemtopcpeiin 1) omola xavamijooet ué Ty
nowxtAia T, Ty noAbmAoxy Bour) 1ng xal Ty mapdbevn xal dwtixy Oa Aéyaue
Spoppid tns. ITordol Ocwpody T6 obvolo tod Mandembrot ds 10 mid moAdmAoxo
dvrixeluevo mod Eyer moté éugaviolel ova Mabnuarixd. Mé 11) Porjfeia évog
oyetina dmlot mpoyoduparos, &vas ‘Ymoloyiotis merapoppdwerar oé Eva eldog
puxgooxoniov ué té dmoio umogodue va dodue 16 gdvogo Tod cuvélov Tod Mandel-
brot 16 dmoio, ovvogo, elvar &a fractal.

Mé vy edrawpla adry) moémer va toviobel dti 7 yorjon Tdv ‘Ymoloyiordw
ot} Newpevola tdv fractals elvat edodrarn xai dnagaivyry. Kabag ué iy mdgodo
100 yodvov 1) dumetpla pag mellet, 6o xal megioodrepo, Sti 7j Pbon elvar yepdrn
ano fractals, oi dudpopot émiotrjuoves doytoav va Epevvody 1oy Todmo Ué Tov dmoio
oynpatilerat &va fractal. Zrny mooonmdfeid tovg avry) 1) Porjfeta mod mooopégovy
ol “Ynoloyiotés elvar moAd peydAn xal moAd onuavtixi, tdTe 1) xavaoxevy) évog
fractal otov ‘Ymodoyioty) @alverar va Epumpeder 10 oymuatiopd uds peyding
nosxtAlag fractals ovy) Pboy.

‘O pnyaviouds Tijc xaraoxevijs Tot ovvdlov tod Mandelbrot elvar amAdg:

Sevixotue pué 10 Sudvopo 28+4-c Snov 2z elvar wa uyabuxs) pevafinry) xai
¢ ndmotog pryadixos apiBuds Tov omoio dtarnpoiue otabepd. Zr) ovvéyeta éxrelodue
diadoyixés modfers g dxolovbwg: Lvo Sudwvpo z2%+-c Oétoue z=0 dndvre Aapfd-
vope &g dmoréAeoua tov doibud c. Oéroue tdpa 0716 ddvvuo z*4-c Smov z T4
¢ xal AauPdvouc c*—+c. Oéroue xal mddt 670 Sudwvpo 224-c dmov 270 c24-c xal
AapPdvope (c®+-c)*+c. Zvveyiloue 1) duadixacia adry) dvtixabiordvras mdvra
0710 284 10 z pé Tdv dptBud mod mpoéxvye Ao TY) moonyoluevy avrixardoracy
x.0.%. ITaparnootue Ote yia peoixés Tipés Tod ¢, Srav 1) mapandvew dadixacia éna-
vadnglei doxerés popés, 10 uéyebog (1) andivtog Tyu)) Tdv mooxvmTdITWY GotbUdy
adfdver dAparwdds xal dmepfaiver Tic Svvardryres olovdimore “Ymoldoyiotof.
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Ebtoyds ol Tipés éxeives o0 ¢ mod 6dnyody of tétota dvembdunra amoveléopata
umogoty va dmopevyfoiy.

T6 ovvoho o6 Mandelbrot amotedeitar dmo 0 abvodo t@v ueyadixiy dgil-
U@ ¢ pee Tovs dmolovs 10 z2-+c mapaubver poayuévo, oes pogés xal dv émava-
In@let 1 magandrw diadixacia.

‘H navaoxevr) 106 orvélov vod Mandelbrot 8év elvat xai tdoo amhi). I'iverat
ué ravdiinio mgoygapuatioud évos ‘Ymoloyiors. To Xy. & dmewxovilel 1o ad-
vodo to0 Mandelbrot. Ta Xy. 6 xal 7 dmetxovilovv peyshivoeis xdmotwy meguoydw
705 &v Adyw ovvdlov. Awevxgwilerat 6ri udvo 1a onueia padgov yoduatog dvijxory
0710 gdvolo o0 Mandelbrot. Ta d$adlowna yodpara elvat fonbnrixa vov “Ysmolo-
YLOTH] L6 Ty Gviyveven T@v onueiwy Tod ovvélov Tod Mandelbrot.

Teletdvovrag 0o 7feda va vovicw va dxdiovla:

‘H onueowy) ouidia udlg éyyilet xal pdiora adbvapa 16 6lo Oéua. Oéiw
va moTebw 6T adro Oév dpeideTar udvo otic megLogLoubves ixavdTTes Tod SuAnT
dAAa mpomavtos oty iia T1) pbon Tob Smo dvdmvén dvrixetuévov xai ois dvoxolles
7Y mapovotdlet 1) éxAaixevor] Tov.

‘H Tswuerola vaw fractals edploxerar dxdua ov1) vpmaxy e nhuxia
xal 010 Me@TO OTddI0 TijS Soydvwars tns. Elvar modd vwelc va yoagel évag *Eni-
Aoyos. “Ouws &va elvat BéBaco, vt oi dpilovres mod dvolyovrar pmpootd s elva

edpdrarol.
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t radius =r

=r/b }

Zyfpa 2.

radius
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Zyfipe 3.
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Iyipe 4.
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Zypae 7.




