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MAOHMATIKA.— Sur certaines propriétés des fonctions quelcon-
ques entre espaces topologiques (premidre partie), par R.
Voreadou*, Athénes. *Avexowvaddydn vmo tod *Axadnuairod x. Kwvorav-

’ . 14
tivov ITarnaiwdvvov.

INTRODUCTION

Dans ([3], p. 219) et ([4], p. 313) S. P. Zervos a introduit deux
généralisations de la notion de valeur d’une fonction définie dans un
espace topologique, qui lui ont, respectivement, permi d’étendre aux
fonctions discontinues le théoréme de Bolzano (respectivement, de Weier-
strass) pour la préservation de la connexité (respectivement, quasi-
compacité) par les fonctions continues, ainsi que, partiellement, le théo-
réeme de Hurwitz sur les zéros-limites des zéros des termes d’une suite
de fonctions. Il considérait uniquement des fonctions a valeurs dans R
(respectivement, C). Ce travail et le livre classique de C. Berge «Espaces
topologiques. Fonctions multivoques» [1] sont 4 1’origine de la recherche
présente, qui sera présentée sous la forme de trois Notes, dont celle-ci
est la premiére. Tout en généralisant les résultats d° S. P. Zervos aux
fonctions a valeurs dans un espace topologique général, nous avons
obtenu nombre de théorémes de topologie générale, qui nous semblent
présenter quelque intérét d’eux-mémes.

Terminologie et notations. Le plus souvent, celles de Bourbaki, avec
C a la place de =. Espace topologique, sous-entend, non vide. Resp. =
respectivement. P = nombre cardinal de I’ensemble P. c-a-d = c’est-a-
dire. Ssi = si et seulement si. | désigne la fin d’une démonstration ou
d’un exemple.

Tout couple (E, T), ot T' est un | - demi - treillis complet de par-
ties de E, contenant & et E, sera appelé, suivant ([4], p. 356), espace
hypotopologique. 1l est commode de mettre T' sous la forme d’une famille
(A1 )1er . Les A seront dits ouverts de l’espace en question. Suivant
([5], p- 5981), si k est un nombre cardinal >2, on appellera O cE
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k- connexe ssi il n’existe pas de partition en k ensembles A; 1 O (donc,
en au moins k tels ensembles). Abréviation: connexe = 2 - connexe.

Soient E et H des espaces topologiques et f une application ¥ — H.
Si xe€E, on désignera par B(f, x) I’ensemble des valeurs d’adhérence de
f au point x.

Soient E et H des espaces topologiques et F une application
E— P(H). En s’ inspirant de la définition donnée dans ([1], pp. 114 - 115),
on dira que F est semi - continue supérieurement (on écrira s.c.s.) ssi 1) pour
tout x € E, F (x) est quasi - compact, et 2) pour tout (x,G), ot xeE et G
est un ouvert de H contenant F (x), I’ensemble {z; zel et F(z) c G}
est ouvert dans E. Notation : En s’inspirant de ([1], p. 26), on désignera
ce dernier ensemble par I't G. [Note historique : Il s’agit, essentiellement,
des semi-continuités d’une application multivoque; elles ont été intro-
duites, indépendamment, par G. Bouligand et C. Kuratowski en 1932.
Voir ([1], p. 114) pour les références etc.]

Remarques l.a. Si F est le filtre des voisinages de x dans E,
B(f, x) = N £(V). Donc, B(f,x)=BI(f, x) et f(x)eB(f, x).

Ve?Z
1.b. Si @ est un filtre sur E convergeant vers x, ’ensemble des valeurs

d’adhérence de f suivant @ est contenu dans B (f, x).

2. I hypothése que E est séparé n’étant pas utilisée dans la démon-
stration du théoréme 3, dans ([1], p. 116), on a, dans notre terminologie,
que: SiF:E—>P(H) est s.c.s. et O partie quasi-compacte de E, aussi F (©)
est quasi-compact dans H. En d’autres termes, toute application s.c.s.
E — P (H) transforme les parties quasi-compactes de E en des parties quasi-
compactes de H.

Proposition 1. Soient k et m des nombres cardinaux, tels que 2 £ k £ m;

soit E un espace hypotopologique et soit ( Ay )1elL la famille de ses ouverts ;

soit H un ensemble, tel que H X m; soit f une application E,—> H; soit © une

partie non vide de E, k- connexe et telle que £(©)2; soient I et J des ensembles
non vides, tels que I < J et T=— m, et soit (H; )jeJ une partition de H, telle
que f(O)NH; =3, quel que soit jeJ. Il existe, alors, au moins un te®,
pour lequel au moins une de deux assertions suivantes est vraie : 1) Il existe
au moins un joeJ -1 tel que f(E)eH; . 2) Si e AiNO, f(AINO) a une

intersection non vide avec au moins deux Hj distincts, tels que jel.
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Démonstration. Supposons que, pour tout £€®, 1) est
fausse. Alors, f(0) = UHj ; done, pour chaque £e€®, existe un unique

lel

H. , tel que f(E)eH, ; on le notera: H, (§). Si tout £ satisfait aussi a la
négation de 2), pour tout £e® existe au moins un lel,, tel que
f(Ar N ©) = H.(y; undes A, ayant cette propriété sera noté A . Alors,

—1 —1

Eef(H,)NO implique que A, NO cf(H.)NO [ici, nécessairement,
=1

v=1 (§)]; donc, f( H,)NO est une réunion d’ A, NO, c-a-d d’ouverts

=1
dans ©, donc f (H,) N © est ouvert dans ©. Comme, par hypothése,
=] =

1
f(H )N O+ <Z (tel), (f(H. )N O)uel constitue une partition de 0,

ouverte dans 0, avec I = m; donc, © n’est pas k-connexe, contraire-
ment a I’hypothése. Donc, au moins un £e® ne satisfait pas a la néga-

tion de 2); donc, au moins un £e€© satisfait a 2). |

Proposition 2. Soient E et H des espaces topologiques, H étant, en
plus, quasi - compact ; soit f une application ¥,—> H ; soit © une partie non

vide de E, connexe et telle que f(0©)>2; enfin, soit F une application
E — P (H), satisfaisant aux conditions: Pour tout x € E, a) F (x) est connexe,
et b) B(f, x) = F (x). Alors, F (©) est connexe.

[Notation : Iividemment, F(0) = U F(x).]

Xe0®

Démonstration. Supposons que F(O) n’est pas connexe. Il
existe, alors, deux fermés H,, H, de H, tels que H,NH,NF (0)= g,
F(©)=cH,UH, et H.NF(0) % & (1=1,2). Ona que {(0) N (H.N F(O)) +* &
(b=1,2). [En effet, si cette assertion n’était pas vraie, f(0) serait
contenu dans I’un des H,, H,; supposons, par exemple, que f(0) e Hy;
comme H,NF (0)# &, il existerait x,€ 0, tel que F(xo)NH,= &, c-a-d
F(xo) N (H, N F(O))s= @ ; mais, f(x,) €eH, et f(x,) €F (x,) =F(@),
done, F(x,)N(H.NF (0)) % &; donc, F(x, ) serait non connexe, contraire-
ment a I’hypothese. |] D’autre part, les ensembles H, N F(0), H,NF (O)
et, si F(0)sH, H—F (0), constituent une partition de H ; pour celle-1a
et pour k=m =2, les hypothéses de la proposition 1 sont vérifiées.
Ceci et la conséquence évidente f(0) < F(0) de b) impliquent qu’ il existe
(au moins un) £€ 0, tel que, pour tout ouvert A de E contenant E, on a
f(ANO)NH, %@ (1=1,2). Si A, et A, sont des ouverts de E contenant £,
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(f(A,NO)NH,) N (f(A,NO)NH,) = (f(A, NO) Nf (A,NO)) N H,>
(f(A,NA,)NO) NH,; or, A,NA, étant aussi un ouvert de E contenant E,
(f(A;NA,) NO) NH, doit également étre non vide. Par conséquent, quand
A décrit I’ensemble des ouverts contenant & (ensemble qui, manifestement,
est une base de filtre), f (ANO) NH, décrit une base de filtre sur H,.
On voit de méme qu’alors f(AN®)NH, décrit une base de filtre sur
H,.H, (1=1,2) étant fermé dans le quasi-compact H, il est aussi quasi -
compact. Donc, la base de filtre que constituent les ensembles de la forme
f (ANO)NH, posséde au moins un point adhérent y, dans H, . Or, par la
définition de B (f,E), y.€ B(f, £) (\=1,2); donc, 4 fortiori, y, € F(€) (1=1,2).
Donc, pour 1 = 1,2, on a H, 1 F (§) %+ & et, puisque H,NH,NF(0) =&,
H,NH,NF ()= & ; donc, F (E) est non connexe dans H, contrairement a
I’hypothése. Donc, F (O) doit étre connexe. )

Note. Dans le cas particulier ott H est la droite réelle R, pour cha-
que xeH F(x) est un intervalle contenant les «limites d’indétermina-
tion» de f au point x. Ceci montre les motifs des conditions que nous
avons imposé sur F.

Proposition 3. Mémes hypothéses sur E, H, f et @ que dans la propo-
sition 2, avec U'hypothése supplémentaire que H est séparé, donc, compact (resp.
que tout point de E posséde un systéme fondamental de voisinages totalement
ordonné par 2). Soit F une application E—> P (H), telle que

F(x) = f {£(x)} si f est continue en x,

une partie connexe de H contenant B (f, x), si f est discon-
\ tinue en x.

Alors, F () est connexe.

Démonstration. a) Si H est séparé (donc, compact) et f
continue au point x, B(f,x) = {f(x)}. ILa proposition 3 est alors un
corollaire immédiat de la proposition 2. b) Supposons que tout point
de E posséde un systéme fondamental de voisinages totalement ordonné
par —. Dans ce cas, on répéte la démonstration de la proposition 2
jusqu’_atu point ot on voit qu’il existe £€®, tel que, pour tout ouvert A
de E contenant £ on a que f(ANO)NH.=*<g (=1, 2). Soit A un
systéme fondamental de voisinages de £ totalement ordonné par 2 ; pour
tout Ueyy, fWUNONH, @ (=1, 2). Comme f(§)ef(®) € H,UH,,
soit f(E)eH,, soit f(E)eH,. Le traitement de ces deux cas étant entie-
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rement analogue, supposons, par exemple, que f(£)eH,. Il existe, alors,
une famille (Xu)ue¥x d’éléments de O, telle que, pour tout U €+,
XueuNo et f(Xu)eH, Soit (f le filtre engendré par I’image du filtre
des sections de v par I’application (définie par) u—> Xu; alors, lim (f =E.
Il y a, maintenant, deux cas a considérer, suivant que f est continue ou
non au point & Si f est continue, lim f(f) = f(E)e F (E). Ceci et le fait
que, pour tout ye-, f(Xu)eH, impliquent que f(E) soit adhérent & H,
dans H. Puisque f(§)eH,, f(E) est aussi adhérent a H, dans H. Les
H,, H, étant fermés, on a que f(E)eH,NH,N F(O), ce qui est contraire
a I’hypothése H NH,NF(0) = &. Si f est discontinue au point &, la base
de filtre f(F) sur H a au moins un point adhérent n dans H (car H est
quasi-compact); m est, donc, valeur d’adhérence de f suivant (f et,
d’aprés la définition de F, on a que neF (£). Donc, ne F(0). Les faits
que HNH,= @, F(E cHUH,, neF (), F(ENH, #* & [puisque
f(E)eF(E)NH,] et F(E) est connexe impliquent que F (§) N H, = &, donc,
que n&H,. D’autre part, puisque, pour tout e+, f(Xu)eH,, neH,=H,,
d’ot1, contradiction. Donc, F (0) doit étre connexe. |
Le résultat suivant est indépendant des propositions 1 - 3.

Proposition 4. Soient E et H des espaces topologiques, f une applica-
tion FE— H et © une partie quasi-compacte non vide de E. Alors,
f(0) = U B(f, x).

T xe0

Démonstration. Supposons que yef(0). Alors, la trace A du
filtre des voisinages dans H de y sur f(0) est une base de filtre, dont
I’image réciproque par f posséde une trace sur O qui est également une
base de filtre (f. Celle-ci a au moins un point adhérent x dans le quasi-
compact 0. Il existe, alors, une base d’ultrafiltre Gf* sur © corvergeant
vers x, plus fine que F, donc une base d’ ultrafiltre (" sur £(0), plus fine
que A, donc convergente vers y. Donc, YeB (f, x). |

Remarque 3. Légalité £(©)= U B(f,x) n'est pas wvraie pour

xe0®

une f quelconque, méme sous des hypothéses trés restrictives sur K, H et ©.
Exemple. Soient E=H=R, 0=[o,f]cR(a<p) et (0)=

=y, §] = R (y<9). Soit x,, x,, ... une suite strictement croissante de

nombres réels <a convergeant vers a et soit f(x,), f(x,),... une suite
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de nombres réels <y'<y possédant au moins une valeur d’adhérence
finie. (On peut toujours choisir f de facon que ces hypothéses soient
vérifiées.) Alors, manifestement, toute valeur d’ adhérence en question
appartient & B(f,a), sans appartenir & f(0) = [y, 8]. |

Proposition 5. Soient E et H des espaces topologiques, tels que tout
point de E posséde un systéme fondamental de voisinages totalement ordonné
par 2 et que H soit quasi - compact ; soient f une application E—> H et F une
application E— P (H), telle que F(x)= B (f,x) quel que soit xeX,. Alors,

F est s.c.s.

Démonstration. Pour tout xeE, F(x)s &. Puisque B(f, x)
est fermé dans le quasi-compact H, il est lui-méme quasi-compact. Il
suffit, donc, de démontrer que, pour tout ouvert G dans H, 1’ensemble
{x; xeF et F(x)c G} est ouvert dans E, c-a-d que, si F (§) = G [donc,
F(E) N =G = & (*)], il existe un voisinage U (E) de &, tel que, pour tout
xey (§), F(x)N = G = g&. Supposons que ceci n’est pas vrai. Alors, dans
tout voisinage U(E) de £ existe xe U(E), tel que F(x)N = G~ . Les
hypothéses sur E entrainent, alors, I’existence d’une famille (Xu)u e+
d’éléments de E, telle que ¥ soit un systéme fondamental de voisinages
de E totalement ordonné par 2 et, pour tout Ue+, X.,eu et
F(x)N=G=@. Soit (f le filtre engendré par I'image du filtre des
sections de A par ’application (définie par) u—> Xu. Alors, lim Gf = E.
F(Gf) est une base de filtre sur H et, pour tout xe€F, F(x)N CC # .
Donc, la trace de F () sur CG engendre un filtre T' sur CG et un
filtre T sur H. Puisque H est quasi-conpact, T posséde au moins un
point adhérent n dans H; comme CG est fermé dans H et appartient &
T’ aussi bien qu’a T, ne C G. D’autre part, n€ F (§), par la définition de
F (€); donc neF (§) N C G, contrairement & (*). Par conséquent, la propo-

sition est vraie. |

NEPIAHYIZ

*Anocronolion elg edoeiav yevirevowv tomoloywx®v amoteleopdrov  tod
u
3. II. ZeoPo¥, tq Pondele xai tod goyov tod C. Berge, 1 ovyyoapels mitvy-
’ ’ 3 \ ’ 5 ’ ’ & ’ ~ &
yaver tv, ént whéov, avevpeoty dapigwv vémv Yewonudrov [evindig Tomoloylag,

apogdvtov glg tddtntag TVLoVedY cuvaeTioewy peTaly TomoloyndV ydowy.



SYNEAPIA THX 4 AEKEMBPIOY 1969 303

REFERENCES

[1] BerGE, C.: Espaces topologiques. Fonctions multivoques. Dunod, 1959.

[2] Boursaxri, N.: Topologie générale, 4¢ édition, 1142, Hermann, 1965.

[8] Zervos, S. P.: C. R. Acad. Sc. Paris, t. 249, 1959, p. 219.

[4] Zervos, S. P.: Ann. Kc. Norm. Sup. Paris, 1960, 4¢ fasc., (Thése), p. 318.
[56] Zervos, S. P.: C. R. Acad. Sc. Paris, t. 260, 1965, p. 5981.

*

‘O *Axadnuainog #. K. Iamaiwdvvov dvaxowvdv 1y d¢ dveo 2oyoastay
gime 1o EEMg :

‘H deomowvig Podiavyy Bogeddov, dvydine tol deiwviotov yewAdyov xal
xadnyntot tov E. M. IToAlvteyvetov Bopeddov, Eomovdace ta Madmuatixd eig
10 Havemorquov *Adnvdv, dolstevovon yevinde el Ao to padfuata xad’ Sha
10 €tn. "Emvygoloa eig tog &Eetdoeic vmorpoqudv 2owreonot ot IKY eloydoin
Gmo tod 1965 2oevvnrindg minotov tod Kadnynrot x. =. II. ZeoBob. Tadv oye-
Twxdv oEVyNTIx®V dmotedeopdrov tng doyetar Sid Tiig maEovong AvarOLVMOEMG
N magovotaotg. Avagéoetar atrn elg v Ieviuny Tomoloylav xal, eiduxdrtegov,
el v yevixgvow dmoteleondrmy dud tag GouVEXETLS GUVOQTNOELS, TG OmOTH EiyEV
avevger 6 2. I1. ZeoPde. *Ent nhéov tdv yevireloewv adtdv, dvedoev 1) deomowvig
Booeddov xal dudpoga éviiapégovia véa demofjuata.

"Hon ehotoretar avtn amo Erovg elg Jixdyov, (g vméroopos tol Iavem-
omutov tod indyov, mAnclov tol diameemols ‘Apeouxavol podmpatinod
S. MacLane.



