350 ITPAKTIKA THX AKAAHMIAZ AGHNQN

‘O PBadpog Veppindic AmetpwTixdtyrog dmehoyioDy dux Tob Témou Corczynski,
og Eppavilovrog rakidde Thv énidpacwy Tod whdtoue. ‘Ex Tic Swwvopdic wob Badpod
Feppiniic HretpwTindTyTog HTig dtdeTan elg TOV ykpTNY 4 mapaTneeiTon GTL T RO
44Y% mepBddher Thy pdlhov pewiy weptoxy THe Srepedic Fhddoc, MoaneSoviag %ol
Opdrng, dvd Tag dpewde meproxde Tie Iehomowhoon mepuxhelsr % xapmidy 36%. Eic
Ty TopdrTiov (dvny Tiig avatoludic ‘Eihadoc, 6 Baduog dretpwTinéTrTog sivot dved-
7epog %t 5-10% Tob enpetovpévon ele Thv mopdnTiov {dvay T dutindic Fahd-
dog, #TL 3¢ dvartepog eslvaw clg v wapdxTiov (dvny T dvatohwdic MaxeSoviag
xol Opdnme.

‘H ént ©§ Baoer 7ot Badpold deppixiic Ameipwrtindtytog xatdTaby Ty mepLo-
16y i “EAA&Sog, 2yéveto odyl dux Ti¢ w6 wob Gorezynski doxppolopéyvng »hipo-
%0g A& ¢ ETépac mpooxppolopévre Tekslwg xal wpog T dvricTougoy xAipana Tob
étmotou elpoug Sepponpacing. Zuppdvwg 38 wpog THy véav TadTny %hipere, ave THY
xevTowny Gpeviy Stepexy EAradax, iy Oeooaiioyv, thy Maxedoviay xod whyv Evddyw-
pav Tiic Opdune, 6 Batmos Feppindic AmerpwTindryTog TANGaler Tog mpwTag Pordpi-
dog TOb HwelgwTixod THmOV, %aTe B THY Aoy ywpayv Emixpatel 6 Timog Tob Palaoc-
olov uetafarinod xMpatog, Thny onpelwy Twey Tob votiou Alyatou, elg T émoio ol
Tipal 7o Padpod deppindic AmepwTindTnTog péhig whnowklovy Tov Paidootor Timov.

FEQMETPIA. -Remarques sur les lignes de courbure®, par René
Guigue. "Avexowddn Omo «. K. Makrélov.

I— La lecture d'une communication de M. 7). Mitrinovitch a I'Acadé-
mie d’Athénes! m’a suggéré un certain nombre de remarques que je crois
de nature a intéreseer les lecteurs de cet intéressant travail.

Elles concernent le second des probléemes de M. 0. Mitrinovitch que
l'on peut énoncer ainsi:

Déterminer les surfaces dont les deux systemes de lignes de courbure se
projettent sur le plan x oy suivant deux familles de courbes orthogonales.

Je le considérerai comme un cas particulier du probléme plus général
qui suit:

Déterminer les équations lhincaires aux dérivées partielles du second
ordre pour lesquelles les caractéristiques sont des lignes de courbure des sur-
faces intégrales.

1° Exprimons d’abord que les deux familles de caractéristiques d’une
équation linéaire du second ordre

# RENE G6UIGUE.— Mapatnpricels £nil 1OV ypoxpudV RXPAVASTNTES.
' Praktika de I’ Académie d’ Athénes, 10, 1935, p. 480.
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Ar+2Bs+Ct H (1)
sont orthogonales; r, s, t ont les significations habituelles

aaz - azz B 027
ox? ' D= axay ) ayz .

Si l'on désigne par a et f§ les deux racines de I'équation du second

degréeng—i
dy? opdy -
A(E) 2B +C=0 (2)
on a:
atp-2 7, aB-. 3)

Nous voulons que les deux directions 1,0,p +aq et 1,8, p + fq soient

orthogonales, ce qui exige
l+aB+(p+aq(p+pq)-0
ou, apres quelques calculs
A(l+p?)+2Bpq+C(1+49%-0. *)

2° Cherchons maintenant la condition pour que les caractéristiques
de (1) forment un systéme conjugué sur les surfaces intégrales.

Soient dx, dy et dx, dy les deux caractéristiques. On doit avoir

rdx 0x + s (dx 0y + dy dx) + tdy dy O

ou r+s(@+B)+taf 0
ou encore, en tenant compte de (3)

Ar+2Bs+ Ct . 0. (1)

La condition cherchée est donc que le second membre H de (1) soit
identiquement nul.

En résumé, par combinaison des deux résultats précédents, on peut
énoncer le théoréme suivant:

Les caractéristiques de I'équation
Ar{+2Bs+Ct 0 (1)
onw A, B, C vérifient la rélation
A(l+p)+2Bpq+C(1+q) 0 )

sont lignes de courbure pour chagque surface intégrale.
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II.— Donnons quelques exemples.

Premier exemple—Prenons pour B la valeur 0, pour A la valeur 1 + q?
et pour C la valeur — (1 + p?). La condition (4) est alors satisfaite et 'équa-
tion (17) s’écrit

(1 +qf)r—(1+p3)t-0. ©)

Nous n’intégrerons pas cette équation. Nous nous contenterons de rappe-

ler qu'on peut la ramener a la forme
2x+y)s (p+9) =0

par une transformation de contact.
Ses caractéristiques sont

dy ;+\/}_+Vd?
d= 14 q?

Vérifions sur une surface intégrale particuliére de (5) qu'elles sont des
lignes de courbure.
On verra aisément que (5) admet la solution

z —log cosx + log cosy. (6)
L’équation des lignes de courbure
[s(1+q?) - pat]dy?+[r(1 + 93 t(L+p?)dxdy+[pgr (1 +p?)jdx>=0 (C)

devient ici, compte tenu de (35)
tdy? rdx? 0,
ou

qui est aussi, comme on l'a vu, celle des caractéristiques.
En tenant compte des valeurs de p et q on trouve pour équations en
termes finis des lignes de courbure de la surface (6)
% T X
th@ i)-ce (3 9)
Y . 2% x4
tg(f2 4) Ccot(2 4)

Pour une étude détaillée de la surface (6) on pourra consulter 7isserand'.

W A

! TISSERAND, Recueil complémentaire d’exercices sur le calcul infinitésimal, p. 347
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Second exemple.— Prenons A . C=pq; alors 2B=q? - p?si l'on veut
que (4) soit vérifiée. L’équation (1’) devient

pqr+(q® -p%s pqt-0 (7)
Les équations des caractéristiques de (7) sont
|pgdy* (q* p*dxdy —pqdx*=0
|dpdy = dqdx

La premieére donne pour Y es deux valeurs 2 et .

dx q
Donc le premier systéme de caractéristiques est défini par les deux

équations
pdx+qdy-dz -0, dpdy-dqdx
et le second par
pdy=qdx, dpdy-dqdx.
Le premier systéme de caractéristiques admet les deux combinaisons
intégrales
dz=0, pdp+qdq-0
d’ou 7 O p2+q2=0

et en posant f - @(a) ou a l'intégrale intermédiaire

P*+q’ = o(2) (8)
qui admet 'intégrale compléte

dz. “_ .
e _ax+\/1 o y+b.

Ce premier systéme de caractéristiques (donc de lignes de courbure des
surfaces intégrales) est situé dans des plans paralléles au plan xoy, ce qui
nous laisse prévoir en particulier les solutions constituées par les surfaces
de révolution autour de oz (ce que Pon vérifiée d’ailleurs sans peine).

L’équation (7) de notre texte n'est autre que 'équation (§), de M. D. M-
trinovitch!.

Citons quelques cas particuliers de surfaces qui sont solutions de (8) et
par suite de (7).

1° Les surfaces de révolution autour de oz, déja citées.

2° Les cylindres d’axe ox, ou d’axe oy.
3° Les surfaces & pente constante pour lesquelles p* + q? = k? k désignant

U Praktika de I’ Académie @’ Athénes, 10, 1935, p. 482.
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une constante. Ces surfaces sont développables, donc un systéme de lignes
de courbure est constitué par les génératrices rectilignes de ces surfaces.
Au sujet de surfaces intégrales de 'équation (8) nous ferons une inté-
ressante remarque géométrique. La quantité p? + q2 vaut tg%w, en désignant
P par o Pangle de la normale a la sur-
face et de l'axe oz. Par conséquant la
relation
P*+aq’ 92

exprime que P'angle o garde la méme

valeur tout le long de la section I'
de la surface par un plan perpendicu-
laire a oz (ligne de niveau). On retrouve

a le fait que I' est ligne de courbure

comme conséquence du théoreme de
Joachimsthal puisque le plan z- Cte
coupe la surface sous un angle constant.
L’équation (7) est l'équation des
Surfaces Moulures.
On montre qu'on obtient une Surface Moulure quand on cherche a
déterminer une surface sur laquelle un point pesant doit étre assujetti a
rester pour que, si on 'abandonne sans vitesse en un point quelconque de
cette surface il glisse suivant une ligne de plus grande pente.

Il est d’ailleurs possible de donner une solution pirement géométrique
du probleme de M. D. Mitrinovitch.

M désignant un point quelconque de la surface on veut que langle
droit formé par les directions principales MT, MT’ se projette sur le plan
xoy suivant un angle droit. Pour cela il faut et il suffit que P'une des tan-
gentes principales MT soit paralléle au plan xoy et 'on obtient ainsi un
premier systéme de lignes de courbure constitué par les courbes de niveaux
z=cte, pnisqu'une courbe dont les tangentes sont paralléles a un plan fixe
est une courbe plane. Si Pon fait maintenant la représentation sphérique
de la surface, le théoréme de Joachimsthal nous indique que les lignes de
courbure de ce premier systéme sont représentées sur la sphére par une
famille de cercles paralléles, de poles P et P, la droite PP’ étant paralléle
a oz Par suite les lignes de courbure du second systéme ont pour repré-
sentation les grands cercles passant par P et P’ Ces dernieres sont donc
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des courbes planes situées dans des plans paralléles a oz, de plus elles sont
égales, et la surface est par conséquent engendrée par une courbe plane
située dans un plan qui roule sans glisser sur un cylindre d’axe oz. On
retrouve la définition classique des Swurfaces Moulures.

On constate de plus que les lignes de courbure du second systéme sont
aussi lignes géodésiques puisque leur plan osculateur contient la paralléle
MZ a oz et par suite que leur normale principale est la normale MN a la
surface.

Troisieme exemple.— On peut rapprocher de 'équation (7) qui fait lobjet

de lexercice précédent la suivante

(1+9g)s—pqt- 0.

Ici encore la condition (4) est vérifié. Cette équation exprime que les
section de la surface intégrale par les plans paralleéles au plan x =0 sont
des lignes de courbure. Elle est étudiée dans le Cours d’Analyse de
M. E. Goursat, t. III, p. 69. L'intégrale générale est représentée par le

systéme de deux équations
l z =V i1+a2 {(x) + ay + @(a)

lo—y+q3'(a)+ —]—ﬁf(x)

qui permettent d’exprimer y et z en fonction de x et du paramétre auxi-
liaire a.

Quatrieme et cinquieme exemples.— Nous terminerons par quelques
bréves indications sur deux problémes qui conduisent a des équations aux
dérivées partielles de la forme (1) telles que la condition (4) soit satisfaite.

Premier probleme. — Déterminer les surfaces dont un systeme de lignes
de courbure se trouve dans des plans passant par une méme droite oz.

Second probleme.— Déterminer les surfaces qui admettent un systeme
de lignes des courbure sur des cylindres circulaires coaxiaux (d’axe oz).

Dans le premier problé¢me on doit avoir

y wax, dy vadsx, d}-}’ :-dxl.
En remplagant dx par x et dy par y dans l'équation (C) des lignes de

courbure on est conduit a '"équation

x| y(+q) +pax|r+|yAl +93) x21 +p3)|s—y[x(l +p?) +pqy|t=0.
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On constate aisément que la condition (4) est vérifiée. On verra de méme
que le second probléme conduit & 'équation

y[pay — (U + @)x]r+ (1 +q9x2  (1+pIy?|s - x[pax—(l +pYy|t=0
pour laquelle la condition (4) est encore satisfaite.

Malgré Pintérét incontestable de ces deux problémes nous n’en déve-
lopperons pas la solution compléte, car cela nous entrainerait trop loin.
Nous nous contenterons de signaler que le second est I'extension aux lignes
de courbure du probléme suivant, étudié pour la premiére fois par Bianchi.

Déterminer les surfaces qui admettent un systeme de lignes asympto-
tiques situé sur des cylindres coaxiaux. (On est conduit 3 une équation du
second ordre dont l'intégration se rameéne a celle de /’éguation de la Chaleur).
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FEQMETPIA. — Remarque sur les surfaces de translation*, pa» Dragoslav
8. Mitrinovitch. Avexowandn vmo x. K. MatéCov.

I.— La détermination des courbes situées sur la surface
z - F(x,y), M
dont larc est une fonction donnée des coordonnées x, y, z, 4 savoir,
S (P(X, Y, Z)
* DRAGISLAV S. MITRINOVITCH,— Mapxtripncig Eni 1oV Emoaveidv peraficewns.



