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IEQMETPIA.—Uber Flichen deren Kriimmung allgemein beschriankt
ist*, von C. Carathéodory.

1. Von einer Fliche S wollen wir sagen, dass ihre Kriimmung allge-
mein beschrinkt ist, wenn die (erste) Kriimmung simtlicher geoditischer
Linien von S in jedem ihrer Pnnkte eine feste Schranke M nicht {iber-
trifft. Diese Forderung ist gleichwertig mit der anderen, dass alle Haupt-
kriimmungsradien, abgesehen vom Vorzeichen, in jedem Punkte von S
nicht kleiner als 1: M sind. Man sieht also, dass die Flichen, die wir
betrachten wollen, mit denjenigen zusammenfallen, die auch vom naiven
Standpunkt als schwach gekriimmt erscheinen.

Fiir die Untersuchung derartiger Flichen kann man selbstverstindlich
M=1 setzen, da man dies immer durch eine Ahnlichkeitstransformation
erzwingen kann.

Es ist ferner zweckmissig die Klasse der betrachteten Flichen mdog-
lichst zu verallgemeinern und nur solche Eigenschaften von ihnen zu
verlangen, die wirklich bei den Beweisen gebraucht werden. Wir werden
infolgedessen von unseren Flichen S folgende Eigenschaften voraussetzen:

* K. KAPAGEOAQPH. — Ilgpi émgavaidv pué nencpaopévny yevirAV RaproAidtnia.
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a. jede unserer Fldchen ist das topologische Bild einer analytischen
Flache.

b. je zwei Punkte von S koénnen durch rektifizierbare Kurven, die auf
S verlaufen, verbunden werden. Jeder derartige Kurvenbogen, der zwei
gegebene Punkte A und B von S verbindet und dessen Linge moglichst
klein ist, hat eine Durchschnittsbiegung, die nicht grdsser als Eins ist’

c. unsere Flichen besitzen in jedem ihrer Punkte eine Tangentialebene.

Bemerkung. — Die Existenz von Tangentialebenen kann aus der Eigenschaft
b) abgeleitet werden, wenn man postuliert, dass durch jeden Punkt von S mindestens

zwei Kurven der Fliche hindurchgehen, deren Tangenten nicht zusammenfallen. Auf
diese letzte Einzelheit will ich aber hier nicht eingehen.

2. Die folgenden Uberlegungen beruhen auf zwei Sitzen, die Z. A.
Schwarz fir Raumkurven aufgestellt hat, deren Kriimmung konstant
ist, und die sich ohne Miihe auf unseren Fall verallgemeinern lassen?; sie
lauten :

Satz 1. Ein Kurvenbogen von der Linge | =< n, der mut allen seinen Teil-
bogen eine Durchschnittsbiegung = 1 besitzt, hat keinen einzsigen Punkt im
Inneren ecmer belicbigen Einhetlskugel, die thn in trgend einem seiner
Punkte beriihrt.

Satz 2. Die Entfernung der Endpunkte des socben betrachteten Kurven-
bogens st nie kleiner als die Sehne eitnes Bogens des Einheitskreises von
derselben Linge 1. Insbesondere st diese Entfernung = 2, falls 1= ist.

Nun betrachten wir eine Fliche S, welche die Eigenschaften a,) b,) c)
des vorigen Paragraphen besitzt, und auf dieser Fliche einen beliebigen
Punkt A. Es sei ferner Ma die Menge aller Punkte von S, die man mit A
durch eine Fldchenkurve verbinden kann, deren Linge < = ist, und mit
Na seien die iibrigen Punkte von S bezeichnet. Die allerkiirzeste Flichen-
kurve, die A mit einem Punkte P von M. verbindet, besitzt nach Voraus-
setzung, ebenso wie alle ihre Teilbogen, eine Durchschnittsbiegung < 1;
ihre Linge ist ausserden < m. Nach dem Satze 1 darf also der Punkt P
nicht im Inneren einer der beiden Einheitskugeln %, und %, liegen, die die
Fliche S im Punkte A beriihren.

! Fiir die Definition der Durchschnittsbiegung siehe C. CARATHEODORY. Untersu
chungen iiber das Delannaysche Problem der Variationsrechnung, A464. aus dem math.
Sem. d. Hamburgischen Universitit 8, 1930 p. 32-55.

*a.a. @. p. 37 und p: 39
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Satz 3. Mit den obigen Bezeichnungen darf kein Punkt won Ma m
Inneren von w oder s lregen.

3. Wir nehmen nun an, dass die Fliche S, deren Geschlecht auch
grosser als Null sein darf, ganz im Endlichen liegt, geschlossen ist und
den Raum in zwei Gebiete zerlegt. Gibt es dann einen Punkt B von S der
im Inneren von % oder # liegt, so gehdrt B zu Ni und die geoditische
Entfernung zwischen A und B ist > a. Auf jeder Flichenkurve, die A mit
B verbindet gibt es dann mindestens einen Punkt C, dessen geoditische
Entfernung von A gleich n ist. Nach dem Satze 2 ist dann die geradlinige
Entfernung zwischen A und C mindestens gleich zwei. Gibt es aber keinen
Punkt B von S, der im Inneren von % oder x», liegt, so liegt eine dieser
Kugeln z. B. »; ganz innerhalb von S und es muss dann ein Punkt C von
S, dessen Entfernung von A mindestens zwei ist, auf dem Halbstrahl
liegen, der von A ausgeht und den Mittelpunkt von % enthilt. Es gilt
daher der

Satz 4. Auf jeder geschlossenen Fliche, deren Krisimmung allgemein
= 1 it und die den Rawm wn zwer Gebiele zerlegt, kann man zu jedem
beliebrg gewdhiten Punkt A mindestens einen Punkt C zuordnen, dessen
Entfernung von A grisser oder gleich swet 1st. .

4. Bs sei wieder B ein Punkt unserer Fldche S, der im Inneren von
% liegt. Lassen wir A und B irgendwie auf der Fliche S wandern, sodass
sie schliesslich zusammenfallen, so gilt es bei dieser Bewegung mindestens
eine gleichzeitige Lage A; und B; unseres Punktepaares, fiir welche die
geoditische Entfernung zwischen A; und B; genau gleich = ist. Die
geradlinige Entfernung von A; und B, ist dann mindestens zwei. Hieraus
folgt durch Umkehrung der

Satz 5. Es sei S eine Fliche derven Kriimmung allgemern = 1 ist. Es
soll moglch semn je zwer Punkte won S, deren Entfernung < 2 1st, durch
Bewegung auf .S so auwf etnen Punkt zusammensuziehen, dass wikrend dieses
Prozesses die Entfernung der Punkte bestindig < 2 bleibt. Dann kann kein
Punkt von S 1 Inneren irgend einer Emmheitskugel » liegen, die S berihrt.

5. Es ist sehr leicht zu sehen, dass die Voraussetzungen des letzten
Satzes fiir jede konvexe Fliche gelten, deren Kriimmung allgemein = 1 ist.
Wir erhalten auf diese Weise einen neuen Beweis fiir einen Satz, den
W. Blaschke unter ein wenig engeren Voraussetzungen abgeleitet hat.

! W. BrAscHKE. Kreis und Kugel. Leipzig (Veit), 1916, p. 118.
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Hieraus kann man einige interessante Folgerungen entnehmen. Z. B.
folgt aus dem Satze von Blaschke, dass wenn S eine konvexe Fliche ist,
deren Kriimmung allgemein = 1 ist, die Mittelpunkte der Einheitskugeln,
die keinen Punkt ausserhalb S besitzen, eine Punktmenge S; bilden, die,
falls sie mehr als einen Punkt enthilt, ebenfalls konvex sein muss. Gibt
man sich umgekehrt eine beliebige konvexe Punktmenge S;, so erhilt
man S durch eine Liesche Dilatation.

Man kann auch ohne grosse Miihe eine Verschirfung unseres Satzes 4
mit Hilfe des Satzes von Blaschke erhalten, wenn man noch ausserdem
den Satz bewiesen hat, dass die konvexe Hiille einer Fliche S, deren
Kriimmung allgemein < 1 ist, dieselbe Eigenschaft besitzt.

Wenn ndmlich der Punkt A, der im Satze 4 betrachtet wird, auf einer
Stiitzebene von S liegt, so kann man von C verlangen, dass sogar seine
Entfernung von dieser Stiitzebene mindestens gleich zwei sein soll.

Zwer parallele Stiitzebenen unserer Flichen haben also vmmer eine Ent-
fernung, die mindestens glerch zwer 15t.

Die obigen Sitze sind mehr oder weniger zufillig entstanden; sie
scheinen aber zu zeigen, dass ein systematisches Studium der Flichen, die
wir betrachtet haben, lohnend sein diirfte.
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