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de Gréce, 10, 1, 2, 1929, jai donné sur la forme d’'une fonction f(z) méro-
morphe dans un cercle de rayon quelconque, quand a lintérieur de ce
cercle son développement en série de Taylor est a coefficients rationnels, le
théoréme suivant:

«Une fonction méromorphe dans un cercle de rayon % quelconque  ne
saurait étre représentée par un développement de Taylor & coefficients ration-
nels sans se réduire & la somme d’'un quotient de deux polynomes a coeffi-
cients entiers et d’une fonction @ coefficients rationnels, holomorphe dans le
cercle de rayon %».

Dans la présente Note je me propose de donner une généralisation
de ce théoréme en cherchant la forme d’autres fonctions qui dans un cercle
de rayon donné aient non seulement des pdles, mais, de plus, d’autres points
singuliers, par exemple des points critiques logarithmiques'.

Supposons que la fonction f(z) admette les points critiques logarithmiques
Gy Aoy ... Oy, & lintérieur d’un cercle C de rayon r, décrit de lorigine
comme centre. Alors on peut poser f(z) sous la forme

(1) f(z)=A1(z-0,) + A,l(z-0tp) +. . .+ A,l(z-a,) + 9(2)

Ay, Ay ... A, étant des constants et ¢(z) une fonction holomorphe dans le
domaine des points a,, a,,... a,. Supposons que ¢(z) soit méromorphe a
Pintérieur du cercle C (pouvant admettre des points singuliers, n’importe
de quelle espéce, sur la circonférence de ce cercle).

Cela posé, nous remarquons qu'en prenant les dérivées de deux mem-
bres de I'égalité (1), on trouve

A ,
o ¢ (2).

Z-0tg Z

)=+
On voit maintenant que les points critiques logarithmiques et les
poles de la fonction f(z) sont tous des poles pour sa dérivée f(z). Donc la
dérivée f'(z) n'aura que des poles a lintérieur du cercle C.
Supposons maintenant que le développement taylorien de la fonction
f(z) soit
(2) f(2)=a,+az+a,2? .. .+a,2"+...

! On dit que le point o est un point singulier critique logarithmique pour une fonc-
tion f(z) donnée, lorsque cette fonction peut se mettre sous la forme
f(z) = Al(z-0) +£,(2)
A étant un nombre constant et f(z) une fonction holomorphe dans le domaine du point «,

et 1 désignant le logarithme népérien.
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et que tous les coefficients a, soient des nombres rationnels. Dans le cercle
de convergence de la série (2) on aura

f(z)=2a,+2az+. . Ava,z"+. ..
on voit par 12 que les coefficients du développement de la dérivée f'(z) en
série de Taylor sont aussi des nombres rationnels. Donc, d’aprés notre
théoréme ci-dessus mentionné, la fonction f'(z) ne peut que se réduire a la

somme d’'un quotient Q(() de deux polyndémes a coefficients entiers et

9(2) =D, +byz+bZ*+. . 42 +. ..
a coefficients rationnels, holomorphe dans le cercle C. On aura donc

()= 22+ 9(c)

P(z)
z) =/Q(Z) dz +/go(z)dz.
Mais dans le cercle C de sa convergence la série p(z) peut étre intégrée

termes a termes. Alors on aura

d’une fonction

et par suite

fcp z)dz=Dh 0z+ Lz +~—z +- n+1 22 =z )

On voit par 13 que lintégrale [p(z)dz est une fonction C(z) a coefficients

rationnels et holomorphe dans le méme cercle C.

Dlailleurs l'intégrale f—g% dz, puisque P(z) et Q'z) sont des polynd-

mes, sera de la forme
et

ol B(z) est le plus grand commun diviseur du dénominateur Q(z) et de sa
dérivée Q’'(z), et D(z) un polyndme ne contenant que tous les facteurs pre-
miers de B(z)au premier degré

Mais, comme il est bien connu, les polynémes B(z) et D(z) se calculent
par des divisions qui commencent par la division de Q(z) par Q'(z), tous
les deux ayant des coefficients rationnels. De la maniére dont se succédent
ces divisions on peut voir que les coefficients de B(z) et D(z) sont aussi
des nombres rationnels. Enfin on peut calculer les coefficients de A(z) et
E(z) a laide déquations du premier degré par rapport a ces coefficients,
sous la forme des fonctions rationnelles des coefficients de B(z), D(z) et
Q(z). Par conséquent les coefficients de A(z) et E(z) sont aussi des nombres

rationnels.
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On peut donc écrire

f(z)=

et énoncer le théoréme:
Une fonction f(z) n' admeltant pas dansun cércle de rayon » d'autres points
stnguliers que des poles et des points critigues logarithmiques ne saurait étre
représentée par un développement de Taylor @ coefficients rationnels sans se

rédutre @ la somme dun quotient Ff—) de deux  polynomes a  coeffictents
entiers, d'une fonction C(z) a eoeffictents rationnels, holomorphe dans le

E(z )
D(z)
a coefficteuts entiers, le dénominateur D(z) ne contenant que tous les facteurs

premiers de B(z) au premier degré.

E(L
D(7

cercle de rayon r, et d’une intégrale d’un quotient —=- de deux polynimes
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