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ANAKOINQZEIX MH MEAQN

MAOHMATIKH ANAAYZIZ.- Sur les fonctions multiplement convexes
ou concaves®, par N. Kritikos. ’Avexovodn 0o x. K. Kapadeodwod.

Dans une note récente communiquée a ’Académie d’Athénes!, M. P.
Montel répond 4 la question, posée par M. Varopoulos, de savoir si une fonc-
tion f(x,y) convexe par rapport a chacune des variables x et y séparément,
est continue par rapport a ensemble des deux variables.

Je m’étais posé cette méme question il y a plus d’'un an et demi et je
lavais résolue affirmativement dans une note datée de Mai 1930, publiée
en grec dans le bulletin de la Société Mathématique de Gréce, tome XI
(1930), p. 21—28, et qui a paru en octobre 1g93o. Comme conclusion, j’y for-
mulais le théoréme suivant:

Une fonction réelle f(x;, Xs, . ., xn) de n variables définie dans linter-
valle 4 n dimensions

(1) A< = by, (j:I, 2, .., 1)
bornée et convexe® par rapport a chacune des ces n variables séparément,
est continue par rapport a Pensemble de ces variables.

Dans ma démonstration, qui procédait par induction compléte, je faisais
voir qu'une fonction f(x;, . ., Xn—, Xn) continue par rapport a 'ensemble des
n- 1 variables xy, ... Xn—, bornée et convexe par rapport 4 xn» dans l'inter-
valle (1), est continue par rapport a 'ensemble de toutes les n variables.

Jai remarqué depuis qu’on peut remplacer 'hypothése de la convexité
par Phypothése que f(x;, .., Xn 1, Xn) est concave par rapport a Xa, car si
f(x; . . xn) est concave, —f(xy, .., xn) est convexe par rapport & x». Ceci m’a-
meéne a formuler la généralisation suivante de mon premier théoréme:

S7 une fonction réelle 1(xy, . ., ") définie dans U'intervalle
a;< x;< bj (j=1,.. %)

est continue par rapport a certains groupes des varwables, bornée et convexe ou
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! PauL MONTEL, Sur les fonctions doublement convexes et les fonctions double-
ment sousharmoniques, Praktika de I’Académie d’ Athénes, séance du 5 novembre 1931.

? Une fonction réelle f(x) définie dans I'intervalle a<x<b est dite, suivant Jensen,

+x, (%)= {3t %, \ s (s,
convexe ou concave, selon que f(z(»' éﬁ-) < fﬁ);L&—) ou f ( 3%) = foe, i)

& 2

toute paire de valeurs comprises dans 'intervalle.
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concave par rapport a chacune des varwables restantes, elle est continue par
rapport & Uensemble des n varwbles.

D’apres ce qui précéde, cette proposition est une conséquence immé-
diate de ma démonstration; elle découle, en effet, du fait quune fonction
f(x1, . ., Xn—1, Xn) continue par rapport a (xi, .., xa—), bornée et convexe ou
concave par rapport 4 Xn, est continue par rapport a ensemble des n varia-
bles. Je me propose de donner dans ce qui suit une démonstration trés
élémentaire de cette propriété.

Pour simplifier les notations, désignons par P le point de coordonnées
Xy, . » Xn— dans un espace Rn— 4 n—1 dimensions et par x la variable xu.
La fonction f(P,x) est supposée continue par rapport au point P de Ry,
x étant fixe, bornée et convexe ou concave lorsque x varie et P reste fixe.
Je remarque dailleurs que f(P,x) peut étre comvexe en x pour certains
points P du domaine de Rn.—; ol elle est définie et concave (ou linéaire)
pour d’autres.

Soit (Po, xo) un point intérieur du domaine & n dimensions ol f(P,x)
est définie. M étant une constante positive quelconque, on peut délimiter
autour du point P, un voisinage V, dans R, et, d’autre part, trouver un

nombre positif h tels que pour tout P appartenant 4 V, on ait a la fois

| (P, xoth)—£(P, xo) | <M,
(2) |£(P, xo_h)£(P, xo)| <M.

En effet, puisque f(P,x) est bornée et convexe ou concave en x, P étant
fixe, il s'ensuit, comme on sait, qu'elle est continue par rapport a cette
méme variable, lorsque P reste fixe. Donc, on peut trouver un nombre
positif h tel que

lf(Po, Xoih>_f(Po, Xo) < %

En second lieu, comme f(P,x) est continue par rapport 4 P, x restant fixe,
on peut délimiter un voisinage V, de P, dans Rn— tel que

| (P, xoh}-(Po, xoh) | < 3

Pour tout P dans Vo, on a alors les inégalités (2).
Représentons a présent par une courbe la fonction f(P,x) de x, lorsque
P est fixe dans V, et x varie dans lintervalle (xo—h, Xo+h), en prenant x

pour abscisse et f(P.x) pour ordonnée, et soit A, le point [xo, f(P,x0)] du
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plan. On voit alors immédiatement qu'a cause de la convexité ou de la
concavité de la fonction, la courbe représentative doit étre située a lintérieur
des deux angles opposés par le sommet que forment les deux droites pas-
sant par A, et ayant pour coefficients angulaires ‘f%—' Donc pour tout x de
lintervalle (xo—h, xo+h) on a

[ £(P.x)~£(P,x0)

M
= 5 l X —Xo
On en déduit pour P dans V, et | x—xo| <h l'inégalité

X—Xo

)f(P.x)~f(Po,xO) <1¥1[ +lf(P,xo)' {128 B

Chacun des deux termes & droite est infiniment petit lorsque x tend vers
Xo et P vers Po, indépendamment I'un de Pautre. Donc f(Px) est continue
par rapport & lensemble de P et de x au point (Po, Xo).

MEPIAHYIE

*Anédeific Tod deworjuatoe. Mia ovvdomnows f(xyy ..., Xn; Yi,... Ym) ovvegns
s meds 16 obvolov v uetaflyrdw Xi A oradegds Tuas T@Y Yj xal xvETY 7]
xollm s mds Exdorny 1w uetafintdy y; o oradegds Tuas @AY Xi evar Guvexn)s
xal i meds T ovvorov twy (n+m) werafinrdw (xi, y;)

Remarques de M. Carathéodory:

La généralisation contenue dans la note précédente du théoréme sur
les fonctions biconvexes que M. Kritikos avait trouvé il y a prés de deux
ans est non seulement importante et intéressante par elle méme, mais elle
permet en outre comme on 'a vu de simplifier d'une maniere définitive la
démonstration de ce théoréme.

On en avait jusqu’a présent, outre la démonstration originale de
M. Kritikos publiée en 1930 dans le Bulletin de la Société mathématique
de Gréce, deux démonstrations de M. Montel contenues dans le fascicule de
novembre 1931 de notre Académie et aussi une note de M. Varopoulos qui
ne contient d’ailleurs qu’'une variante de la premiére démonstration de
M. Montel.

Le théoréme généralisé se déduit d’ailleurs aisément tant de la pre-
miére démonstration de M. Kritikos que de la seconde démonstration de
M. Montel.

Quand M. Varopoulos avait posé & M. Montel la question de savoir si
le théoréme sur les fonctions biconvexes était exact, il avait omis de lui
dire qu'il sagissait d’un résultat déja publié par un autre. Ainsi M. Montel
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a rédigé sa note sans savoir que le théoréme en question avait déja été
traité et il n'a eu connaissance de lexistence du travail (écrit en grec) de
M. Kritikos que par une lettre que je lui ai adressée a la fin décembre 1931.
Il a tout de suite reconnu avec la plus grande courtoisie la priorité de
M. Kritikos et c’est en plein accord avec lui que la note ci-dessus a été
communiquée a4 notre Académie.
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