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"Hon d¢ éEetdowpey v pyviaiav mopelav tijg oxeuxdic Oypasiag xata Ty
adTV xpovixiy meplodov.

‘H péon éwmole mopela Tijg oyemxils Oypasiac xata v Jexaetd meplodoy
1915 — 1924, napovawdlet Ev péoov péytotov xatd pijve Aexépbprov xal &v péoov
&hdyrotoy natd pijve “Toddioy, 7 3¢ xapmdAn te0 ototyeiov tobtov, TapaBadlopévy
npog v Tiic Bvnowpdtytog, Setxvder peydany Spotétyta. Ex todtwy Sdvatar va
ouvay 8, &t 6 dpbpog Oavitwy éx véowv T@V GvamvevoTix@v Spydvwy xal )
oyenxy) Oypacta petabdilova: Spoivg.

‘H napabol) tdv dxpwy Tpdv oxenxils dypaciac xal Bvyoipédtyres, dyet elg
0 oupmépaapa, 8Tt M) péon peyioty Bvmorpdtne mimter tov Emdpevoy pijva éxefvou,
x0’ By mapatnpeltar o péoov Etvjotov péytatov tijg oxettri)s Oypasiag, 7 B8 péon
émnate Edayioty Bymopdtng, tov Embpevov pijva ol Tijg péove Etmolag élaxioTng
axetrijc dypaotiog.

“Ocov depopd i Ti)v mapatnpovpévyy otactpdtyta T®Y Bavdtwy xatd v pijve
Todviey xal iy &nétopov abfnoy adtdy xatd tov pijva Noépbprov, mept by dvepé-
popey dvotépw, vopilopev &t abtar dpeldovtar el T 8,11, nata Todg pijvag Mdiov
xal "OxtdBptov, cupbaivovsty &v *Abivatg dmétopor petabolal tod xatpod, by cuvé-
neto elvar af dvwtépw yapaxtyplotial petabodal Tis mopelag g Ovyoypuétyto,
éxdnobpevon elg dppotépas Tae TMEPITTMCELS xaT& TOV dpéowg Embpevoy pijve.

ANALYSE MATHEMATIQUE.—Sur des algebroides liées rationnel-
lement*. Note de M. Th. Varopoulos. Présentée par M. C. Maltézos.

On sait, d’aprés un théoréme énoncé par M. PAINLEVE en 1902 et
demontré par M. REMouNDOs dans sa Thése de I'Université de Paris!, que
si nous considérons I'équation

u(x)=a

u(x) désignant une algébroide d’ordre v et a une constante, elle admet une
infinité de racines, sauf au plus pour 2v valeurs &, I'infini compris.

* @, BAPONOYACY.—Ilepl THV KAYEBPOEISHV GUVAPTHOEWY GUVSEOMEVAV PNTHE.

U Sur les zéros d’une classe de fonctions transcendantes (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, 2¢ serie, t. VIII, 1906, p. p. 6-17) voir aussi: TH. VAROPOULOS.— Sur les valeurs
exceptionnelles des fonctions algebroides et de leurs derivées (Bulletin de la Société Mathématique
de France, t. LIII, 1925, p. 23-34).
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1. —Suivant les indications precises de M. P. MONTEL je vais conside-
rer une fonction R(x,u) rationnelle en u et en x et former P'équation

R(x,u)=a

Nous allons voir qu'une telle équation a une infinité de recines, sauf, peut-

étre, pour 2v valeur de o aw plus, I'infini compris.

Posons
PP+, . 4B
v=R(x,u)= - i :
QuP+Q,uf '+, .. +Q,
Po, Py,..ty Pa; Qo Qyy ..., Qp étant des polynémes en x* aux detérminations

de uy, uy,..., u, correspondent v detérminations de v A savoir
Rix,6,), K50}, RED)
Eliminons u entre _
f,(&u* +f (Hu"'+...+L,(x)—0
et I'équation
=R u);
a cet effet, formons P'équation en v

1=y,

[1 lU“R(x, ui)J £

=1

elle se met sous la forme

v+ F, (o Ey(x)v'+. .+ F (x)=

=)

les Fi(x) étant des fonctios faciles a former
~Fy(x)=) R(x,u)

F,(x) :2 R(x,u,) R(x,1,)

On voit maintenant que si on considére les équations
V=06t
et §'il y avait pour P'algébroide v(x) d'ordre v, 2v+ 1 valeurs exceptionnelles
alors v(x) se reduirait a une fonction algébrique et il en serait de méme
pour u(x) grace a la relation v=R(x, u)
Nous avons donc démontré la proposition générale suivante:
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Théordme 1.—Soit u(x), une algébroide d’ordre v, et R(x,u) une fonc-
tion rationnelle en u et en x; I’équation
R(x,u)=a
admet une infinité de racines, sauf, peut-étre, pour 2v valeurs de a awu plus.
2. —Considérons toujours une algébroide d’ordre v, u(x), et deux de
ses detérminations. Soit R(x, u;,u,) une fonction rationnelle en u,, u, et x;
envisageons 'équation
Ri(x; v}, 0, )=a
nous montrerons quwune lelle équation admet une infinité de racines sauf,
peut-étre, pour 2v? valeurs de o aw plus.
Formons I'"équation
I1 [U—R(X, 1;, uj)]:O;
4,j

i:l, 2,...,\’
j:l,2,...,V

elle est de degré v donc l'algébroide v sera définie par une équation
2 2 2
VHF (v Fy (x)v 2+ L 4+ F, (x) =0;
v

de degré v? les coefficients de cette équation sont des fonctions faciles
a former:

.............

Si Palgébroide v admettait
2vi+1
valeurs exceptionnelles, ce serait une fonction algébrique, et il en serait
de méme des fonctions
R(x, u;, uj) (=025 )

Ici il faut faire une hypothése sur la nature de la fonction R(x, u;, u;) qu'on
se donne, a cet effet nous voyons que si tous les R(x, u;, u;) sont algébri-
ques on aurait

R(u;, ;)= a(x)

R(u, 1) —B(x)
a(x) et B(x) étant algébriques. En resolvant, on aurait u; algébrique. Donc
u(x) serait une fonction algébrique.

33
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Il n’y a d’exception que si on ne peut pas resoudre; cest a dire que
dans ce cas le systéeme

R(x,u,v)=A

R(x,v,u)=B
n'est pas resoluble. Donc R(x,u,v) est une fonction de R(x,v,u) et de x.
Nous ferons donc 'hypothése qu'il n'y a aucune relation de la forme

F|R(x u,v), R(x.v,u), x]-=0;
par exemple R(x,u,v) ne peut-étre symétrique. sinon
R(x,1u,v) — R(x,v,u)=0
de méme, on ne peut pas avoir
R(x,u,v)+ R(x, v, u) =¢(x)
@(x) étant algébrique’ par exemple
Re=q=v

R=u—v+x
sont inacceptables.
On pourrait dire que R(x, u, v) est une fonction rationnelle indépendante

dans le cas ol F n'existe pas.
Si R(x,u,v) est indépendante on peut toujours resoudre 'équation

R(x, u, u)=0(x)

sinon, STR étant nul, R serait constant pour u=v, et serait donc une
fonction de u—v
R=q(x,u—v)
alors il y aurait une relation entre R(x, u,v), R(x,v, u) et x.
Donc si R(x,u;, v;) était algébrique, u; le serait.

Nous sommes donc arrivés au théoréme suivant:

Théoréme I1I.— Soit u(x) une algébroide d’ordre v et R(x,uy,u,) une
fonction rationnelle en uy, u, et x; si cette fonction est indépendante I’ équation

Rix; v, u,)=u0,

dans laguelle vy, v, désignent deux detérminations distinctes ou non de u(x),
admet une infinité de racines sauf, peut-étre, pour 2v? valeurs de o awu plus.

3.—Etudions maintenant le cas général:
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Considérons l'algébroide d’ordre v: u(x) et un nombre entier et posi-

tif k Zv. Soit
Rifx, w0y, o0y )
une fonction rationnelle en uy, u,,...,ux et en x. Je veux montrer que
'équation
Rz frag ., %)=«

admet une infinité de racines, sauf, peut-étre, pour 2v* valeurs dea au plus.

En effet, formons I'équation

II [’U— Rilss; typitgeon ui)]:O

s k

12 k
=12 oty N
1) = 10Oy
=1, 2, , ¥V

elle est de la forme
k k k
v+ F, x4+ Fy(x)v 2 +....+ F (x)=0
F, F,, ..., Fx designant des fonctions faciles & calculer. L’algébroide v(x)

Y
est dordre vk ; il en resulte qu'elle ne peut admettre plus de 2v¥ valeurs
exceptionnelles. Si elle admettait 2V +1 toutes les fonctions R(36, Uiy Ugyoeig)
k

seraient des fonctions algébriques.
Ici nous faisons une hypothése sur la nature de la fonction R qu'on se

donne. Je suppose qu'on peut toujours resoudre 'équation
R(x, u,u,...; uj=af@)
et alors si R(x, uj, ui,..., u;) etait algébrique u le serait.
Nous arrivons donc a la conclusion suivante:

Théoréme III.—Soiz u(x) wune algébroide &’ordre v et R(x, uy, Uy, ..., ux)
une _fonction rationnelle en x et en ug, u,, ..., ux (K Z£Lv); I’équation

Rifs; vy g5 - .5 M=t

admet un infinité des racines sauf, peut-étre, pour 2v< valeurs de o aw plus,
4.—Soit maintenant une algebroide u(x) d’ordre v, definie par "équation

fx, v)=fu"+f w7 +...+£,=0
et une autre algebroide v(u), d’ordre v, definie par 'équation

g(x, V) =g, v +g v kg =0
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et considérons une fonction rationnelle en u,v et x: R(u,v, x). Nous allons
voir que les équations

R(x, wyv)=a
ont une infinité des racines sauf, peut-étre, pour 2vv' valeurs de o au plus.

Pour le demontrer, posons
w=R(x, u, v)

et éliminons u,v entre les équations

fu'+fu "+, +£,=0

1 1
g+ VT . ga=0
w=R(x, u, v)
’équation en w sera

i,j

H {w—R(x, g Uj)}:0

qu'on peut mettre sous la forme

1 at
F (x)w"+F,(x)w" " +... +F,1(x)=0

\

Fo, Fy,..., Fyy: désignant des fonction faciles & construire’ cette équation
definie 'algébroide w(x) d’ordre vvl. Si le nombre des équations exception-
nelles

w(x)=ot
depassait 2vvi, alors w(x) serait une fonction algébrique et toutes les fonc-
tions R(x, u;, v;) seraient algebriques.

Je puis toujours m’arranger, comme précédement, pour que R(x, u;, v;)
ne puissent étre toutes algébriques sans qu’on puisse en conclure que tous
les u; et les u; sont algébriques.

En particulier si v(x) est une fonction algébrique quelle que soit la
fonction R(x, u, v) qu'on se donneles R(x, ui, v;) ne sont pas toutes algébriques.

Nons avons donc demontré la proposition suivante:

Théoreéme IV.—Soient u(x) une algébroide dordre v, v(x) une alge-
broide d&’ordre vt et R(x, u,v) une fonction rationnelle en u,v et x* parmi les
équations

R(X) u? U): o
1l ne peut y avorr que 2w équations exceptionnelles au plus.

) ’ ’ ., . .
D’une fagon générale, on a la proposition suivante:
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Théoreéme V.—Sozent u,(x) une algébroide d’ordre v, u,(x) une algeé-
broide d’ordre v,,. .., un(x) une algébroide d’ordre vw, I’équation

R(x, u;, u,,...,u,)=a

R étant rationnelle en ug, u,, ..., un et X admet une infinité de racines sauf,
peut-étre, pour
valeurs de o aw plus. Yo Ve

5. — Nous allons maintenant étudier un autre type d’équations liées
a des algébroides.

Soit u(x) une algébroide d’ordre v et v(x), une algébroide d’ordre v!;

envisageons une fonction rationnelle

. : i
RO, Mg > Ty T b x, Ugks (0 Zv, BZLvY),
en x et Uy, Uy,..., Ug; Vg, Uy, ..., V. J& vais montrer que /’dguation
R(x, 0, uy,..., Uy; U}, Uy, ..., V)=

admet une infinity de racines, sauf, peut-étre, pour
2v (v—1) (v—2).. (v—a+1)vi(vi—1)(¥1—2)...(vi—B+1)
valeurs de o au plus.

En effet, posons
w=DRi(x, Ty, N a0, U, e Y)

et éliminons u;, v; entre cette équation et les suivantes

fouf+fuy~ - fuf L+ (x)=0 =1, Bl o

1 1 1
U+ U TG .t g(X)=0 =1, 2 8P
Je forme Péquation en w
I I {WvR(X, e Wyosiciy Wa v Woy Vigaise g Wy it =0
s a g 8
E i

jl’j?v '-'yjﬁ
de degré

/

m=v(v—1)(v—2)...(v—a+1) vt (vi—1) (v1—2)...(v!—p+1)
que nous écrivons

wo+ B, (x)w™ + B, (x)w™ 2 +. ..+ Fp_ (x)W+ F,(x)=0
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Si lalgébroide w(x) définie par cette équation admettait 2m+ 1 valeurs
exceptionnelles, w serait algébrique et alors toutes les fonctions
R(X) ui,ui; ...,ui ; 'Uj, 'Uj, ..-,Uj)
1 1 2

a

seraient algébrigues.
Ici il faut comme précédemment trouver les conditions que doit rem-
plir R pour que
R(x, Wiy Wy Uy 5 V), Uy, ...,vjﬁ)

ne puissent étre toutes algébriques sans qu'on puisse en conclure que tous
les u; et tous les v; sont algébriques.
Nous sommes donc arrivés a Iénoncé suivant:

Théoréme VI.—Soit u(x) une algébroibe d’ordre v et v(xX) une algeé-
broide &’ordre v* I'équation

RN L O
(@Lv, BLVY
oiv R est rationnelle en uy, Uy, ..., U4 ;5 Uy, Yy, ..., Vg €6 X @ une infinité de

racines, sauf, peut-étre, pour
2v (v—1) (v—2)...(v—a+1) vt (v1—1) (v —2)... (v*—B+1)
valewrs de o aw plus.

MEPIANHWIZE

Té mapdv Omépynpa dvapépeta elg BidtnTas 1OV TAetovoTiLWY CUYAPTACEWY
Eyobous yapaxtiipa &Ayebpindy.

Eoploxw tdEeig mhetovotipwy cuvaptioewy Gvaxwpdy &nod play dAyeBpoetdi)
ouvdptnoty u tdlewg v xal Oewpdv plav pnTi)y ouvdptnoy R 100 u xal tijg peta-
eAnTiis X.

Bewpd xatémty 300 7) meptosotépoug xAdBovg Ti)g U %l PNTIY GUVEPTYGLY Tl
X %ol TOY AAEIWY TOOTWY.

Katémiy peletd 1&g mAetovotipoug cuvaptioes tag Tpoxuntodoas dv Bewpriow
enTiy ouvdptnoty R ¢ mpde x nal mpdg dAyebpoedels auvaptijaels Gofeloag Song
SNmote. :
Téhog Aapbdve pntiy cuvdptnety R 100 x xal whnfoug xAddwy tidv dAye-
Bpoeididy Sofetowy cuvapticewy xal Hmodoyilw 10 mATfog @y EEapetindy EEioh-
CEWY POPPTiS

R=a

Ta &note)éopata tijg peréng tabtng dovaviar va éxppacidar 3w Ty EEijg &8

BewpypdTev.
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"Eotw u &lyeBpoedic ouvdptno tdfews v xal R(x,u) pyty
oLUVAPTNGLS TMY X, U
6 péyiatog dpbpde tdv Eatpetindy EEtomoewy
R(x,u)=a

elvar 2v.
"Eotw u dAyebpoetdi)c ouvdptnots tdlewe v xat R(x, uy, u,) pnri)
QUVEPTYOLG TOV X %al 800 xAddwy Uy, U,
6 péyiotog GptBpde tdv EEatpeTixdy EElowoewy

R (x5 )=0
elvar 2v2,

"Eotw u &Aye6poetdi)c ouvdptnots taews v el

B e ol )
pNTY) ouvdpTNols TAYV X %ol TOV k xAdBwv uy, u,,...,ux Tic U
6 péytotog GpBpde tdv EEapetindy EEtowoewy

: 2kR(x,ul,uz,...,uk):a
Elvat av=

"Eotw u &Ayebpoedig tdewg v nal v &lyebposdlic talewe vi
gav R(x,u,v) elvar pnti) ouvdptnots tdv X, U, v
6 péytotog GptBpdg tdv EEatpeTin®y EEtoticewy popepis

R(x,u,v)=0
glvo 2vvl,
"Eotwoay uy, u,, ..., Un &Ayebpoetdels cuvaptyoels tdbews Gvtt-
oTolXWE Vq, Vg, ..., Vm el R(X, 1y, 1y, ..., um) pti) cuvdpinotg

TOY X, Uy, Uy, ..., Um 6 péytotog &ptBpde t@v éEatpetindy éEtomaoewy
R uy, w0k, g )sser
elvor 2v, V3 V5 .. - Vm
"Eotw u &lyeBpoetdig tdlewg v xal Uy, Uy, ..., U o adTijc xAddot
v dAyebpoetdiic TdEewg vixal vy, vy, ..., Vg B adtys xAddot
gav  R(x, ug, uy,...,uq; vy, v, ..., vg)elvat pnti) cuvdptnog
g TPOG X, Uy, Ugy vvyUg} Uy, Vg ..., Vg TOTE 7] GUVERTNOLG

BOEw, 1 ooe My 3 By Uy oo V)

Aopbdver TEGoY TV EXTOS TO TOAD
2y(v—1) (v—2) ... (v—a+1) vi (vi—1 (v1—2)... (v1—B+1)

100 o oupmeptiapbavopévou.




