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ATAQOPIKH MEQMETPIA.— Sur un type spécial de congruences de
droites, par Othon Pylarinos*.

Résumé, est donné dans le No 1.

1. Les surfaces reglées a paramétre distributeur: p constant engen-
drées par les droites d’une congruence rectiligne non isotrope de I’espace
euclidien a trois dimensions: E® constituent pour chaque valeur de p
deux systémes de ! surfaces, qui ne se confondent que pour deux au
plus valeurs de p. Ces deux systémes de surfaces, dans le cas ol ils sont
distincts, déterminent sur la surface moyenne de la cengruence un réseau
de courbes, que ’on peut associer a la valeur de p, a laquelle les deux
systémes de surfaces correspondent. Ainsi sur la surface moyenne d’une
congruence non isotrope on peut déterminer un ensemble de réseaux dont
chacun est associé 4 une seule valeur de p de la maniére indiquée. Les
réseaux de cet ensemble, dont aucun en géneral n’est conjugué sur la
surface moyenne d’une congruence non isotrope choisie au hasard, sur
les surfaces moyennes des congruences d’un type spécial sont au contraire
tous conjugués et c’est 4 1’étude des congruences ayant cette propriété a
surface moyenne minima (effectuée en appliquant la méthode de M. H.
Milloux [4]), que le présent article est consacré.

A cet effet, aprés un exposé préliminaire concernant surtout le
probléeme de la détermination des congruences de droites de E3 et en
particulier des congruences de Ribaucour, est établie d’abord une condi-
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tion nécessaire et suffisante afin qu’une congruence de droites réelles non
isotrope de E? jouisse de la propriété qui vient d’étre signalée. Ensuite
il est demontré que cette condition est remplie dans le cas ot la congru-
ence est engendrée par les normales & une surface minima (qui, dans ce
cas, est la surface moyenne de la congruence), tandis que, si la congruence
est parabolique ayant comme nappe focale unique une surface minima,
la condition établie n’est vérifiée que dans le seul cas ol la congruence
est engendrée par les tangentes aux trajectoires orthogonales des généra-
trices rectilignes d’un hélicoide minima reglé. Aprés ces constatations,
sont étudiées les congruences ayant la propriété signalée, chacune des-
quelles admet comme surface moyenne une surface minima, mais elle
n’est pas engendrée par les normales a cette surface. Ces congruences —
qui, dans ce qui suit, sont appelées, pour abréger, congruences R, — ainsi
que les congruences dont chacune est engendrée par les normales 4 une
surface minima sont des congruences de Ribaucour dont les paramétres
distributeurs principaux sont liés par une relation. La surface moyenne
d’une congruence Ry, 4 moins qu’elle ne soit plane, est un hélicoide
minime reglé, son enveloppée moyenne est également un hélicoide minima
reglé qui, dans le cas ot la surface moyenne de la congruence est plane,
dégénére A une seule droite et ses surfaces génératrices sont des surfaces
de révolution. Enfin il est démontré que le probléme de la détermination
des congruences R, dont les parameétres distributeurs principaux sont
liés par une relation donnée, se raméne & la détermination des couples
fonctions d’une seule variable vérifiant un systéme de deux équations

différentielles ordinaires linéaires du premier ordre.

2. Soit D une congruence de droites réelles de 1’espace E® qui —
référée aux paramétres u, v — est définie par rapport au systéme des
coordonnées fixe Oxyz choisi dans I’espace E? par 1°équation vectorielle

(2,1) R = 7 (u, v) + 6l (u, v);

l(u,v) est le vecteur — unité qui détermine le sens positif sur la dire-
ction de la génératrice courante g(u,v) de D et 0 est le parameétre aux
valeurs duquel correspondent les points de la droite g, la surface S défi-
nie par 1’équation (vectorielle)
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(272) B = I (u) V)y

sur laquelle on a 6 = 0, étant la surface directrice de la congruence.

L’extrémité du vecteur ! (u,v) mené par l’origine O du systéme
Oxyz décrit sur la surface de la sphére — unité ayant comme centre le
point O, I’image X de la congruence D, dans sa représentation sphérique,
les courbes v = Cte, u = Cte tracées sur la surface X étant les images,
dans cette représentation de la congruence, des surfaces v = Cte, u = Cte
engendrées par ses droites.

ILes paramétres u, v, auxquels la congruence D est référée, peuvent
étre toujours choisis de maniére que le réseau formé par les courbes
v = Cte, u = Cte tracées sur la surface sphérique X soit orthogonal. Dans
ce cas, si I’on pose
(2, 3) l.=at, l,=0bg*

en désignant par §, g les vecteurs — unités qui au point courant de
I’image sphérique ¥ de D déterminent les sens positifs sur les directions
des tangentes aux courbes v =Cte, u = Cte issues de ce point, d’aprés
les suppositions faites, on aura

(2, 4) B=g=PIP=1 tXg=0 TAg=c¢l*

ot ¢ = + 1 ou — 1 et on peut choisir les sens positifs sur les directions
de ces tangentes de maniére que 1’on ait

(2, D) tAE=1

En outre on a — comme on sait |4, p. 6] — pour les dérivées t,, f
et #,, &, des vecteurs t, § les expressions.

A ol by
26 fu—"— b g aly ty = a g
(?) av bu ”
gu = f, gv=— t'_bl)
b a

* On admet que les opérations de dérivation par rapport au et a v, qui
seront faites dans cet article, sont légitimes dans les intervalles considérés et,
si f est une fonction des u, v, on désigne par fu, fv, fu?, fuv, fv? ses dérivées du
premier et du second ordre respectivement par rapport 4 u et a v.

** Les notations t X g, t A & désignznt les produits scalaire et vectoriel
respectivement des vecteurs t, Z.
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les scalaires a, b, que les formules (2,3) et (2,6) renferment, étant des
fonctions des u, v vérifiant 1’équation aux dérivées partielles

@ R

a

] +ab=0,

a laquelle on parvient, si I’on exprime, en ayant égard aux (2,6), que la
dérivée t,, de T ainsi que la dérivée g,, de g ont une valeur unique en
chaque point de 1I’image sphérique = de D [4, p. T].

Par ailleurs le carré de 1’élément linéaire: do® de I’image sphérique
= de la congruence D référée aux parameétres u, v, griace aux (2,3) et
(2, 4), affecte la forme

(2, 8) do? = a%du® - b2dv?

et I’équation (2, 7) exprime en outre que la courbure totale de la surface
dont le carré de I’élément linéaire est de la forme (2, 8), est constante = 1.

3. La paralléle 4 la génératrice courante g de la congruence issue du
point-image de cette droite sur la surface de la sphére - unité, dans la
représentation sphérique de la congruence et les tangentes aux courbes
v = Cte, u = Cte issues de ce méme point, sur les directions desquelles
les sens positifs sont définis par les vecteurs-unités [, f, § respectivement,
forment un triedre qui, d’ aprés les suppositions faites dans le paragraphe
2, est trirectangle et direct; ce triédre: [tg1] est le triédre mobile de
référence, auquel M. M. H. Milloux et P. Vincensini se rapportent, en
appliquant la méthode exposée par M. H. Milloux [4], dans 1°étude qu’ils
ont faite de certaines propriétés intrinséques a la congruence.

A cet effet, au lieu de [’équation (2,2) qui détermine la surface
directrice S de la congruence par rapport au systéme de référence fixe
Oxyz, on considére les deux équations

(3,1) tu=tt+ @+ 4l o= ti+ g8 + 4],

ol ty, g1, 4, ta, g9, le sont les composantes suivant les directions des axes
du triédre mobile [Eg1] des dérivées T,, Ty du second membre 7 (u, v) de
I’équation (2, 2). Les équations (3, 1) déterminent la surface S par rapport
au systeme fixe Oxyz 4 une translation prés, lorsque les scalaires, que
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ces équations renferment, sont des fonctions des u, v vérifiant avec a, b

les trois équations aux dérivées partielles:

by

by ay ay
txv'“tzu:ng—*‘ng"Jralz, giv— 8 =—14 iy —b———bll,

3,2)
llu == l2v == bg1 — atp

qui expriment, eu égard aux (2, 3) et (2,6), la condition de compatibilité
des deux équations (3,1) [4, p. 8].

Si la congruence D n’est pas isotrope, ses parametres distributeurs prin-
cipaux: p;, ps, qui sur la génératrice courante g de D sont, par défini-
tion, les extrema du paramétre distributeur p sur g des surfaces engen-
drées par les droites de D, auxquelles g appartient, ne sont pas constam-
ment égaux. On aura donc, dans ce cas.

(3,3) P1 ¥ p2-

En outre, dans ce cas, la génératrice courante g de D appartient &
deux surfaces distinctes engendrées par des droites de D, les paramétres
distributeurs desquelles sur leur génératrice commune g sont respective-
ment égaux aux paramétres distributeurs principaux de D sur elle. Ces
surfaces — qui, dans ce qui suit, sont appelées surfaces distributrices princi-
pales de la congruence — constituent deux systémes distincts de oo! surfa-
ces réelles dont les images sur la surface de la sphére-unité, dans la
représentation sphérique de la congruence, forment un réseau orthogonal
[2, p. 204].

Cela étant, on peut supposer que la congruence (non isotrope) D soit
référée a deux paramétres u, v tels que les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées
par ses droites soient ses surfaces distributrices principales.

St en plus on choisit comme surface directrice S de D sa surface moyenne
et que 1’on tienne compte que, pour que la surface définie 4 une transla-
tion prés par rapport au systéme de référence fixe Oxyz par les équa-
tions (3, 1) soit la surface moyenne de la congruence, il faut et il suffit —
comme on sait [4, p. 17] — que les scalaires t;, g», qui figurent dans les
équations (3, 1), soient liés avec a, b par la relation bt, + ag, = 0, on
reconnait aisément que t;, g, doivent étre = 0, tandis que pour les para-
metres distributeurs principaux p;, p. de D, qui sur la génératrice cou-
rante g de D sont respectivement égaux aux paramétres distributeurs de
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ses surfaces distributrices principales v = Cte, u = Cte issues de cette

droite, on a les expressions

_ & __t
(3,4) Pi= P P2 = b’

Ainsi, dans le cas envisagé, les équations (3, 1) acquiérent la forme

(31 5) Ty = aplg + llly Ty = — prE + lzl,
les scalaires Iy, Iy, p1, P2, qui y figurent, étant des fonctions des u, v
vérifiant avec a, b les trois équations aux dérivées partielles

- ay llb o - by
(3. 6) Piv = — (P1— p2) . s P2u = (p; — D2) D

lyy — lsy = ab (py + pa),

qui s’obtiennent des trois équations (3,2), si 'on y pose t; = g, =0 et

lga

+Ty

que 1’on remplace g;, t; par leurs valeurs tirées des (3, 4).
De la derniére équation (3, 6) résulte que, dans le cas ot la congruence
non isotrope D est engendrée par les normales & une méme surface, ses para-

métres distributeurs principaux p; p, sont liés par la relation

(31 7) P1 + P2 = 07

car, dans ce cas, on a nécessairement ;. — I3, =0 [4, p. 8].

St la congruence D est isotrope, d’aprés la définition des congruences
de ce type [2, p. 209], les surfaces engendrées par ses droites, auxquelles
appartient sa génératrice courante g, admettent sur g le méme parameétre
distributeur.

Donc, dans ce cas, les paramétres distributeurs principaux py, ps
de la congruence sont liés par la relation

(3,8) pr—pa=0.

En outre, si I’on référe la congruence D a deux parameétres u, v
tels que le réseau (u, v) sur la surface de la sphére-unité soit orthogonal
et que I’on choisisse comme surface directrice S de D sa surface moyenne,
dans les expressions (3, 1) des dérivées t,, ¥, du second membre de 1’équa-
tion (2,2) de S on aura — comme on le voit aisément — t; = 0, g, =0,
£ _ t2

If

a P
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Ainsi les équations (3, 1) affectent la forme

(31 9) Ty = apg + lll) Tyi= = bpf + lzl
et les équations (3,2), qui expriment la condition de compatibilité des
deux équations (3, 1), deviennent
a b
(3, 10) Pu = 12 F, pv = — ll ?’ llu — l?v = Qabp

Les considérations précédentes montrent que a chaque réseau ortho-
gonal (u, v) sur la surface de la sphére-unité ou sur une partie X de cette
surface on peut faire associer un ensemble de congruences dont chacune
est définie 4 une translation prés par rapport au systéme fixe Oxyz.

En effet, si ’on référe la surface de la sphére-unité ou une partie
2 de cette surface 4 deux parameétres u, v tels que le réseau formé par
les courbes v = Cte, u=Cte tracées sur elle soit orthogonal, le carré de
’élément linéaire de la surface X aura la forme (2, 8), les coefficients
a, b,qui y figurent, étant des fonctions des u, v vérifiant 1’équation (2, 7).
Cela étant, & chaque systéme de fonctions p;, ps, &, Iy des u, v vérifiant
avec a, b les équations (3, 6) on peut faire associer une congruence défi-
nie a umne translation prés par rapport au systéme de référence fixe
Oxyz. Cette congruence admet comme surface moyenne la surface S qui
est définie & une translation prés par rapport au systéme Oxyz par les
équations compatiples qui s’obtiennent des deux équations (3,5) en 'y
remplacant les scalaires qui y figurent par les fonctions a, b, py, pe, /i, lo
des u, v du systéme considéré. Les surfaces S et 3 sont représentées,
I’'une sur 1’autre, de maniére que leurs points homologues correspondent
a un méme systéme de valeurs des u, v, la droite de la congruence issue
de chaque point de sa surface moyenne S étant paralléle A la normale
a la surface X en son point homologue de ce point de S. Les fonctions
p1, P2 des u, v du systéme considéré sont les paramétres distributeurs
principaux de la congruence et, si p; = p,, les surfaces v =Cte, u=Cte
engendrées par les droites de cette congruence sont ses surfaces distri-
butrices principales.

Si p; =p. la congruence est isotrope, tandis que, si une des fonctions
Pi, p2 des u, v est =0, la congruence est parabolique, car, dans ce cas, les



ZYNEAPIA THZ 21 MAPTIOY 1974 167

deux nappes focales de la congruence coincident — comme on le constate
aisément en ayant égard aux équations (3, 5) — avec sa surface moyenne.

Donc les congruences de I’ensemble associé au réseau orthogonal
(u, v), considéré sur la surface sphérique X, correspondent aux systémes
de fonctions p;, ps, ki, Iy des u, v vérifiant avec les fonctions a (u, v),
b (u, v) les équations (3, 6), tandis que a(u, v), b(u, v) vérifient I’équa-
tion (2, 7).

4. Une congruence de Ribaucour, d’aprés la définition des congruen-
ces de ce type [1, p. 308] — est engendrée par les paralléles aux normales
a une surface S’ représentée sur la surface moyenne S de la congruence
avec orthogonalité des éléments linéaires homologues, la droite de la
congruence issue de chaque point de sa surface moyenne S étant parallele
a la normale A la surface S’ en son point homologue de ce point de S.
La surface S’ est appelée, dans ce cas, surface génératrice de la congruence.

Si la surface moyenne S de la congruence considérée D, référée a
deux paramétres u, v tels que le réseau (u, v) sur la surface de la sphére-
unité soit orthogonal, est définie a une translation prés par rapport au
systéme de référence fixe Oxyz par les équations (3, D), une surface S’
représentée sur la surface S de maniére que la droite de D issue du
point courant de S soit paralléle 4 la normale 4 S’ en son point homolo-
gue de ce point de S, les points homologues des deux surfaces correspon-
dant a un méme systéme de valeurs des u, v, peut étre définie 4 une
translation prés par rapport au systéme Oxyz par deux équations
de la forme

(4,1) f. = tit+gig, .= t:t 4 gig,

les scalaires ti, gi et t;, &, qui y figurent, étant des fonctions des
u, v vérifiant la condition de compatibilité de ces deux équations.

En outre, afin que dans cette représentation des surfaces S’, S, 1’une
sur 'autre, les éléments linéaires homologues des deux surfaces soient

f[,-}-?;%‘;—] =0

. , . d
orthogonaux, il faut que l'on ait [fu—{—Fv -a%] ¥

. dv ;
quelle que soit la valeur du rapport qa et pour tous les systémes de

valeurs des u, v, auxquels correspondent les droites de la congruence;
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donc il faut — comme on le voit aussitét en ayant égard aux (3,D) et
(4,1)— que I’on ait
(4,2) pigi =0, pstz =0, apigs— bpsti =0.
Or, st la congruence D n’est pas parabolique, il faut qu I’on ait
t1 g2 _

4,3 1=0, te =0, = =
( ) = . apz bps

0,

puisque, dans ce cas, on a pyZ0, p. ZO.
Il en résulte que, dans ce cas, les équations (4, 1) doivent avoir

la forme

(4, 4) fu = oap;f, F; = obp.g

et, pour que ces équations soient compatibles, il faut et il suffit que
I’on ait

(4,5) loapth — {ebpsglu = 0.

La condition (4,5) est équivalente aux deux conditions

Qu P2 P1—DP2 bu 0v Piv | P1—Pz av

8 ot m v ottt 2 0
auxquelles on parvient en y remplacant les dérivées t,, g, des vecteurs
t, ¢ par leurs expessions (2, 6) et en égalant les composantes de ses deux
membres suivant la direction de chacun des deux premiers axes du triédre
[Eg 1], les composantes de ses deux membres suivant la direction du troi-
siéme axe de ce triédre étant toutes les deux = 0. Par ailleurs les condi-
tions (4, 6), en vertu des (3, 6), sont équivalentes aux conditions

Qu l28. Ov llb
4’ 1 T =y ==y
®7 Q pzb 0 Pi1a

qui ne sont remplies que si 1’on a

“9) 2+ -0

Les considérations précédentes montrent que la condition (4, 8) est
nécessaire, afin que la congruence non parabolique D soit une congruence
de Ribaucour; d’autre part elle en est suffisante, car les deux équations
qui s’obtiennent des équations (4,4) en y remplacant ¢ par une fonction
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o(u, v) vérifiant les équations (4, 7) qui sont compatibles, lorsque la con-
dition (4, 8) est remplie, sont également compatibles et elles déterminent
a une translation prés par rapport au systéme fixe Oxyz une surface S’
représentée sur la surface moyenne S de D de la maniére indiquée.

Donc, st la surface moyenne d’une congruence non parabolique référée a
deux paramétres u, v tels que le réseau (u, v) sur la surface de la sphére-unité
soit orthogonal, est définie & une translation prés par rapport au systéme de
référence fixe Oxyz par les équations (3, 5), pour que le congruence soit une
congruence de Ribaucour, il faut et il suffit que les fonctions scalaires a, b,
Pis Ps, b, Iy des u, v, qui figurent dans les équations (3, 5) et vérifient les
équations (2,7) et (3,6), vérifient en plus I’équation (4, 8).

La condition (4, 8) est remplie, comme il résulte des deux premiéres
équations (3,6), si I’on a p;=p;70; dans ce cas la congruence D est
isotrope et — comme on sait [1, p. 311] — les congruences isotropes sont
des congruences de Ribaucour.

11 est & noter que les courbes que les surfaces développables d’une con-
gruence non parabolique déterminent sur la surface moyenne ne forment un
réseau conjugué sur elle que dans le seul cas ou la congruence est une con-

gruence de Ribaucour [1, p. 309].

5. Si la congruence considérée D n’est pas isotrope et que cette
congruence, référée a ces surfaces distributrices principales v = Cte,
u = Cte et ayant comme directrice sa surface moyenne S, soit définie
par 1’équation (2,1), les dérivées t,, T, du second membre 7 (u,v) de
1’équation (2, 2) de la surface S peuvent s’écrive sous la forme (3,5); cela
étant, on trouve pour le parameétre distributeur p sur la génératrice cou-
rante g de D d’une surface engendrée par des droites de D correspondant
a une relation: v =v(u) entre u, v, issue de g, en appliquant la formule
connue et en ayant égard aux (2, 3) et (3, D), I’expression

- a’p; + b%pyu®

(5,1) P=— L

R dv . :
ou u =—aT et p; Z p2, puisque D est une congruence non isotrope.

Il s’ensuit que 1’équation

(5,2) a?(c — py) du® + b?(c — py) dv® = 0,
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ot ¢ est une constante arbitraire, détermine pour chaque valeur de c
deux systémes de oo! surfaces engendrées par les droites de D 4 parame-
tre distributeur p constant égal a la valeur considérée de ¢, qui — comme
il résulte de I’équation (b, 2) — ne se confondent que dans le seul cas ou
un des parameétres distributeurs principaux p;, p de la congruence est
constant et ¢ est égal a la valeur constante de ce paramétre. Ces deux
systémes de surfaces interceptent sur la surface moyenne S de la con-
gruence un réseau de courbes, qui peut étre associé a la valeur de c, a
laquelle les deux systémes de surfaces correspondent et ne dégénére a un
seul systéme de ! courbes que pour deux au plus valeurs de c.

dv .
Les valeurs, p;, wy, de roul auxquelles correspondent au point

courant de la surface S les tangentes aux courbes issues de ce point
appartenant au réseau associé a une valeur de ¢ de la maniére indiquée,
d’aprés (5, 2), sont

5,3) we =42 \/C—pl.
P2—¢C

Or, si I, M, N sont les coefficients de la seconde forme différen-

tielle fondamentale de la surface S, pour que le réseau associé a cette
valeur de ¢ soit conjugué, il faut et il suffit que ’on ait L-+M (u+n2) +
—+ Nu;ue = 0 et finalement, grace aux (b, 3):

(5, 4) Lb%(c — pa) + Nal(c — p1) = 0.

De cette relation, qui est linéaire en c, résulte que, dans le cas ol
la congruence non isotrope D est choisie au hasard, sur sa surface
moyenne S en général aucun de réseaux associés aux valeurs de c de la
maniére indiquée n’est conjugué.

Pour que le réseau associé a la constante c¢ soit conjugué, quelle que
soit la valeur de c, il faut et il suffit que I’on ait dans 1’équation (5, 4):

b%ps + Na?p; =0, Lb*4+Na?=0
et, comme on a p; & ps, il faut et il suffit que 1’on ait

(5, 5) To—=10, N=@

ou, ce qui revient au méme, il faut et il suffit que la fonction ¥ (u, v) du
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second membre de 1’équation (2,2) de la surface S* vérifie les équations

(5, 6) T X @FaAT) =0, F2 X (FaAT)=0

Ces conditions, si I’on y remplace les dérivées t,, ¥, de la fonction
 (u, v) par leurs expressions (3,D) ct les dérivées T,2, T2 de cette méme

fonction par leurs expressions

(

Ty? — a<p1 T)V +11> t +(ap1)u§+llﬂ l’

(5,7)

1 ) b
| ro=— Okt b (=t ) el

t .

auxquelles on parvient en différentiant les expressions (3,5) des dérivées
fu, Ty de la fonction ¥ (u, v) par rapport & et u & v respectivement et
en ayant égard aux (2,3) et (2,6), acquiérent la forme

a? P1212 B a®b p; bily — b2l pa(apy)u + ab?pypelin = 0

5,8
( ) b? p22l1 by — ab%pelyly — a®ly py (bpe)y + a®b pypalav = 0.

Les constatations précédentes, compte tenu du fait que les condi-
tions (b,D) ou (H,6) sont nécessaires et suffisantes afin que les courbes
v =Cte, u=Cte tracées sur la surface S définie par 1’équation (2,2)

soient ses lignes asymptotiques, permettent de formuler le:

Théoréme I Afin que le réseau de courbes, que les surfaces reglées
a paramétre distributeur p constant engendrées par les droites d’une congruence
non isotrope déterminent sur sa surface moyenne, soit conjugué, quelle que soit
la valeur constante de p, il faut et il suffit que les courbes, que les surfaces
distributrices principales de la congruence déterminent sur sa surface moyenne,
soient les lignes asymptotiques de cette surface.

11 est & noter que, si les courbes, que les surfaces distributrices principa-
les d’une congruence non isotrope déterminent sur sa surface moyenne, sont les
lignes asymptotiques de cette surface et que la congruence ne soit pas paraboli-
que, cette congruence est nécessairement une congruence de Ribaucour, car,
dans ce cas, le réseau de courbes, que les surfaces développables de la
congruence, qui sont des surfaces reglées a parameétre distributeur cons-
tant = 0, déterminent sur sa surface moyenne, d’aprés le théoréme I, est
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conjugué et cette propriété caractérise — comme nous |’avons signalé
dans le paragraphe 4 — les congruences de Ribaucour.

Il en résulte que, dans ce cas, une des conditions (H,8), qui —eu
égard que ’on a p; 0, p, 3 0 — peuvent s’écrire, comme on le constate
aisément, sous la forme

f Lb
’ abpﬂ’z[plla} — bpalibu+apilha, +abll, =0,

lya

b:l + bpgllbu'— apllga\- == ab1112 = O,

peut étre remplacée par la condition (4, 8) qui, dans le cas envisagé, est
nécessaire et suffisante, d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe 4,
afin que la congruence soit une congruence de Ribaucour.

6. Si dans les expressions (3,5) des dérivées F,, ¥, du second mem-
bre ¥ (u, v) de I’équation (2,2) de la surface S, qui, par hypothése, est la
surface moyenne de la congruence non isotrope D référée a ses surfaces
distributrices principales v =Cte, u= Cte, on a

(6,1) Lo '

)

les conditions (b, 8) qui, d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe 5,
sont nécessaires et suffisantes, afin que les courbes v = Cte, u = Cte tra-
cées sur la surface S’ soient ses lignes asymptotiques, sont évidemment
remplies et des deux équations (3,5), qui, grice aux (6,1), deviennent

(6, 2) Ty = ap:x g, Fy = — prf)
résulte que 1’on a
(6, 3) X T =0, F;A%=abpml

L.a premiére relation (6,3) exprime que le réseau (u,v) formé par
les lignes asymptotiques de la surface S est orthogonal et que, par consé-
quent, S est une surface minima, tandis que, d’aprés la seconde relation
(6, 3), la congruence D est engendrée par les normales a sa surface
moyenne S.

D’autre part, si la congruence D est engendrée par les normales a
une surface minima S, cette surface est la surface moyenne de D, car les
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courbures principales k;, ko de S en son point courant P sont liées, dans
ce cas, par la relation
(6) 4") k1 + k2 == U

et, si F;, F, sont les points focaux de la droite de D issue du point
P de S, qui est la normale 2 S en P, on a — comme on sait [3, p. 188] —

FE=-£—1, PR, =

En outre on reconnait aisément, en tenant compte du fait que le

et, en vertu de (6,4), PF, + PF, = 0.

réseau des lignes de courbure d’une surface minima est isotherme
[3, p. 275] et en ayant égard a (6,4), que les courbes que les surfaces
distributrices principales de la congruence engendrée par les normales
A une surface minima déterminent sur cette surface, sont ses lignes
asymptotiques.

On peut donc, en ayant égard au théoréme I, énoncer le:

Théoréme Il Le réseau de courbes, que les surfaces reglées a para-
métre distributeur p constant engendrées par les normales & une surface minima
déterminent sur cette surface, est conjugué, quelle que soit la valeur constante de p.

Nous allons maintenant étudier les congruences non isotropes, cha-
cune desquelles admet comme surface moyenne une surface minima, mais
elle n’est pas engendrée par les normales a cette surface, le réseau de
courbes que les surfaces reglées a parameétre distributeur p constant
engendrées par les droites de la congruence déterminent sur sa surface
moyenne étant conjugué, quelle que soit la valeur constante de p.

A cet effet on peut distinguer deux cas suivant que la congruence
non isotrope ayant la propriété indiquée est parabolique ou n’est pas
parabolique et, par suite, elle est une congruence Ry,.

7. Supposons en premier lieu que la congruence non isotrope D soit
une congruence parabolique.

Dans ce cas la nappe focale unique S de D est en méme temps sa
surface moyenne et les courbes tracées sur la surface S, auxquelles les
droites de la congruence sont tangentes, constituent [’un des systémes
des lignes asymptotiques de S [1, p. 273]. En outre les parameétres distri-
buteurs principaux p;, ps de D — comme nous ’avons signalé dans le
paragraphe 3 — ne sont pas tous les deux % 0 et, comme S n’est pas iso-
trope, on aura ou bien p; 70, p,=0 ou bien p; =0, pzE0.
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Or, si
(7,1) P #0, ps =0
et que la congruence, référée a ses surfaces distributrices principales
v =Cte, u=Cte et ayant comme directrice sa surface moyenne S soit
définie par 1’équation (2, 1), les expressions (3,5) des dérivées %,, ¥, du
second membre T(u, v) de I’équation (2,2) de la surface S, en vertu

des (7,1), deviennent

(7,2) ?u = ap1§+lll, ?v — l2l,
ou
(7,3) ly # 0,

puisque S ne dégénére pas en courbe,.

Il en résulte que la congruence D est engendrée par les tangentes
aux courbes u = Cte tracées sur la surface S. Ces courbes constituent
nécessairement 1’un des systémes des lignes asymptotiques de S, puisque
D est, par hypothése, une congruence parabolique et elles sont en outre
les courbes que les surfaces distributrices principales u = Cte de D déter-
minent sur la surface S.

Si en plus S est une surface minima, pour que les courbes v = Cte tra-
cées sur S, qui sont les courbes que les surfaces distributrices principa-
les v =Cte de la congruence D déterminent sur S, constituent l’autre
systeme de lignes asymptotiques de cette surface, il faut que le réseau
(u, v) sur S soit orthogonal ; donc il faut que ’on ait 7, X ¥, = 0 ou
finalement, en vertu des (7,2) et (7,3):

(7, 4) =0, Iy # 0.

En outre, dans ce cas, en vertu des (7,1) et (7,4), des deux condi-

tions (D,8) qui, d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe D, sont

nécessairement remplies, puisque les courbes v = Cte, u= Cte tracées
sur S sont ses lignes asymptotiques, la seconde est identiquement véri-

a3 : o - 5 ; . Oa
fiée, tandis que de la premiére résulte que ’on doit avoir = 0 et de

la, d’apres la premiére équation (3,6) et la premiére relation (7,4), que

: g ) , .
I’on aura également L . 0. Donc a et p sont nécessairement des fonc-

av

tions de la seule variable u:

(7,5) a = a(u), p1 = p1(u).
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Cela étant, en différentiant par rapport 4 u la premiére équation
(7,2), qui, grace aux (7,4) et (7,5), affecte la forme

(7,6) fo = a(u)py(u) g

et, en ayant égard aux (2, 6) et (7,5), on parvient 4 1’équation

(7’ 7) F d(apl)

1= —— §.

! du
On aura donc, griace aux (7,6) et (7,7),

Tu /\ Tya = Qi
ce qui montre que les lignes asymptotiques v = Cte de la surface S sont
des droites. Donc S est, dans le cas envisagé, une surface minima reglée;
par suite, elle est nécessairement un hélicoide minima reglé et la
congruence D est engendrée par les tangentes aux trajectoires orthogo-
nales des génératrices rectilignes de cet hélicoide.

D’autre part, si la congruence parabolique D référée 4 ses surfaces
distributrices principales v = Cte, u = Cte est engendrée par les tangen-
tes aux courbes u = Cte tracées sur la surface S définie par 1’équation
(2,2) et que la surface S soit un hélicoide minima reglé, les courbes
u = Cte tracées sur S seront nécessairement les trajectoires orthogonales
des génératrices rectilignes de S, puisque ces courbes et les génératrices
rectilignes de I’hélicoide constituent les deux systémes de ses lignes
asymptotiques.

En outre, d’aprés les suppositions faites, les dérivées 7,, T, du
second membre T (u, v) de 1’équation (2, 2) de la surface S auront néces-
sairement la forme (7, 2) et, si I, M, N sont les coefficients de la seconde
forme différentielle fondamentale de S référée aux parameétres considé-
rés u, v, on aura N =0, puisque les courbes u = Cte tracées sur S con-
stituent 1’un des systémes de ses lignes asymptotiques, tandis que 1’équa-
tion différentielle des génératrices rectilignes de S, qui constituent

I’autre systéeme de ses lignes asymptotiques, sera

dV . L . L Ty2 X (_fu A fv)
L du  2M 2 7
Mais la différentiation des deux équations (7,2) par rapport 4 u

conduit, & 1’aide des (2, 3) et (2,6), aux équations
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(7,9) w=a[p1%+ll]f+<ap1).z+lmz, IEETY S

et, griace aux (7,2) et (7,9), 1’équation différentielle (7,8) des génératri-
ces rectilignes de 1’hélicoide S affecte la forme

: dv 1 ay
Bk Friit o LS L

Il en résulte que la génératrice rectiligne de S issue de son point
courant est paralléle au vecteur
dr

_ . dv
Fra L e

1 a, N
u —2_12 [131T +ll] Iy

]

qui, grice aux (7,2), acquiert la forme

dr ) 1 a¢
(7,11) d_u:aplg—?[plT—ll}l

et, comme le réseau des lignes asymptotiques de S est orthogonal et les
directions asymptotiques de S en son point courant sont les directions

o . dr . R .
définies en ce point par les vecteurs T, ﬁ, il faut que l’on ait
f, X g—; =0 et finalement, en vertu des (7,11), il faut que 1’on ait:
(7,12) - — L =0

Ainsi, griace a (7, 12), I’équation différentielle (7, 10) des trajectoires
orthogonales sur la surface S des courbes u = Cte tracées sur elle prend

la forme

(7, 13) L~

tandis que le vecteur (7,11) qui au point courant de S est paralléle a la
tangente a la courbe de ce systéme issue de ce point, devient
dr
7,14 — =a
( ) 7 P18
et, comme les courbes de ce systéeme sont les génératrices rectilignes de

S, il faut que 1’on ait
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dar

- . —
(7, 15) N aeE = {ap g} A [(ap1§)u+ (aplg)v%] = 0.

Mais, grace aux (7,14), (7,13) et (2,6), on a

= dr a, | I by]. 3 i L
(1,16) g = |aps g+ g | e [@p — - (ap| & + ab gt

et, pour que la condition (7, 15) soit remplie, il faut que 1’on ait:

B 4 5 by @, ab b

aplb +12T= l_:O.

Il faut que 1’on ait donc /;=0; ce qui montre, eu égard a ’équa-
tion (7, 13), que les génératrices rectilignes de 1’élicoide S sont nécessai-
rement les courbes que les surfaces distributrices principales v = Cte de
la congruence D déterminent sur cette surface.

Les constatations précédentes permettent, eu égard au théoréme I,
de formuler le:

Théoréme III. Afin que le réseau de courbes, que les surfaces reglées
a paramétre distributeur: p constant engendrées par les droites d’une congruence
parabolique ayant comme nappe focale unique une surface minima, déterminent
sur cette surface, soit conjugué, quelle que soit la valeur constante = 0 de p, il
faut et il suffit que la congruence soit engendrée par les tangentes aux trajec-

toires orthogonales des génératrices rectilignes d’un hélicoide minima reglé.

8. Supposons en second lieu que la congruence considérée D soit
une congruence Ry,.

Dans ce cas, la congruence D n’est ni isotrope ni parabolique et,
ayant, comme surface moyenne une surface minima S, elle n’est pas
engendrée par les normales a cette surface. En outre, d’aprés le théo-
réme I, les courbes que les surfaces distributrices principales de la con-
gruence déterminent sur la surface S sont les lignes asymptotiques de
cette sufrace.

Or, si D référée i ses surfaces distributrices principales v = Cte,
u = Cte et ayant comme directrice sa surface movenne S est définie par
I’équation (2, 1), les courbes v =Cte, u=_Cte tracées sur S sont ses
lignes asymptotiques et, comme S est une surface minima, le réseau (u, v)

sur elle est nécessairement orthogonal.
ITAA 1974
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Mais, si I’on exprime que le réseau (u, v) sur la surface S est ortho-
gonal et que I’on tienne compte que, d’aprés les suppositions faites, les
dérivées T,, T, du second membre ¥ (u, v) de 1’équation (2, 2) de S peu-
vent s’écrive sous la forme (3, 5), on aura

quszll.l2=O.

On aura donc ou bien 5, =0, [,%0 ou bien [;#0, l,=0, car la
congruence S n’est pas engendrée par les normales 4 la surface S et, par
suite, au moins une des fonctions I, I, des u, v doit étre 0.

Or, si
(8,1) L, =0, L#0,

les équations (D, 8), qui sont nécessairement vérifiées, puisque les cour-
bes v = Cte, u = Cte tracées sur S sont ses lignes asymptotiques, devien-

6} d l T :
nent —a% =0, W( b12)2> = 0; en outre de la premiére équation (3, 6),
eu égard aux (8,1) et au fait que 1’on a —g—i— = 0, résulte que 1’on aura
g l ;
également g—s‘ = 0. Donc, dans le cas envisagé, a, p; et ﬁ sont néces-
1
sairement des fonctions de la seule variable u:
ly
(8,2) a=a(u), p=np), —==o0()FEO0

bp.

Ainsi les expressions (3, 5) des dérivées t,, T, du second membre
7 (u, v) de 1’équation (2, 2) de la surface moyenne S de D, grice aux (8, 1)
et (8,2), acquiérent la forme

(8,3) F,=a(u)p(u)g F = bpa{—T + o(u) 1}.

11 s’ensuit, compte tenu que, grice aux (8, 3), on a pour les coeffi-
cients E,F, G de la premi¢re forme différentielle fondamentale de S
référée A ses lignes asymptotiques v = Cte, u= Cte les expressions

(8,4) E=alpl=E(), F=0 G =b2p2{l+e*(u)},

que les lignes asymptotiques v = Cte de S sont nécessairement des droi-
tes, puisqu’elles sont en méme temps des géodésiques de cette surface et
que, par conséquent S est une surface minima reglée. Donc la surface
moyenne S de la congruence D, i moins qu’elle ne soit plane, est néces-
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sairement un hélisoide minima reglé. Mais, cela étant, S est-comme on
sait [1, p. 197] — une surface applicable sur une surface de révolution dont
les méridiens sont les images, dans la représentation isométrique des
deux surfaces, I’une sur 1’autre, des génératrices rectilignes v=Cte de S;
par conséquent, le troisiéme des coefficients (8, 5) de la premiére forme
différentielle fondamentale de S, référée aux parametres considérés u, v,
doit étre une fonction des u, v de la forme: ¢;(u). gz (v).
On aura donc:

(8,5) G = @1 (1) 2(v) = b*p {1 + o (w)},
tandis que, d’aprés la premiére des (8, 2) on a a=a/(u).

Il en résulte que, dans le cas envisagé, on peut référer la congru-
ence D A deux paramétres u, v tels que les surfaces v=Cte, u=_Cte
engendrées par ses droites soient ses surfaces distributrices principales,

tandis que l'on a
(8, 6) a=1 G =G(u).

Cela étant, le produit bp, est nécessairement une fonction de la
seule variable u, puisque le coefficient G en vertu des (8, 2) et (8, 3), doit
avoir la forme (8, 4); en outre, grice 4 la troisiéme des (8, 2) et au fait
que bps =@ (u), il en est de méme de I,.

On aura donc:

(8,7) bpe = @ (u), Ilx=1l(u),

et de la premiére de ces relations, en égalant les dérivées logarithmiques
par rapport & u de ses deux membres et en ayant égard A la seconde
équation (3, 6) et aux relations (8, 2) et (8, 7), on parvient i I’équation

b _[1 do ]9 _ .
(8, 8) -a;—[q) o U]m_F(u),

ce qui montre que b doit étre une fonction des u, v de la forme

Fy(u) + Fa(v).
Mais la fonction Fy(v) doit étre une constante, car b doit satisfaire
2b "
a 1’équation —?)Tl?—{—b =0, a laquelle se raméne, grice a la premiére
relation (8, 6), 1’équation (2,7). Donc b est nécessairement une fonction
de la seule variable u, qui doit étre de la forme: c;.cos(u-c), ot ¢;, ¢
sont des constantes dont au moins la premiére est =0, car elle doit
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e . . . R d*b ’
satisfaire a 1’équation différentielle ordinaire I + b=0, a laquelle,

en vertu de la premiére relation (8, 6) et au fait que b=Db(u), se rameéne
I’équation (2, 7).

De cette constatation jointe aux précédentes résulte que, dans le cas
envisagé, on peut référer la congruence D a deux parameétres u, v tels
que les surfaces v =Cte, u=Cte engendrées par ses droites soient ses

surfaces distributrices principales, tandis que 1’on a
(8,9) a=1 b=cosu, 6L=0, ©L=1I04(u).

En outre, en vertu des (8, 2), (8, 9) et de la premiére relation (8, 7),
les paramétres distributeurs principaux p;, ps de D sont également des
fonctions de la seule variable u:

(8,10) p1 = py(u), P2 = p2(u)

et, par suite, ils sont liés par une relation (indépendante des variables u, v).

Si, au lieu d’avoir [; =0, ,7=0, ona [;7#0, [, =0, on peut dé-
montrer par des raisonnements pareils aux précédents que la congruence
R, considérée peut étre référée 4 deux paramétres u, v tels que les sur-
faces v = Cte, u= Cte engendrées par ses droites soient ses surfaces

distributrices principales, tandis que dans les équations (3, 5) on a
a=cosv, b=1 L=14L4(v)%#0, =0, pr=pi(v), pz=pa(v);

de 1a il devient évident que dans 1’étude des congruences R,, on peut se
borner au cas ou I’on a 4, =0, I, % 0.

Dans ce cas, d’aprés les constatations précédentes, le carré de 1°é1é-
ment linéaire do? de I’image sphérique = de la congruence considérée Ry,
référée a ses surfaces distributrices principales v = Cte, u= Cte devient,
par un choix convenable des paramétres u,v, entiérement determiné:

(8,11) do? = du® + dv?. cos?u,

tandis que les expressions (3, 5) des dérivées t,, T, du second membre
de I’équation (2, 2) de la surface moyenne S de la congruence, grice aux
(8,1), (8,9) et (8,10), acquiérent la forme

(8,12) fu=pi(u)g T = —pg(u).cosut+ l(u)l.

En outre, si I,, M, N sont les coefficients de la seconde forme dif-
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férentielle fondamentale de la surface S référée aux paramétres consi-
dérés u, v, qui — comme nous I’avons déja démontré — 4 moins qu’elle
ne soit plane, est un hélicoide minima reglé, on aura I, =N = 0, puisque
les courbes v =Cte, u=Cte tracées sur elle sont ses lignes asymptoti-
ques. Or, pour que la surface S soit plane, il suffit que I’on ait en plus
M = 0, ou, ce qui revient au méme, il suffit que la fonction ¥ (u, v) du
second membre de 1’équation (2, 2) de S vérifie 1’équation

(8,13) Tow K [Eu A By = G

Mais de la premiére équation (8, 12) on obtient, en ayant égard aux
(2, 6) et (8, 11), pour la dérivée ft,, de la fonction F(u,v) I’expression

(8) 14) Tyv = pl{f cosu — lsin 11}

et, grice aux (8, 12) et (8, 14), la condition (8, 13) qui est suffisante, afin
que la surface moyenne S de la congruence soit plane, devient

(8, 1) ly.sinu — pgcos?u = 0.

Par ailleurs enveloppée moyenne (enveloppe des plans médiateurs
des segments focaux) de la congruence R, considérée sera définie par

rapport au systeme de référence fixe Oxyz par les équations

{R” — #(u, v)} X1l =0,

(8,16) PN 5 )
E{(R —‘T)Xl}=0, W{(R ——r))(l}=0,

PR S —

ott 7(u,v) et R” sont les rayons — vecteurs dont les extrémités sont le
point moyen de la génératrice courante g (u, v) de la congruence et le point
de I’enveloppée moyenne S”’, qui correspond a ce point de la droite g.
Les équations (8, 16), en vertu des (2, 3) et (8, 12), prennent la forme
ly
cosu

(—R“_F)Xl:O, (ﬁ"—?)rxf':Oy (I_{”_f)xgz

et elles montrent, sous cette forme, que 1’équation vectorielle par rapport
au systéeme Oxyz de 1’enveloppée moyenne S’° de la congruence, référée
aux paramétres u, v, peut s’écrire sous la forme

(8, 17)  OR'=r v+ %g. V
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La différentiation de 1’équation (8, 17) par rapport 2 u et 4 v con-
duit, eu égard aux (2, 6) et (8, 12), aux équations

(8,18) Ry = [131 +.( c )] g, ' R{ = —cosu. [pz—l2

sinu].
cosu

cos?u
La seconde équation (8, 18), dans le cas ol la surface moyenne S de
la congruence est plane, en vertu de (8, 15) devient R; = 0. Donc, dans

ce cas, ’enveloppée moyenne S’ de la congruence dégénére en courbe.
En outre la différentiation par rapport & u de la premiére équation (8, 18)

conduit, 4 1aide des (2, 6) et (8,9), & I’équation Ry = [;31 +"( - (f;u)] .

On aura donc, en ayant égard 4 la premiére équation (8,18), R¢ ARjp=0;
ce qui montre que la courbe 4 laquelle dégénére 1’enveloppée moyenne de
la congruence, lorsque sa surface moyenne est plane, est une droite.

Si la surface moyenne de la congruence n’est pas plane, des deux
équations (8, 18) on obtient pour les dérivées Ry, Ry du second membre
de 1’équation (8,17) de son enveloppée moyenne S”’, en ayant égard aux
(2,6) et (8,9), les expressions

(8; 19) El’.\’ﬂ = [pl —|—..( 12 )j' g) —‘Ir; = Sin u l:pz — l2 gy v J g

cos u cos?u

On aura donc, dans ce cas, en vertu des (8,18) et (8,19).

(8, 20) R X (REARY)=0, RuX(REARY)=0
et
(81 21) —:1’ X ﬁ;’ = 0.

Les relations (8,20) expriment que les courbes v=Cte, u=Cte
tracées sur la surface S’/ sont ses lignes asymptotiques, tandis que de la
relation (8, 21) résulte que le réseau formé par ces courbes est orthogo-
nal. Donc S”’ est nécessairement une surface minima. En outre les lignes
asymptotiques v = Cte de S’ sont des droites, car, en vertu des deux
premiéres équations (8,18) et (8,19), on a Ry A Ri; = 0. Donc, dans le
cas ot la surface moyenne de la congruence n’est pas plane, son enve-

* Les points désignent les derivées par rapport a la variable u.
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loppée moyenne est une surface minima reglée et, par suite, elle est un
hélicoide minima reglé.

En outre une surface génératrice S’ de la congruence R, considérée,
qui —comme nous 1’avons déja signalé — est une congruence de Ribau-
cour, d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe 4, peut étre définie
4 une translation prés par rapport au systéme de référence fixe Oxyz
par les équations

(8,22) fo=o0pi(u)f, 7 =ops(u).cosug

qui s’obtiennent des deux équations (4, 4) en y remplacant les scalaires
a, b, p;, ps qui y figurent, par leurs valeurs (8, 9) et (8, 10), le scalaire o,
que ces équations renferment, étant une fonction de la seule variable u,
car o doit satisfaire aux équations (4, 7) qui, dans les cas envisagé, grice
aux (8, 1), (8,9) et (8, 10), deviennent.
Qu __ Ly (u) o =0
0 pa(u)cosu’ =7

Cela étant, des deux équations (8, 22), résulte que, si E’, F', G’ sont
les coefficients de la premiére forme différentielle fondamentale de la
surface S’ référée aux paramétres u, v, E et G sont des fonctions de la
seule variable u, tandis que F est =0 et de 12 que le réseau (u, v) sur la
surface S’ est isotherme, les courbes v = Cte de ce réseau étant des géo-
désiques de cette surface. En outre les courbes v = Cte, u = Cte tracées
sur la surface S’ sont ses lignes de courbure, car ces courbes sont les ima-
ges sur la surface S’ des courbes, que les surfaces distributrices princi-
pales v = Cte, u= Cte de la congruence déterminent sur sa surface
moyenne S dans la représentation des surfaces S, S’, ['une sur [’autre,
considérée dans le paragraphe 4 [6, p. 134]. Donc S’ est une surface iso-
thermique dont les lignes de courbure de I’un systéme sont des géodési-
ques et, par conséquent, elle est nécessairement une surface de révo-
lution (5, p. 329).

Les considérations précédentes permettent d’énoncer le:

Théoréme IV. La surface moyenne d’une congruence Rn, a moins
quw’elle ne soit plane, est un hélicoide minima reglé, son enveloppée moyenne est
également un hélicoide minima reglé qui dégénére & une seule droite, dans le cas

ol la surface moyenne de la congruence est plane, ses surfaces génératrices sont
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des surfaces de révolution et ses paramétres distributeurs principaux sont liés

par une relation.

9. Supposons enfin que la congruence considérée D soit une con-
gruence R,, dont les paramétres distributeurs principaux sont liés par
la relation
(9,1) Pz = pa(P1),

ol py(py) Z p1, puisque D est une congruence R,, et, par suite, une con-
gruence non isotrope.

La congruence D, d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe 8§,
peut étre référée A deux parameétres u, v tels que les surfaces v = Cte,
u = Cte engendrées par ses droites soient ses surfaces distributrices prin-
cipales, tandis que dans les expressions (3, b) des dérivées T,, Ty du se-
cond membre 7(u,v) de 1’équation (2, 2) de la surface moyenne S de

la congruence on a
9,2) a=1, b=cosu, L, =0, L=1IL(u), p,=p;i(u), p:=p2(p)=F(u)

Cela étant, si 1’on remplace dans les équations (2, 7), (3, 6), (4, 8) et
(5, 8) a, b, py, P2, &4, I par leurs valeurs (9, 2), on reconnait que les équa-
tions (2, 7), (4, 8), (b, 8) et la premiére équation (3, 6) sont identiquement
vérifiées, tandis que des deux derniéres équations (3, 6), on parvient, en
tenant compte que p;, py sont liés par la relation donnée (9, 1) aux deux
équations différentielles ordinaires
sinu ly
cosu ‘ cost

( dp, dp,
|d§1-"+{ P2 (b1)}

(9, 3) §
|

d 3
“du {P1+ p2(p1)} cosu = 0,

auxquelles doivent satisfaire les fonctions p;, 1, de la variable u.

Il en résulte que, si ’on rapporte la surface de la sphére-unité a deux
parameétres u, v tels que le carré de son élément linéaire soit de la forme
(8,11), au réseau (u, v) sur cette surface, qui est orthogonal, on peut faire
associer de la maniére exposée dans le paragraphe 3 un ensemble (E)
de congruences Ry, les parameétres distributeurs principaux p;, ps de cha-
cune desquelles sont liés par la relation donnée (9, 1). Les congruences
de cet ensemble, qui sont définies 4 une translation prés par rapport au
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systéme de référence fixe Oxyz correspondent aux couples de fonctions
p1, l» de la variable u vérifiant le systéme des deux équations différen-
tielles ordinaires (9, 3), dans lesquelles p, p, sont liés par la relation (9, 1).

Toutes les autres congruences R, dont les paramétres distributeurs prin-
cipaux sont liés par la méme relation, s’obtiennent par des déplacements

des congruences appartenant a 1’ensemble (E), puisque le carré de 1’é1é-
ment linéaire de I’image sphérique de toute congruence R,, référée a ses
surfaces distributrices principales est — comme nous [’avons déja re-
connu — entiérement déterminé.

Donc le probléme de la détermination des congruences R.,, dont les para-
métres distributeurs principaux py, py sont liés par une relation donnée, se raméne,
par un choix convenable des paramétres u, v, auxquels ces congruences sont
référées, a la détermination des couples de fonctions p,, l, de la variable u, qui
vérifient le systéme des deux équations différentielles ordinaires linéaires du

premier ordre (9, 3), dans lesquelles p,, p, sont liés par la relation donnée.
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