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MAGHMATIKA.— Eine Bemerkung iiber die von dem Zentralisator
bestimmten Abbildung, von Ph. Vassiliou *.

§ 1. Es ist wohlbekannt, dass die von dem Zentralisator einer
Gruppe G bestimmte eindeutige Abbildung des Verbands M aller Unter-
gruppen in sich von G, einen speziellen Fall der von G. Birkhoff defi-
nierten Polaritit' bildet — eine sogenannte Galoissche Korrespondenz —
sobald man unter der einschldgigen Relation zwischen zweier beliebigen
Elementen der Gruppe ihre Kommutativitit beziiglich der Gruppenope-
ration versteht.

Das bei dieser Zuordnung ¢ Bild (X’ einer Untergruppe X' von G
erkliart sich folgenderweise : Man definiert zuerst, mittels des Kommu-
tators (4, B) = ABA—' B—! zweier Elementen von G, diese Elemente 4, B
als «konjugiert» wenn (A4, B)=FE ist, wo E das Einheitselement von G
bezeichnet. Die zu einem A konjugierten Elemente von G bilden eine
Untergruppe von G. Der zu einer beliebigen Untergruppe X' von G
entsprechende Zentralisator (X’ ist der mengentheoretische Durchschnitt
aller, nach der obigen Weise, den Elementen von X' zugeordneten
Untergruppen.

Insbesondere, der Zentralisator (G der ganzen Gruppe G ist gleich
ihrem Zentrum O und der Zentralisator (O von O ist G. Diese Zuordnung
{ ist eine (eineindeutige) involutorische Abbildung der Menge N = (M
auf sich, welche die fiir ihre Elemente existierende partielle Relation
des Enthaltenseins umkehrt.

Indem man nun mit X, Y, ... beliebige Elemente von N, mit XN Y
den Durchschnitt von X, Y (welcher wieder ein Element von N ist)
bezeichnet und als Vereinigung XU Y das kleinste in N vorhandene
Element, welches X und Y enthilt, definiert so erhilt man, dass die
Vereinigung und der Durchschnitt zweier Elementen von N gehen
durch ¢ in den Durchschnitt bzw. die Vereinigung ihrer Bilder (X, (Y
iiber und dass NV mit den Operationen U, I wieder einen Verband bildet.

* @, BAZIAEIOY, ’Emti dmewrovicewg Tivog cvunAéypatog eig éauto.
1. G. Birkhoff, Lattice Theory, Rev. edit. 1948, Amer. Math. Coll. Publ.
Vol. XXV, S. 54-58.
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Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist zu beweisen dass, ausgenom-
men den abelschen Fall, der Verband N nie eine Boolesche Algebra sein
kann, wenn man (X als das zu X komplementire Element betrachtet.

§ 2. Die Menge N braucht nicht, ohne weiteres, eine Boolesche
Algebra zu sein. Um eine notwendige und hinreichende Bedingung auf-
zustellen dafiir, dass N eine Boolesche Algebra sei, benutzen wir einen
Satz von E. V. Huntington ', gemiss dem
«Irgendeiner Verband, der ein Nullelement o besitzt, ist eine Boole-
sche Algebra, sobald in ihm jedes Element x (mindestens) einen Komple-
ment x hat und zwar so, dass fiir jede komplementire Zuordnung x ->% s
die Relation y & ¥ aus 2y = o schliessen ldsst.»

Man bemerkt nun, dass wenn in unserem Verband N, in welchem
das Zentrum O das Nullelement ist, neben der Bedingung
(2.1) <«Aus XNY =0 folgt X E LY, fiir jedes Paar X, Y€ N>,
auch die Umkehrung davon gilt, d.h.

(2.2) «Aus X E Y folgt XNY = O, fiir jedes Paar X, YEN»,
dann sind alle Voraussetzungen des Huntingtonsatzes erfiillt und N eine
Boolesche Algebra sein muss.

Es gilt namlich der

Satz. Aus der Voraussetzung

(2. 3) XNY=0 XELY fir X, YEN

folgt, dass (X eine komplementire Zuordnung in N ist und zwar identisch
mit jeder komplementéren Zuordnung &X, welche (2. 3) erfillt.

In der Tat; es ist CXECX und daraus folgt, dass X 1 (X = O,
wenn man in (2. 2) X statt X und X statt Y setzt.

Aus der involutorischen Eigenschaft von { folgt weiter, dass

IXUPX=CXUX=XU (X =10 = G ist.

{X ist also eine komplementire Zuordnung in N.

Eine zweite komplementire Zuordnung &X in N, welche auch die
Bedingung (2. 3) erfiillt, miisste mit (X identisch sein. Denn aus der

1. E. V. Huntington, Sets of independent postulates for the algebra of
logic, Trans. Amer. Math. Soc. 5 (1904), S. 288 - 309.
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komplementiren Eigenschaft von &X, fiir jedes XEN, wiirde folgen
MK = T =0
uhd daraus, wegen (2. 3),
EX S X
Andererseits, weil auch
XMLX =X X =0 1st,
wiirde, aus der fiir £X erfiillten Bedingung wie oben,

(X € £X folgen.

Es miisste also X = (X identisch gelten.

§ 3. Die als hinreichende erwiesene Bedingung (2. 3) dafiir, dass NV
eine Boolesche Algebra sei, mit (X als komplementires Element zu X,
ist aber auch notwendig. .

Denn, aus der Voraussetzung dass NV eine Boolesche Algebra und (X
das zu X komplementire Element ist, folgt

XhiX= @ XUyX==¢6
also, wegen des in N herrschenden Distributivgesetzes,
X=Xn(Yucy)=XnYuXxnty

und so, aus X 1Y = O folgt X g LY.

Umgekehrt, aus X & LY folgt X N ¢Y = X, und so
XNY=(XNiY)NY=XN(¥YNY)=Xn(YNt¥Y)=XnO0=0.

§ 4. Man bemerkt nun, dass fiir eine zyklische Untergruppe VA
von G folgende Relationen gelten

Z=1{7227, W=1:(Z227,
aus denen unmittelbar folgt, dass
(4. 1) nw=a2z.

Im Anschluss an §§ 2, 3, sei nun N eine Boolesche Algebra, G = O
und Z’ durch ein solches Element von G erzeugt welches nicht im Zen-
trum O von G enthalten ist. Nach einer miindlichen Hinweis von M. Kras-
ner, hiitte man dann, gemiss der im obigen Satz aufgestellten Bedingung,

(4- 2) W==(tZ=Z0W=20.
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In Verbindung mit (4. 1), die Relation (4.2) ldsst aber schliessen,
dass Z' & O ist, im Gegensatz zu unserer Konstruktion.

Im Fall also, dass IV eine Boolesche Algebra sein soll, muss G = O
sein; mit anderen Worten, die Gruppe G muss eine abelsche Gruppe
sein. N besteht dann aus dem einzigen Element O und ist, trivialerweise,
eine Boolesche Algebra.

HNEPIAHWIZ

‘H 910 tilg ofitw xakovuévne xevrpomotodons, ovumréypatog G, Gotlopévn
povoofuavtog dmewéviog & tol duxtvwtod M tdv dmocvpmheyndrov i G elg
govto amotedel, Gg yvootdy, pegueny meolmtwowy tiig 0o ol G Birkhoff dew-
ondelong moddoews. Elvar, Snwg Aéyopev, uia dvrioroyia Galois, dtav dg diue-
Mic oyéorg petald dvo tuydvrwv ororystwv 1ol G Aaufdveron 1) dvripetadetindtng
adT®V O¢ mEOg TNV mEGEY ToD cunmAEypaTog.

‘H xata v &v Abyop dvuotoyiov ¢ elxov dmocvumhéyuards twvog elvan
i ouvolodewontiny dAdnioroun Shov tdv dmoovumheyndtoy To 6mOTo. UOQPDVO-
uev, drav duo xdde ororxeiov 1ol doévrog Omoovumhéypatog Yewefiompey Exeiva
10 dmoovpmAéypata to dmotehodueva Gmd Gha to otouyeia ol G ta avripuetati-
Yéueva pug 10 otougeiov Exeivo.

‘H amewndviorg & elvon dvedutinn) 1od ouvéhov N =M E¢’ €avtd, dvri-
otoéqovoa Ty petafy tdv otorgetov tod N (dmocvpmheypdrov) Ogiotauévny
ueouuv oyéov tob meoiéyeolar. “Idimtéows % & elvar duguuovooijpavrog.

Mé v aAnlotom)v tdv otovyelwv tob cuvélov N dva dvo wmail peé ovvé-
vopua o otouyslov adtol 10 tmdoyov EAdyiotov otoyeiov tod N, t0 mEQUéyov
avtd, 10 ovvorov IV dmotelel émiong Suxtvwtdv.

Sxomog Tg moovong foyacsiag eivar 1), &mi T fdogr avayxralog xal ixaviig
ovviiung Tva 1o IV elvar “AlyeBoa Boole, 8tav ai Sk tiig dnewovicewg £ eind-
veg TV otolyelmv tou glval ta cvpmAnewuatiea otouygla TOV olxelwv doyeTtinwy,
evgeotg 1o EEayouévov G, éEagovuévng tiig megurtwoewg afehiavol cvumAéyna-

to¢ G, 10 dutvwtov IV oddémote eivan “"Adyefoa Boole.



