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AIAQOPIKH T'EQMETPIA.— Sur les surfaces représentatives des fonctions de
deux variables d’une classe spéciale, par Othon Pylarinos*.

REsuME : est donné dans le No 1.

1. Dans cet article — qui a pour object la recherche des propriétés dont
jouissent les surfaces réelles non planes de I’espace euclidien habituel E32, les
points de chacune desquelles, par rapport a un systéeme de coordonnées carté-
siennes Oxyz trirectangulaire, choisi comme systeme de référence dans l’es-
pace E3 admettent des coordonnées x, y, z dont, au moins, une — soit la coor-
donnée z — est une fonction des deux autres x, y satisfaisant a 1’équation
aux dérivées partielles du second ordre:

(1. 1) 6_22 {1 _*_(GAZ )2] }_; 92 QZZ_ a_z, BZJ +12%{1 +(_61)2J }=()

0x> oy 0x0y O0x 0y 0y> 0x
pour une certaine valeur réelle du coefficient unique j qui y figure, quelle
que soit la valeur réelle du coefficient j — sont établis des théoréemes con-
cernant quelques — unes de ces propriétés.

A cet effet —dans ce qui va suivre — compte tenu que a chaque valeur
réelle du coefficient j, considéré comme parameétre, correspond un ensemble
de surfaces précitées: 1’ensemble des surfaces réprésentatives, par rapport
au systéme de référence Oxyz, des fonctions réelles de deux variables — des

* 0, IITAAPINOY, Ilepi 1@V imo@ovai®dv t1®V TaploT@e®Y TAC OLVAPTAGELS OVO pETa-
BAnt@v mag eidikiic kartnyopiog.
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variables x, y dans le cas envisagé — qui, satisfaisant a 1’équation (1,1) pour
cette valeur de j, sont des fonctions appartenant a la classe spéciale en question
— ces surfaces sont appellées, pour abréger, surfaces Sgj, I'indice j désignant
la valeur du parameétre que I’équation (1,1) renferme, a laquelle correspond
la surface Sg;. En outre le plan du systéme de référence Oxyz, qui correspond
aux deux des coordonnées x, y, z, par rapport a ce systéme, des points d’une
surface Sg;, fonction desquelles satisfaisant & I’équation de la forme (1,1),
est la troisieme, est appelé plan de base de la surface et le domaine du plan
de base, les points duquel sont les projections orthogonales sur ce plan des
points de la surface Sg;, est appelé domaine og;, de son plan de base. Cela
posé, il est d’abord établi, aprés un exposé préliminaire, un théoréme qui
exprime une condition géométrique nécessaire et suffisante afin qu’une sur-
face réelle de E3 soit une surface Sg; qui-ayant un plan déterminé pour plan
de base — correspond en outre & une valeur donnée de lindice j et il est
ensuite démontré que:

a.— A chaque surface Sg; est attachée une congruence rectiligne de
RIBAUCOUR. Les génératrices de cette congruence sont les droites paralléles
aux normales a la surface Sg;, menées par les points de la “surface moyenne”
de la congruence, la génératrice issue de chaque point de cette surface étant
paralléle a la normale a la surface Sg; en son point situé sur la normale menée
par ce point au plan de base de la surface Sg;. La surface moyenne de la con-
gruence attachée a une surface Sg;, si la valeur jo de l'indice j, a laquelle
correspond la surface Sg;, est = 0, coincide avec le domaine og; du plan de
base de cette surface, tandis que, si j, est un nombre réel %0, est une sur-
face Sg; qui-ayant le méme plan de base avec la surface Sg; a laquelle est

de l'indice j. Dans ce

attachée la congruence — correspond a la valeur

Jo

dernier cas chacune de ces deux surfaces Sg; est la surface moynenne de la
congruence de RIBAUCOUR attachée a DPautre. En outre la “surface géné-
ratrice” de la congruence de RIBAUCOUR attachée & une surface Sg; est éga-
lement une surface Sg; définie & une homothétie et un deplacement paralléle
prés et ces deux surfaces Sg;, qui — ayant le méme plan de base — corres-
pondent de plus a la méme valeur de 'indice j, sont chacune la surface gé-
nératrice de la congruence de rRiBAUCOUR attachée a Iautre et:

b.— A chaque surface Sg; sont attachées deux “surfaces minima” qui
se confondent et coincident avec le domaine

— étant en général distinctes
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or; du plan de base de la surface Sg;j, si la valeur j, de j, a laquelle correspond
la surface Sg; est = 0 et ne sont réelles que si j, est un nombre réel > 0. Les
deux surfaces minima attachées a la méme surface Sg; sont applicables, 'une
sur I’autre, dans le cas ou elles sont distinctes et, dans la représentation de la
surface Sg; sur chagune d’elles (distinctes ou coincidantes), dans laquelle les
couples de leurs points homologues déterminent des droites normales au
plan de base de la surface Sg;, au réseau des lignes asymptotiques de cette
surface correspond sur la surface minima un réseau orthogonal qui est le
réseau de ses lignes asymptotiques dans le cas ol ces deux surfaces minima
sont distinctes. Par ailleurs, en joignant & une surface minima réelle non
plane S un plan (=) arbitrairement choisi, on peut associer a chaque nombre
réel m s~ -1 une surface Sg; qui — ayant le plan (x) comme plan de base —

correspond a la valeur de Pindice j. La surface minima S est 1'une

1
(1+m)?
des deux surfaces minima attachées a cette surface Sg;.

Il est enfin démontré que, si deux des trois coordonnées x, vy, z
des points d’une surface réelle non plane S de E3, par rapport a un systéme
de coordonnées cartésiennes trirectangulaire Oxyz, sont chacune une fonction
des deux autres satisfaisant toutes les deux a une équation aux dérivées
partielles de la forme (1,1) pour la méme valeur J, du coefficient unique j
qui figure dans cette équation et que j, soit un nombre réel = -1, la troisiéme
coordonnée des points de S est nécessairement une fonction des deux autres

satisfaisant également & une équation de la forme (1,1) pour la valeur 1 —?—jo
du coefficient j. En outre, compte tenu que cette propriété de la troi-
sitme coordonnée des points de S, si j, est = 4 1, est une conséquence du
fait que, dans ce cas, S est une surface minima, la forme, qu'une fonction
réelle z(x, y) doit avoir, est déterminée, afin que les deux premieres des coor-
données x, y, z des points de la surface représentative d’une fonction réelle
des variables x, y de cette forme, par rapport au systéme de référence consi-
déré Oxyz, jouissent de la propriété précitée pour une valeur réelle 7 + 1

du coefficient j.
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Rappels et préliminaires
2.— Soit:
(2,1) r=Xo X (1, v) + ¥o ¥ (1, v) + 2z, z(u, v) =r(u, v)

I’équation vectorielle, par rapport au systeme de coordonnées cartésiennes
trirectangulaire Oxyz choisi comme systéme de référence dans l'espace E3,
de la portion d’une surface réelle non plane de E3, qui-— étant dépourvue
de points singuliers — est “la surface S” a laquelle se rapportent les consi-
dérations qui vont suivre.

Le second membre r (u, v) de ’équation (2,1) est une fonction vectorielle
réelle des variables u, v, aux couples des valeurs réelles desquelles dans deux
intervalles déterminés, correspondent les points de la surface S, les vecteurs
Xo, Yo; Zo — qui y figurent — étant les vecteurs unitaires qui déterminent
respectivement le sens positif sur les directions des axes Ox, Oy, Ox du sy-
stéme de référence Oxyz et cette fonction ainsi que toute autre fonction
vectorielle ou scalaire des u, v, qui figure dans les pages suivantes, sont,
par hypothése, des fonctions de classe Ck (k>>3) dans les intervalles considérés.

Si I’on suppose de plus que, grace au choix convenable des coordonnées
curvilignes u, v sur la surface S, les courbes v = Cte, u = Cte tracées sur S
soient ses “lignes de courbure” et que lon désigne par E, F, G et L, M, N
les coefficients des deux formes quadratiques fondamentales de S, on aura:

(2,2) F=0, M=0,

puisque, dans ce cas, le réseau formé par les courbes v = Ct, u = Cte tra-
cées sur S est a la fois orthogonal et conjugué,
En outre, d’aprés cette supposition, les vecteurs:

1 or 1 or

2.3 .
(2,3) “=IF ou 2TV oo

) lo=e1 A ez*

auxquels sont respectivement paralléles, au point courant P (u,v) de S, les

* Les notations e, A e, et e, x e, désignent les produits vectoriel et scalaire
respectivement des vecteurs e, et e,.
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tangentes aux lignes de courbure v = Cte, u = Cte de S issues de ce point
et la normale & S en ce méme point, sont des vecteurs unitaires, puisque

or \° or \? . .
S ) ” G=(E ,e, X e;=0, qui en chaque point de S forment

un systéme trirectangle et dans cet ordre direct.

0naE=<

Les dérivées du premier ordre par rapport a u et & v des vecteurs uni-
taires (2, 3) pour les valeurs des u, v, auxquelles correspond le point courant
P (u, v) de S, d’aprés des formules connues [2, p. 157], peuvent s’écrire sous

la forme:
oe _ Oe _ ol %
o= { ke ko VB, 2 = ke, VB, 5% =~y & VR
(2,4)
oe _ Oe _ ol
6\)1 =kg2 €y VG,ﬁz‘: { '—k82 € S k2 lo}va . a: = —'k2 € VG’
ou:
W Lam 1o
T YEG v T YEG ou

sont les “courbures géodésiques” au point courant P (u,v) de S de ses lignes
de courbure v = Cte, u = Cte issues de ce point, tandis que:

L N

(2,6) ky = R ky = e

sont les “courbures principales” de S en ce méme point; en outre, grace aux
(2,2) (2,5) et (2,6), les deux équations des coDAzzI-MAINARDI, auxquelles
doivent satisfaire les coefficients des deux formes quadratiques fondamentales
de la surface S, acquiérent la forme:

ok,
N

0k .
- {kl—-kz}kglm, —= {kl—kz} ke, VE.

Par ailleurs, si I'on désigne par £, v, € les cosinus des angles que les vecteurs
unitaires ey, e,, l,, au point courant P(u, v) de la surface S, forment avec le
vecteur unitaire z, normal au plan xOy du systéme de référence Oxyz et que
I’on tienne compte que, dans le cas envisagé, le systéme (2, 3) des vecteurs
e;, &, I, est en chaque point de S trirectangle, on aura:

(2,8) B2 =1.
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En outre on a:

(219) Zo = E.;el + ney; + Clo

et, si I'on tient compte que les cosinus £, v, { sont respectivement égaux aux
produits scalaires:

(2,10) E=ggXe€, N=12ZXe C=12zyXl,

en différentiant ces trois relations par rapport a u et a v, on obtient, en faisant
usage des formules (2,4) et de ces relations (2,10), pour les dérivées du premier
ordre des &, n, { par rapport 4 u et a v les expressions:

0%, _ @ .. 0% _
= {kgm+klc}vE,%:-kamﬁ?klam
(2,11)
- 0 _
!; §= kgz 1 VGaa_n"':{—kg22.+ k2<}VG,——C=—k27]VG
ov ov ov
Cela posé, soit:
(2712) I =gt (11, 0) + Z m {ZO Xr (u1 U)} = l‘1 (us U)7

ou r(u,v) est le second membre de I’équation (2, 1) de la surface S et m est
un nombre réel. I’équation vectorielle, par rapport au systéme de référence
Oxyz, d’'une surface S; qui ne se confond avec la surface S que, si m est = 0.

Or, si m est un nombre réel # 0, les points de la surface S; correspondent
aux couples des valeurs des u, v, auxquels correspondent les points de la sur-
face S et, dans la représentation des surfaces S, S;, 'une sur ’autre — dans
laquelle chaque couple de leurs points homologues est un couple des points
des deux surfaces, qui correspondent au méme couple de valeurs des u, v —
les couples de leurs points homologues déterminent des droites normales au
plan xOy du systéme de référence. Le point P; de la surface S; homologue,
dans cette représentation, du point courant P (u, v) de la surface S, est la
projection orthogonale sur le plan xOy du point P, si m est = —1; par consé-
quent, la surface S;, est, dans ce cas, le domaine du plan xOy, les points duquel,
sont les projections orthogonales sur ce plan des points de la surface S, tandis
que, si m est %= —1, le point P; de S;, homologue du point courant P(u, v)
de S, est un point situé sur la normale au plan xOy menée par le point P,
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qui détermine avec le point P et sa projection orthogonale P’ sur le
plan xOy les vecteurs PP, = (PP,)z,, P,P’" = (P,P")z,, le rapport des
grandeurs algébriques (PP,), (P,P’) desquels est:

(2,13) WP b, B

(ByR") m + 1
pour tous les couples des valeurs des u, v, auxquels correspondent les points
des surfaces S, S;.

Or, si on admet que les courbes v = Cte, u = Cte tracées sur la sur-
face S sont ses lignes de courbure et que I'on tienne compte que, dans ce
cas, la différentiation de ’équation (2, 12) par rapport & u et a v conduit,
a laide des (2,3) et (2,10), aux expressions:

ory

(2:44) LR AL PRI

des dérivées du premier ordre par rapport a u et & v du second membre
r; (u, v) de équation (2, 12) de la surface S;, on obtient pour les coefficients
E,, F;, G; de la premiére forme quadratique fondamentale de cette surface
les valeurs:

(2.45) E,={14+(2m+m? &} E, F, = (2m + m?) & JEG.
i G, ={1+(2m + m? n?} EG
et de la, eu égard de plus a la relation (2,8), on aura:

(2,16) E, G —F2=W2={(1+m)—(2m + m? 2} EG,

En outre, si m est #%= — 1, la normale a la surface S; en son point
courant P, (u, v) est parallele, d’apres les formules (2, 14), au vecteur:

(2,17) L={e;,+zym&} A{e,+zymn]j

qui, grace aux (2,3), (2,9), (2,10) et au fait que, dans le cas envisagé, le systéme
(2,3) des vecteurs unitaires e;, e, l, est en chaque point de la surface S
trirectangle et dans cet ordre direct, acquiert la forme:

(2,18) I, = (1 +m)l,—mZz
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Il en résulte que le vecteur unitaire:

Lo — _’-I-M~ 61‘1 i arl
10 Wl au aU

qui, si m est 7= -1, détermine le sens positif sur la direction de la normale a
la surface S;, en son point courant P, (u,v), grace aux (2,14), (2,16) et (2,18),
acquiert la forme:

f1{4+m}ly,—mUTz
21 R L 320 0 -
GiP) T T my— (2m 4 m?) 8

Par ailleurs en différentiant les équations (2,14) par rapport a u et a v
et en faisant usage des formules (2,4) et (2,11), on parvient aux expressions:

0> 0VE
1'21 { e;+2zom § }_:‘ + {kg192+k1 lo+2zo m (kg m + k1C)} E,
ou ou
(i o) -
(2,20) a = :{ ’_“(e1+20 m C) kg1+(e2+Z0 m V]) kg2 }VEG7
uov
0% ovG
a;l - {e2 + 2o M7 } 3 {‘— kgp € + ko Iy + zom (—kgy E+-k, C)}G-

des dérivées du second ordre par rapport au et a v.du second membre r; (u,u)
de ’équation (2,12) de la surface S, et, a 'aide des (2,19) et (2,20), on obtient
pour les coefficients L, M;, N; de la seconde forme quadratique fondamentale
de cette surface les valeurs:

. (1+m)Ek

7 ouz I+ m)E—(2m +m?) )%,
(2,21)

N:ﬁl—xl — (% =

T e T T {14 m)P—2m 4+ mY) )%
et

0%

(2,22) M, = aua: X lip=0

Les considérations précédentes, compte tenu que le plan xOy du systéme de
référence est un plan arbitrairement choisi, montrent que, en joignant a
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une surface non plane S de E? un plan (), on peut associer & chaque nombre
réel m — qui n’est ni = 0 ni = -1 —une surface S; qui, ne coincidant ni
avec la surface S ni avec le domaine du plan (=) les points duquel sont les
projections orthogonales sur ce plan des points de S, est représentée sur la
surface S de la maniére qui vient d’étre indiquée, les droites déterminées
par les couples de leurs points homologues étant normales au plan (x). Dans
cette représentation, d’apres (2,2), (2,6) et (2,21), (2,22). au réseau des lignes
asymptotiques de la surface S correspond sur s surface S; le réseau de ses lignes
asymplotiques.

En outre, si la surface considérée S est “La surface directrice” de la
congruence rectiligne (3) dont la génératrice issue du point courant P(u,v)
de cette surface est parallele au vecteur unitaire dy(u, v), ’équation vecto-
rielle de cette congruence, par rapport au systéme de référence Oxyz, aura

la forme:
(2,23) R =r (u,v) +0d, (u,v)

ou r(u,v) est le second membre de I’équation (2,1) de la surface S et 6 est
la variable, aux valeurs de laquelle correspondent les points de la génératrice
de la congruence issue du point courant P (u,v) de S. Le point P de S est le
point de cette génératrice, qui, d’apres (2,23), correspond a la valeur 0 de
la variable 6 et, si de plus on a:

od, od,

(2,24) B 5%

= 0,

les “points focaux” de la méme génératrice de la congruence (3) correspondent
aux valeurs 0, 0,, de 0, qui — comme on sait [2, p. 398] — sont les racines du

polynéme en 6:

(2,25) 02{eg—12} +0{ag—(b+b’) f4ce} {ac—bb’,
ou
ody \? od, ad, ( d, )2
> == e f: — =
(2,26) e=(S2). 1= 5= x s e-( 5
et
(2’27) B arl % ado b or Bdo A or ado X or ado

~ou  ou’ % _a—ux GU’C*EJX ov
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pour les valeurs des u, v, auxquelles correspondent le point P de la surface
S et la génératrice de la congruence (3) issue de ce point de S.

Cela étant, pour que la surface directrice S de la congruence (3) soit
la “surface moyenne” de cette congruence, il faut et il suffit, eu égard que,
d’aprés (2,23), sur la surface S 6 est = 0, que les valeurs 0y, 6, de 6, auxquelles
correspondent les points focaux de chaque génératrice de la congruence (3),
soient opposées; il faut et il suffit done que les fonctions scalaires e, f, g et
a, b, b’, ¢ des u, v, qui figurent dans les coefficients du polynome en 6 (2,25),
soient liées par la rélation:

(2,28) ag— (b+Db)ft+ce=0

pour tous les couples des valeurs des u, v, auxquels correspondent les points
de la surface S et les génératrices de la congruence (3).

La relation (2,28), si Pon y substitue e, f, g et a, b, b’, ¢ par leurs valeurs
(2, 26) et (2, 27), se reméne — comme on le reconnait aisément — a I’équation:

(3,29)

or od, oOr od, od, od,
ol ey =0
{auA ov BUA Du}x{ 6uA Bu}

qui est équivalente a I’équation que 1’on obtient en y substituant le produit

vectoriel 0d, A ﬁ, par le vecteur d, (u, v), c. a-d. a I’équation:
ou Ov
or od d or od
2,30 . b —°)—_ (—"A ):0,
(2,30) ou X( ov - ov ov . ou o

On le reconnait en tenant compte du fait que —le vecteur d, (u, v)
étant, par hypothése, un vecteur unitaire — on a:

{ od, A od,

=0
ou Bu}Ado '

et que, par conséquent, on a nécessairement:

od, A od,

ou M = (u,v) - doy (u,v)

ou m (u, v) est une fonction scalaire des u, v, qui — d’apres (2,24) est == 0.
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L’équation (2,30) dans le cas plus général ou la génératrice de la con-
gruence (3) issue du point courant P (u, v) de la surface S est paralléle au

vecteur:

(2,31) d (u,v) =d (u,v) dy (u,v)

dont la grandeur algébrique d (u, v) n’est pas nécessairement constante, si
de plus le produit vectoriel ~~§—2—A —%‘)—, est == 0, eu égard que, cela étant,
il en est de méme-comme on le constate aisément — du produit vectoriel
(?;:f A ?;10 , acquiert, grace a (2,31), la forme:

(2,32) %x(—%~1\d)-%x(-§% Ad>=0.

Or, d’apres les considérations précédentes, “afin que la surface S qur
— étant définie par rapport au systéme de référence Oxyz, par ’équation
vectorielle, (2,1) — a été choisie comme surface directrice de la congruence
rectiligne (3) dont la génératrice issue du point courant P (u, v) de la surface
S, est paralléle au vecteur d(u, v), soit la surface moyenne de cette congruence,
il faut et il suffit que le vecteur d(u, v) et le second membre r(u, v) de I'équation
(2,1) de la surface S soient des fonctions vectorielles des u, v satisfaisant a
I'équation (2,32) pour tous les couples des valeurs des u, v, auxquels corres-
pondent les points de la surface S et les génératrices de la congruence (3)”.

L.

3.— Considérons, en preimer lieu, le domaine ¢ sur le plan xOy du
systéme de référence Oxyz, les points duquel sont les projections orthogo-
nales sur ce plan des points de la surface S qui, par rapport au systéme Oxyz,
est définie par I’équation vectorielle (2,1).

Si S est une “surface Sg; ayant le plan xOy comme plan de base, d’aprés
ce qui est esposé dans le paragraphe 1, 1a troisitme des coordonnées x, y, z
des points de S, par rapport & ce systéme, est une fonction des deux premiéres
satisfaisant a I’équation (1,1) pour la valeur du paramétre unique j, que cette
équation renferme, a laquelle correspond cette surface Sg;.

ky, +k,

2

Mais, si I'on désigne par H la courbure moyenne de la surface
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S en son poic¢t courant P (u,v) et par A’, z le parametre différentiel du second
ordre de BELTRAMI sur le domaine ¢ du plan xOy de la coordonnée z =z, Xr
des points de S, en posant:

3, 1) j=m+1,
on peut écrire I’équation (1,1), a laquelle z(x, y) doit satisfaire, sous la forme:

(3,2) m Ayz—2 (m+ 1) ‘?3 =0,
ou { est le cosinus de ’angle formé par les vecteurs unitaires ly, z, auxquels
sont respectivement paralleles les normales a la surface S en son point courant
P (u,v) et au plan xOy du systéme de référence.

On le reconnait en tenant compte que, si 'on désigne, pour abréger,
les dérivées du premier et du second ordre de z par rapport a x et a y par
les notations habituelles:

0z 0z 0%z 0%z 0%z

—=Ph=—=q 5= =8, =5 =%t
ox P oy 4 0x? "axay . oy>

(3,3)
pour les valeurs des x, y, auxquelles correspondent le point courant P de S
et sa projedtion orthogonale sur le plan xQy, on aura:

1
3.4 - " ,
. ST g

(3,5) g TY ;( 2spg +

(3, 6) A’y 2 =14 t.

L’équation (3,2), a laquelle I'équation (1,1) est ramenée, est indépendante
du choix des coordonnées curvilignes u, v sur la surface S. Cela étant, en
supposant que les courbes v = Cte, u = Cte tracées sur la surface S soient
ses lignes de courbure et en tenant compte du fait que, par rapport au systeme
Oxyz, le domaine ¢ du plan xOy de ce systeme est défini par ’équation ve-
ctorielle:

(3, 7) r'=r (@) —%{z Xr{wv)]=r (uv)
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our (u,v) est le second membre de I’équation (2,1) de la surface S, en faisant
usage des (2,3) et (2,10), on obtient pour les coefficients E’, F', G’ de la pre-
miére forme quadratique fondamentale du domaine o les valeurs:

(3, 8) E ={1—%2)E, F =—%q VEG, G ={1—x2}G

et pour le parametre différentiel du second ordre de BELTRAMIA', z sur le
domaine ¢ du plan xOy de la coordonée z =1z, X r (u, v) des points de S —
comme on le reconnait en ayant égard aux valeurs (3,8) des E’, F', G" et en
faisant usage des formules (2,10) et (2,11) [4, p. 395] — ’expression:

(3,9) Agz = = nz)—cf;kg(l —é).

Or, dans le cas envisagé, I'équation (3,2), a laquelle doit satisfaire la
troisieme des coordonnées x, y, z des points de S, par rapport au systéme de
référence Oxyz, considérée comme une fonction des deux premiéres, si l’on y
substitue le parameétre différentiel A'yz par sa valeurs (3,9), se ramene a la
relation:

(3, 10) ky 1+ my?) 4 ko {1+ m22} =0

qui doit lier les courbures principales k;, k, de S en chacun de ses points
aux cosinus &, n des angles que la normale au plan de base xOy de cette sur-
face Sgr; forme avec les tangentes a ses lignes de courbure issues de ce point.

D’autre part, si en chaque point d’une surface réelle non plane S de E?,
ses courbures principales k;, k,. sont liées aux cosinus &, n des angles que
la normale & un plan déterminé (w) forme avec les tangentes aux lignes de
courbure de S issues de ce point par une relation de la forme (3,10) pour
une certaine valeur réelle du coefficient m que renferme cette équation, S
est une surface Sg; ayant le plan (r) comme plan de base et correspondant
a la valeur m-1 de l'indice j; car, si 'on rapporte S & un systéme de coor-
données cartésiennes trirectangulaire Oxyz ayant le plan (x) comme plan
x0y, on peut, en faisant usage des (2,4), (2,5), (3,6) et (3,9), ramener cette
relation & une équation de la forme (1,1), a laquelle doit satisfaire, dans ce
cas, la troisieme des coordonnées x, y, z des points de S par rapport a ce
systéme, considérée comme fonction des deux premiéres pour la valeur m+-1

du paramétre j que renferme cette équation.
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On peut donc, grace aux constatations précédentes, formuler le
Théorém 1.— Afin qu’une surface réelle non plane S de E® soit une surface Sg;
ayant un plan déterminé () comme plan de base et correspondant & une valeur
donnée de U'indice j, il faut et il suffit que en chaque point de la surface S ses
courbures principales ky, ko, sotent lices aux cosinus &, 1 des angles, que la nor-
male au plan (w) forme avec les tangentes aux lignes de courbure de S issues
de ce point, par la relation:

(3, 11) {1+ (-7} +k{l+(G—1)&}=0.

Envisageons maintenant la congruence rectiligne (3) engendrée par les
droites paralléles aux normales a la surface considerée S en ses points menées
par les points de la surface S;, qui, par rapport au systéme de référence Oxyz,
est définie par I’équation vectorielle de la forme (2,12):

(3, 12) rp=r (Wv)+zom{z, Xr (u,v)}=ry, (u,v),

ou r(u, v) est le seconde membre de I’équation (2,1) de la surface S et le coefli-
cient m est une constante réelle, la génératrice de cette congruence issue de
chaque point de la surface S;, étant la paralléle menée par ce point a la nor-
male a la surface S en son point qui — étant situé sur la normale au plan
xOy menée par ce point de la surface S; — correspond, comme nous 1’avons
déja signalé dans le paragraphe 2, au méme couple de valeurs des u, v avec
ce point de la surface S;.

Si P, P; sont deux points des surfaces S, S; correspondant au méme
couple de valeurs des u, v et que I, (u, v) soit le vecteur unitaire, auquel
la normale a la surface S en son point P et la génératrice de la congruence
(3) issue du point P; de la surface S; sont paralléles, pour que la surface S,
soit la surface moyenne de la congruence (3), il faut et il suffit, d’apres le
résultat final du paragraphe 2, que le vecteur unitaire 1, (u, v) et le second
membre r; (u, v) de ’équation (3,12) de la surface S; soient des fonctions ve-
ctorielles des u, v sarisfaisant pour tous les couples des valeurs des u, v, aux-
quels correspondent les points des surfaces S, S;, a I’équation:

. ory ol, \ ory ol, )
1 = Sl Y [ p— e ==
(3,13) ou X( ov v ) ov X( ou Ak -

quelles que soient les coordonnées curvilignes u, v qui ont été choisies sur la
surface S.
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Or, si 'on admet que, grace au choix convenable des coordonnées cur-
vilignes u, v sur la surface S, les courbes v = Cte, u = Cte tracées sur S
sont ses lignes de courbure et que I'on tienne compte que, dans ce cas, le sy-
stéme (2,3) des vecteurs unitaires e;, e,, l, est en chaque point de S trire-
ctangle et dans cet ordre direct, grace aux (2, 3) et (2,4), on aura, pour les
valeurs des u, v, auxquelles correspond le point courant P (u, v) de S:

1 — @l _
M g, by VE, 52 Aly=— e o VG,

(3,14)
tandis que, pour les mémes valeurs des u, v, eu égard aux valeurs (2,10) des
cosinus &, n des angles que le vecteur unitaire z, normal au plan xOy du sy-
stéme de référence Oxyz forme avec les vecteurs unitaires e,, e, auxquels
sont paralléles les tangentes aux lignes de courbure v = Ct, u = Cte de S
issues de son point P, on aura pour les dérivées E, - du second mem-

ou o0v

bre r; (u, v) de ’équation (3,12) de la surface S;, les expressions:

(3,15) @L:{el—l—% mE}VEﬁ={82+ZO m‘f)}vc—:
ou ov

L’équation (3,13) se rameéne, a 'aide des (3,14) et (3,15), & une relation de
la forme (3,10) entre les courbures principales ky, k, de la surface S et les
cosinus &, 7, le coefficient m — qui y figure — étant la constante réelle que
renferme ’équation (3,12) de la surface S;; ce qui montre que, pour que ’équa-
tion (3,13) soit vérifiée par tous les couples des valeurs des u, v, auxquels
correspondent les points des surfaces S, S; et, par conséquent, pour que la
surface S; soit la surface moyenne de la congruence (3), il faut et il suffit
que la surface S soit une surface Sg; qui — ayant le plan xOy du systéme de
référence comme plan de base-correspond & la valeur m+1 de P’indice j, car,
d’aprés le théoréme I, il faut et il suffit que la surface S jouisse de cette pro-
priété, afin que ses courbures principales k;, k, en chacun de ses points soient
liées aux cosinus &, n par la relation précitée, a laquelle se rameéne ’équation
(3,13).

Done, si la surface considérée S est une surface Sg; qui— ayant le plan
xOy du systéme de référence comme plan de base — correspond a une cer-
taine valeur de Pindice j, la surface S;, qui, par rapport a ce systéme, est
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définie par I’équation (3,12), dans laquelle la fonction r (u, v) est le second
membre de I’équation (2,1) de S et le coefficient m est lié a la valeur de j,
a laquelle correspond la surface S, par la relation m —j 4 1 = 0, est la surface
moyenne de la congruence que I'on obtient en menant par chaque point de
la surface S; la parallele a la normale a la surface S en son point situé sur
la normale au plan xOy menée par ce point de la surface S, et la congruence
rectiligne que 'on obtient de la maniére ci-dessus en joignant a une surface
Sgr;. son plan de base, est la congruence qui — dans ce qui va suivre-est
appelée “congruence (3) attachée a cette surface”.

Il est & remarquer que les surfaces Sg; qui correspondent a la valeur 0 de
J, son les surfaces qui — comme on le reconnait en ayant égard & ’équation
(1,1) du paragraphe 1, sont représentatives par rapport au systéme de ré-
férence Oxyz des fonctions harmoniques réelles de deux variables et qui,
pour abréger, sont appelées “surfaces harmoniques”. La surface moyenne
S; de la congruence (3) attachée a une surface Sg; qui correspond a j = 0,
est-comme on le reconnait aisément —le domaine og; de son plan de base;
par conséquent la congruence (3) attachée a cette surface — étant une con-
gruence a surface moyenne plane — est, comme on sait [2, p, 422], une con-
gruence de RIBAUCOUR. En outre le fait que le domaine og;, du plan de base
d’une surface Sg; qui correspond a j= O, est la surface moyenne de la con-
gruence (3) attachée a cette surface, est une propriété qui — comme on sait
[5, p. 656] — caractérise les surfaces harmoniques.

Par ailleurs les surfaces Sg;, qui correspondent a la valeur + 1 de j, sont

3

les “surfaces minima non planes”. On reconnait en effet, en ayant égard a
P’équation (1,1) du paragraphe 1, qu'une surface minima non plane est une
surface Sg; qui correspond a j = + 1 et admet comme plan de base un plan
arbitrairement choisi. La congruence (3) attachée & une surface minima non
plane, considerée commé surface Sg; correspondant a la valeur +1 de j, est
engendrée par les normales a cette surface qui-comme on le reconnait aisé-
ment — est & la fois sa surface moyenne. Cela étant, cette congruence est,
méme dans ce cas, une congruence de RIBAUCOUR, car les deux systémes de
o ! surfaces développables engendrées par ses génératrices déterminent sur sa
surface moyenne un réseau de courbes conjugué: le réseau des lignes de cour-
bure de cette surface et — comme on sait [1, p. 309] — cette propriété cara-
ctérise les congruences de RIBAUCOUR.

Il est en outre aisé de reconnaitre, a ’aide du résultat final du paragraphe
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2, en supposant que les courbes u = Cte, u = Cte tracées sur la surface con-
sidérée S soient ses lignes de courbure et en faisant usage des formules (2,3)
et (2,4), que “afin qu'une surface non plane de E? soit une surface minima,
il faut et il suffit que la congruence rectiligne engendrée par les normales &
cette surface admette cette méme surface comme surface moyenne”.

4.— La congruence (3) attachée a une surface Sg;, qui, d’aprés ce qui
a été exposé dans le paragraphe 3, est une congruence de RIBAUCOUR, lorsque
la surface Sg; correspond soit a la valeur 4 1 soit & la valeur O de I'indice j,
jouit de cette propriété méme dans le cas ou la valeur de j, a laquelle correspond
la surface Sg;, n’est ni = 0 ni = + 1.

On le reconnait en supposant que la surface considérée S, sur laquelle
les courbes v = Cte, u = Cte sont ses lignes de courbure, soit une surface
Sg;, qui-ayant le plan xOy du systeme de référence Oxyz comme plan de base
— correspond & une valeur de j, qui n’est ni = 0 ni = 4 1 et en tenant compte
que, dans ce cas, la surface moyenne S; de la congruence (3) attachée a S,
étant définie, par rapport au systéme Oxyz, par I’équation (3,12), dans la-
quelle la fonction vectorielle r (u, v) est le second membre de I’équation (2,1)
de la surface S et le coefficient m est la constante liée a la valeur de j, a la-
quelle correspond la surface S, par la relation m —j + 1 = 0, ne coincide ni
avec la surface S ni avec le domaine og;, de son plan de base xOy.

La génératrice de la congruence (3) issue du point P; de sa surface moy-
enne S;, qui — étant situé sur la normale au plan xOy menée par le point
courant P (u, v) de la surface S — correspond aux valeurs des u, v, auxquelles
correspond le point P de S, est paralléle, d’aprés la définition de cette con-
gruence donnée dans la paragraphe 3, au vecteur unitaire I, (u, v), auquel
est paralléle la normale & la surface S en son point P.

Cela étant les deux systémes de o?! surfaces développables engendrées
par les génératrices de la congruence (3) ainsi que le réseau des courbes que
ces deux systemes de surfaces développables déterminent sur la surface
moyenne S; de cette congruence, sont définis par ’équation différentielle:

(31‘1 6!’1 alo al0 .
(4,1) {—a—du-{——dU}X{(*‘aqu—i-E'dU) Alo}—O,

ou r; (u, v) est le second membre de I’équation (3,12) de la surface S;, a la-
quelle on parvient si on exprime que sur chaque génératrice de la surface
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reglée engendrée par les génératrices de la congruence (3), qui correspondent
aux couples des valeurs des u, v satisfaisant & une relation de la forme
v—uv (u) = 0, le paramétre distributeur de cette surface est = 0.

d
Il en résulte que le produit des valeurs u;, u, du rapport d—u, aux-
u

quelles correspondent les tangentes aux courbes du réseau en question sur
la surface S;, issues de son point courant P; (u, v), qui, d’aprés (4,1), est:

acquiert, grace aux (3,14) et (3, 15), la forme:

Ek
(4,2) Pq g = — —

Gk,
Or, en tenant compte que, dans le cas envisagé, la surface S; est définie
par une équation vectorielle de la forme (2, 12), le coefficient m — qui y
figure — étant la constante 7= — 1, que renferme I’équation (3,12) de la sur-
face S; et que, par conséquent, les coeffifficients L;, N; de la seconde forme
quadratique fondamentale de la surface S; auront des valeurs de la forme

(2, 21), on aura:
Li+ Ny pa =05

ce qui montre, eu égard que, d’aprés (2,22), M, est = 0, que les deux systémes
de o surfaces développables engendrées par les génératrices de la congruence
(3) attachée & la surface Sg; considerée déterminent sur la surface moyenne
S, de la congruence un réseau conjugné, dans le cas ou la valeurs de j, a la-
quelle correspond la surface Sg; considérée, n’est ni = 0 ni = + 1 et que,
par conséquent [1, p. 309], la congruence (3) attachée a la surface Sg;, méme
dans ce cas, est une congruence de RIBAUCOUR.

Donc la congruence () attachée @ une surface Sg; est une congruence de
RIBAUCOUP, quelle que soit la valeur de Uindice j, a laquelle correspond la
surface Sw;.
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Cela étant, soit-
(41 4) T =TIy (U,U)

I’équation vectorielle par rapport au systéme de référence Oxyz, d’une sur-
face S, dont les points correspondent aux couples des valeurs des u, v, aux-
quels correspondent les points de la surface considérée S, sur laquelle les
courbes v = Cte, u = Cte sont, par hypothése, ses lignes de courbure.

Si la surface S est une surface Sg; ayant le plan xOy du systéme de ré-
férence Oxyz comme plan de base et correspondant & une certaine valeur:
m-1, de I'indice j, I’équation vectorielle par rapport au systéeme Oxyz de
la surface moyenne S; de la congruence (3) attachée a la surface S aura la
forme (3,12) et pour que la surface S, soit la “surface génératrice” de la con-
gruence (3) qui, d’aprés la constatation précédente, est une congruence de
RIBAUCOUR, il suffit, d’apres sa définition [1, p 308], que la représentation de
la surface S, sur la surface moyenne S; de cette congruence, dans laquelle
chaque couple de leurs points homologues est un couple des points de ces
surfaces correspondant au méme couple de valeurs des u, v, soit une repré-
sentation avec orthogonalité de leurs éléments linéaires homologues et en
outre que la génératrice de la congruence issue de chaque point de sa surface
moyenne S, soit paralléle a la normale a la surface S, en son point homologue,
dans cette représentation, de ce point de la surface S,.

Mais la génératrice de la congruence (3) attachée a la surface Sg; consi-
derée, S, issue de chaque point de sa surface moyenne S;, est paralléle, d’apres
la définition de cette congruence donnée dans le paragraphe 3, a la normale
a la surface S en son point qui — étant situé sur la normale au plan de base
xOy de S menée par ce point de S; — correspond aux valeurs des u, v, aux-
quelles correspond ce point de la surface S;.

Or, pour que la normale a la surface S,, en chacun de ses points soit
paralléle & la génératrice de la congruence (3) issue du point de sa surface
moyenne S;, qui, correspond au couple des valeurs des u, v, auquel correspond
ce point de la surface S,, il faut et il suffit que les dérivées a;lzl 3 6(;'3
second membre r, (u, v) de son équation (4,4) puissent s’écrire sous la forme:

du

(%5) R T T L
u ov

22
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En outre, pour que la représentation de la surface S, sur la surface
moyenne S; de la congruence (3), dans laquelle deux points homologues des
deux surfaces correspondent au méme couple de valeurs des u, v, soit une
représentation avec orthogonalité de leurs éléments linéaires homologues, il
faut et il suffit que pour tous les couples des valeurs des u, v, auxquels corres-
pondent les points de la surface S et des surfaces S;, S,, on ait:

arl al‘l } {62 arZ
) gl
{au il S dog b Pheabis ‘

d
quelle que soit la valeur du rapport d—u; il faut et il suffit donc que pour
u

tous ces couples de valeurs des u, v, on ait:

or;  Or, oy  Or,
:O v
B Bl s e e

. . . ) or or or. or.
Ces relations, si 'on y substitue les dérivées aul ] - J 2

A il

par leurs expressions (3, 15) et (4,5), se reménent aux relations:

1—{»m£2 , méEy - mEn VG

et, grace aux (4,7), si 'on pose:

i o

4.8 .
e V& mEx

=1,

les équations (4,5) peuvent s’écrire sous la forme:

(4,9) »%12—=7\{e1 mén —e, (1 +mE,2)}VE Ewl{el (1 + mn?) —e, 2min}V§
Or, si la condition d’intégrabilité des équations (4,9) est remplie, ces deux
équations déterminent le second membre r, (u, v) de 'équation (4,4) de maniére
que, la surface S, définie par cette équation a un deplacement parallére prés,
soit s surface génératrice de la congruence (3) de RIBAUCOUR attachée a
la surface Sg; considérée S.
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Mais la condition d’intégrabilité des deux équations (4,9), dans le cas
envisagé, si 'on y substitue les dérivées du premier ordre par rapport a u
et a v des vecteurs unitaires e;, e,, 1, et des &, = par leurs valeurs (2,4) et
(2,11), acquiert la forme:

(4,10) Ae + Be,+ Cl, = 0,
ou
O

A=-—méy V'E-~ﬂ{i-ﬂnn2}vc+xchET}k2,
ov ou

N - A . S
(4,11) Bz—g;neraz}VEJr%mgn VG + 20 VEG k,,

C=—n{k (1 +mn?) + k, (1 +m&?)) VEG

et cette condition, eu égard que les vecteurs unitaires e;, e, 1, sont en
chaque point de la surface S linéairement indépendants, n’est remplie que si —

et seulement si — on a:
(4, 12) A=0 B=0 GC=90

pour tous les couples des valeurs des u, v, auxquels correspondent les points
de la surface S.

La troisiéme condition (4,12), d’apres le théoréme I, est remplie, puisque
S est, par hypothése, une surface Sgr; ayant le plan xOy du systéme de ré-
férence comme plan de base et correspondant a la valeur m—+1 de Pindice j.

Donc, dans le cas envisagé, la condition d’intégrabilité des deux équations
(4,9) est remplie, si le facteur A—qui figure dans ces équations—est la fonction
scalaire A (u, v) satisfaisant aux deux premiéres équations (4,12) qui, eu égard
aux valeurs (4,11) de leurs premiers membres A, B, sont deux équations aux
dérivées partielles du premier ordre linéaires.

Le systéme de ces deux équations se raméne, a 'aide de (2,8) et de la
troisiéme équation (4,12), au systéme des équations:

1o k, VE 1 on k, VG
(418) T T e me % e " (1 m)—mE

qui, dans le cas envisagé, sont compatibles, car la condition d’intégrabilité
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de ces deux équations — comme on le reconnait en faisant usage des (2,5),
(2,7) et (2,11) — est remplie.

Or, les deux équations (4,9), lorsque le coefficient A — qui y figure — est
la fonction scalaire A (u, v) qui-étant définie & un facteur constant prés — sa-
tisfait aux deux équations compatibles (4, 13), sont compatibles et déterminent
le second membre r, (u, v) de I’équation (4,4) de maniére que la surface S,,
définie par cette équation & une homothétie dont le centre est I'origine O
du systeme de référence et un deplacement parallele pres, jouisse des deux
propriétés précitées qui caractérisent la surface génératrice de la congruence
(3) de rR1BAUCOUR attachée a la surface Sg; considerée S.

Cela étant soit:

(4, 14) ry =1y (W, 0)+2om{zo X1y (U, 0) } =15 (U, v)

I’équation vectorielle, par rapport au systéme de référence Oxyx, d’une sur-
face S," dont les points correspondent aux couples des valeurs des u, v, aux-
quels correspondent les points de la surface Sg; considérée, S, la fonction
ry (u,v) — quiy figure — étant le second membre de I’équation (4,4) de la surface
génératrice de la congruence (8) de riBAUcOUR attachée & la surface Sg; consi-
dérée, S, sur laquelle les courbes v = Cte, u = Cte sont ses lignes de courbure,
tandis que le coefficient m est la constante liée a la valeur de j, a laquelle
correspond la surface S, par la relation m —j 1 = 0.

Si la surface S,” est la surface directrice de la congruence rectiligne (3")
que 'on obtient en menant par chacun de ses points la paralléle & la normale
a la surface S,, en son point qui — étant situé sur la normale au plan xOy
issue de ce point de S," — correspond au couple des valeurs des u, v, auquel
correspond ce point de S,’,la génératrice de cette congruence issue de chaque
point de S,” est paralléle, d’aprés les formules (4,9) au vecteur unitaire 1, (u, v),
auquel est parallele la normale a la surface Sg; considérée, S, en son poidt
correspondant aux valeurs des u, v, auquelles correspond le point P," de S,".

Mais le point P, de la surfaire S,’, qui correspond aux valeurs des u, v,
auxquelles correspond le point courant P, (u, v) de la surface S,, d’aprés ce
qui a été exposé dans le paragraphe 2, est un point de la normale au plan
xOy du systéme de référence menée par le point P,, qui détermine avec le
point P, et sa projection orthogonale P,” sur le plan xOy les vecteurs
PP, = (P, Py)zo, Py Py" = (PyPy") 2o, le rapport des grandeurs algébriques
(PyPy), (Py'P,”) desquelles est:
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(P Py) m

(4’15) (le P2”) i 1 + m

= @te

pour tous les couples des valeurs des u, v, auxquels correspondent les points
de la surface S et des surfaces S,, S,’,

Par ailleurs, en faisant usage des (4,9) et (2,10), on obtient pour les
dérivées du premier ordre par rapport & u et a v du second membre r,’ (u, v)
de I’équation (4,14) de la surface S,’, les expressions:

Ial;:; =7\{e1 Ing"]”“‘ez (1+ma2)‘—20m‘f‘}vE,

ou

(4,16)

=A{e, (1 +mn?) —e, mEn +2, mE) VG.

Or, si ’on tient compte du fait que, d’apres les formules (4,9), la normale
a la surface S,, en son point P, correspondant aux valeurs des u,v, auquelles
correspond le point courant P (u, v) de la surface considérée S, est parallél
au vecteur unitaire I, (u, v) et que, par conséquent, il en est de méme de la
génératrice de la congruence (3') issue du point P, de S,” correspondant aux
valeurs des u, v, auxquelles correspondent les points P;, P, des surfaces S, S,,
on constate, en ayant égard aux (4,16) et (3,14). que 'on a:

o’ oly ory oly )_ :
Bu_x(—aJ A‘o)— 3o X(au Ab =0

ce qui montre, d’aprés le résultat final du paragraphe 2, que la surface S,’
est la surface moyenne de la congruence (3') et que, par conséquent, la surface
Sy, d’apres ce qui a été exposé dans le paragraphe 3, est également une sur-
face Sg; qui — ayant le plan xOy comme plan de base — correspond a la
valeur m+-1 de P’indice j.

On peut done, grace aux considérations précédeates, formuler le
Théoreme I1. La congruence rectiligne (0) attachée a une surface Swr; est une congru-
ence de RIBAUCOUR dont la surface génératrice est également une surface Sg;
qui — étant définie a une homothétie et un deplacement paralléle prés — admet
le méme plan de base avec la surface Sw;, @ laquelle la congruence est attachée
et correspond a la méme avec cette surface Sw; valeur de Uindice j.
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Par ailleurs, en ayant égard aux valeurs (4,16) des dérivées e )
u
ory
2 du second membre r,’ (u, v) de I’équation (4,14) de la surface moyenne
v

S, de la congruence (3') de rRiBAUCOUR attachée a la surface génératrice S,” de
la congruence (3) de RiBAUCOUR attachée a la surface Sg; considérée, S, sur
laquelle Jes courbes v = Cte, u = Cte sont ses lignes de courbure, en vertu
des (2, 3), (2,10) et (4,16), on aura:

ory’ or ory or Ony’ or ory

or
=) =)l —— g =)
X e e X X “E X

4.1 et
(4,17) ov ov " ou ov ov ou

ce qui montre que la représentation des surfaces S, S,, I'une sur 'autre, dans
laquelle deux points homologues des deux surfaces correspondent au méme
couple de valeurs des u, v, est une représentation avec orthogonalité de leurs
éléments linéaires homologues, car en leurs points correspondants au méme
couple de valeurs des u, v, d’aprés (4,17), on a:

or or ory’ ory -
{ - du+ —aa'du} X{El—du—{— 3 du —O,

’ dv
quelle que soit la valeur du rapport -
u

En outre, la normale a la surface S en son point courant P (u, v) est
paralléle & la génératrice de la congruence (8') issue du point Py’ de la surface
moyenne S, de cette congruence, qui correspond aux valeurs des u, v, aux-
quelles correspond le point P de S, car ces deux droites sont paralléles — comme
nous l'avons déja signalé — au vecteur unitaire I, (u, v).

Il en résulte que la surface Sg; considerée, S, est une surface génératrice
de la congruence ('), de miBaucour attachée a la surface génératrice S, de
congruence (3) de RriBAucoUR attachée a la durface Sg; considerée et ce
résultat joint aux considérations précédentes permet de formuler le
Théoréme I11.— A chaque surface Sw; une autre peut étre associée; celle-ct ainsu
que la surface a laquelle est elle-méme associée, sont deux surfaces Sw; chacune
desquelles est une surface génératrice de la congruence () de RIBAUCOUR
attachée a Vautre. Ces deux surface Sw; admetient le méme plan de base et
correspondent @ la méme valeur de I'indice j.



YYNEAPIA 4 ATIIPIAIOY 1985 343

D’autre part, I’équation, par rapport au systéme de référence Oxyz,
de la surface moyenne S; de la congruence (3) attachée a la surface Sg; con-
siderée, S, sur laquelle les courbes v = Cte, u = Cte sont ses lignes de courbure,
d’aprés ce qui a été exposé dans le paragraphe 3, est une équation de la forme
(2, 12), dans laquelle la fonction r (u, v) est le second membre de I’équation
(2,1) de S et le coefficient m est la constante m, liée a la valeur j, de j, a
laquelle correspond la surface S, par la relation m, —]j, + 1 = 0.

Cela posé, si la valeur j, de j, a laquelle correspond la surface Sg; con-
siderée S, est = 0, la surface S, — comme nous 1’avons déja signalé dans ls
paragraphe 3 — coincide avec le domaine og; de son plan de base, les points
duquel sont les projections orthogonales sur ce plan des points de S, tandis
que, si j, est %= 0, est une surface non plane dont la normale en son point P,
appartenant a la normale au plan de base xOy de S issue de son point courant
P (u, v) et correspondant aux valeurs des u, v, auxquelles correspond ce
point de S, est paralléle, d’apreés (2,18), au vecteur:

(41 18) 11={1+m0}lo—moczo-

Mais, si I'on tient compte que, dans le cas envisagé, grace aux (2,3),
(2,4) et (2,10), on a:

.%—_-_kl {(1 +mo) e —mo £ 20} VE,
(419) o
A k(A my o 7 2] VG,

en vertu des (4,18), (4,19) et du fait que le systéme (2,3) des vecteurs unitaires

=

e, €, I, est en chaque point de S trirectangle et dans cet ordre direct,

on aura:
ol -
——A L=k {e+20 my} {1+ moj VE,
(4 20) oy
’ ol

*a—UAlOZ"“kg {e1+Zom§} {1+m0} VG

et, d’apres (2,3), si r (u, v) est le second membre de 1’équation (2,1) de S,

on aura:
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or ol or ol
s (A )= 2o (G A ) = {1+ o (1-+ma )+ (14 moE),

On aura done, d’apres la supposition faite concernant la surface S,

or oly or oly
i —= e o~ = 0
aux(au All) ov X(Bu All)

pour tous les couples des valeurs des u, v, auxquels correspondent les points
des surfaces S, S;.

Or la surface S, d’aprés le résultat final du paragraphe 2, est la surface
moyenne de la congruence rectiligne que 1’on obtient en menant par chacun
de ses poicts la paralléle a la normale & la surface S; en son point situé sur la
normale au plan xOy du systéme de référence Oxyz issue de ce point de la sur-
face S.

Mais, si la valeur j, de j, a laquelle correspond la surface Sgr; considerée
S, n’est ni = 4+ 1 ni = 0, la surface S; ne coincide ni avec la surface S ni
avec le domaine og; du plan xOy du systeme de référence, qui, par hypothése,
est le plan de base de la surface S.

Cela étant, dans la représentation des surfaces S, S;, 'une sur I'autre,
dans laquelle chaque couple de leurs points homologues est un couple de points
de ces surfaces, qui — étant situés sur la méme normale au plan xOy — corres-
pondent au méme couple de valeurs des u, v, si P, est le point de la surface S,
homologue du point courant P (u, v) de la surface S et que PP = (P,P) z,,
PP’ = (PP’) z, soient les vecteurs que les points P;, P et leur projection
orthogonale P’ sur le plan xOy déterminent dans cet ordre, on aura:

B P) e

(PP

(4,21)

pour tous les couples des valeurs des u, v, auxquels correspondent les couples
de points homologues des surfaces S, S;. On le reconnait en tenant compte
du fait que la surface S, est définie, par rapport au systéme de référence Oxyz,
par ’équation vectorielle:

(4,22) rp=r(uv) +z, m,{z, Xr (u,v)} =1 uv),
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our (u, v) est le second membre de I’équation (2,1) de la surface S et m,
est = jo,— 1.

Cela étant la surface S;, d’aprés la proposition finale du paragraphe 3,
est une surface Sg; ayant le méme plan de base avec la surface Sg; considerée
S. En outre si jo'= m, 4 1 est la valeur de j, a laquelle correspond cette
surface Sg;, on a:

(4,23) Jlo =g

B, P
car le rapport ﬁ qui, pour chaque couple de points homologues des
surfaces S, S,, dans la représentation précitée de 'une sur l'autre, d’aprés

(4,21), est m, = jo— 1, d’aprés (2,13), est:

PP)  1+m i

(P, P) m'o 1—jo

On peut donc, grace aux considérations précédentes, formuler le
Théorémel V.— La surface moyenne de la congruence (6) de RIBAUCOUR atta-
chée a une surface Sg; correspondant a la valeur j, de j, st j, est = 0, coincide avec
le domaine ow; de son plan de base, tandis que, si j, est 7= 0, est une surface Sg;
qui~ayant le méme plan de base avec la surfave Sg; a laquelle est attachée la con-

1 ;
gruence — correspond d la valeur —— de j. Dans ce dernier cas chacune de ces
Jo

deux surfaces Sw; est la surface moyenne de la congruence (6) de RIBAUCOUR
attachée a Uautr:.

11

5. Envisageons en second lieu la surface S; qui, par rapport au systéme
de référence Oxyz est définie par ’équation vectorielle:

(5,1) rlzr(uyu)+zom{zoxr(]-hu)}Erl(u’U)s

ou m est un nombre réel = 0 et r (u, v) est le second membre de I’équation
(2,1) de la surface considérée S, sur laquelle les courbes v = Cte, u = Cte
sont, par hypothése, ses lignes de courbure.
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La surface S; — qui, si m est = —1, coincide avec le domaine du plan
xOy du systéme de référence, les points duquel sont les projections ortho-
gonales sur ce plan des points de la surface S et qui, par conséquent, est une
surface minima plane, — si m est un nombre réel 7= — 1, n’est une surface
minima, d’aprés la seconde des remarques finales du paragraphe 3, que si —
et seulement si — la congruence engendrée par les normales a cette surface
admet cette méme surface comme surface moyenne. Done, d’aprés le résultat
final du paragraphe 2, la surface S;, n’est une surface minima si m est un nombre
réel = —1, que si— et seulement si— le second membre ry (u, v) de ’équation
(5,1) de la surface S; et le vecteur:

(5,2) L ={1+m}l, (u,v) —m¥ (u,v) z

auquel est paralléle, d’apreés (2,18), la normale a la surface S; en son point
P; correspondant au couple des valeurs des u, v, auquel correspond le point
courant P (u,v) de la surface S, sont des fonctions vectorielles des u, v satis-
faisant pour tous les couples des valeurs des u,v, auxquels correspondent les
points des surfaces S, S;, a I’équation:

or ol or ol _
(5,3) S0 ( % Al = %3 Al 0

Le premier membre de (5,3) acquiert, dans le cas envisagé, la forme:

(G,4) —{14+m]}[k {1+ @m-+m2)7}+k, {1+ (2m+m?) £2}] VEG,

ou ky, k, sont les courbures principales de la surface S en son point courant
P(u,v) et £, 7 sont les cosinus des angles que le vecteur unitaire zo normal
au plan xOy du systéme de référence, forme avec les vecteurs unitaires
e;, e, respectivement paralleles aux tangentes aux lignes de courbure
v = Cte, u = Cte de S issues de ce point.

On parvient a Pexpression (5,4) du premier membre de I’équation (5,3)
en tenant compte que, dans le cas envisagé, le systeme (2,3) des vecteurs
unitaires e, e, lo est en chaque point de S trirectangle et dans cet ordre

: . ory’ ory
direct et que, cela étant, on a, d’apres (2, 14), pour les dérivées 6‘1 \ —51—
u v

du second membre ry, (u,v) de I’équation (5,1) de la surface S; les exprssions:
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—ai: {ea+20 mn} VG
ov

a

— Al; les valeurs:

(55) I _ {e,+20 m &} VE,
ou

., 0
et pour les produits vectoriels —6—1 ALy,
u

,ah. Al ={14+m} {e;4+2z0o m 9} k VE;

P ou
(56) = _,,,
"‘6—11‘\ ]1:“{1—+m} {e1+zoma} k2 VG'

)

Or, d’apres le théoreme I, la surface S, qui, par rapport au systéme de
référence Oxyz est définie par U'équation (5,1) dans laguelle r (u,v) est le second
membre de I'équation (2,1) de la surface non plane S et m est un nombre réel
F#—1, est une surface minima st — et seulement si — S est une surface Sg; qui —
ayant le plan xOy du systéme de référence comme plan de base — correspond,
@ la valeur (1+m)? de Uindice j.

Une conséquence immédiate de cette proposition est le fait que a chaque
surface Sg; sont attachées deux surfaces minima qui — étant en général di-
stinctes — se confondent et coincident avec le domaine og; de son plan de
base dans le seul cas ou la valeur de j,a laquelle correspond la surface Sgi
est = 0.

En effet, si la surface considérée S, sur laquelle les courbes v = Cte
u = Cte sont ses lignes de courbure, est une surface Sg; qui — ayant le plan
xOy du systéme de référence Oxyz comme plan de base — correspond a la
valeur jo de l'indice j, les deux surfaces qui, par rapport au systéme Oxyx,
sont définies par les deux équations que I’on obtient de 1’équation (5,1), dans
laquelle la fonction r (u, v) est le second membre de I’équation (2,1) de la
surface S, en y remplacant m par ses deux valeurs:

(537) my,, = — 1 i V.i;7

sont, d’apres la proposition précédente, deux surfaces minima qui ne sont
réelles que si jo est un nombre réel > 0 et — étant en général distinctes — se
confondent et coincident avec le domaine og; du plan de base de la surface
SRj, si jo est = 0.

En outre, en tenant compte du fait, que les deux surfaces minima at-
tachées & la surface Sg; considerée, S, qui sont distinctes, si jo est =0, sont
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définies, par rapport au systéme de référence Oxyz, par les deux équations
de la forme (2,12), que I’on obtient en remplacant m dans I'équation (5,1)
par ses deux valeurs (5,7), on reconnait, en ayant égard aux valeurs (2,15)
des coefficients de la premiére forme quadratique fondamentale de la surface
définie par Péquation (2,12), que, si E', Fy', G et E,”, F,”, G;” sont les
coefficients des premiéres formes quadratiques fondamentales de ces deux
surfaces minima, on auras:

rr = 5 M 2 = g § [ ¥ ¢ A
E"=E/, F"=F, G =

pour tous les couples des valeurs des u, v, auxquels correspondent les points
de la surface Sg; considérée et des deux surfaces minima attachées a cette
surface.

11 en résulte que ces deux surfaces minima, dans le cas ou elles sont
distinctes, sont applicables I'une sur 'autre, les droites que déterminent les
couples de leurs points homologues dans cette représentation isométrique de
l'une sur Pautre, étant normales au plan de base xOy de la surface Sg; a la-
quelle elles sont attachées.

On peut donc, grace aux constatations précédentes, formuler le
Théoréme V.— A chaque surface Sy, sont attachées deux surfaces minima qui—
étant en général distincies — se confondent et coincident avec le domaine or; du
plan de base de la surface Sg;, si la valeur de j, a laguelle correspond la surface
Sw;, est=0 et ne sont réelles que st j est un nombre réel > 0. Ces deux surfaces
minima, dans le cas ou elles sont distinctes, sont applicables U'une sur Uautre.

Si les deux surfaces minima attachées a la méme surface Sg; se confondent
et coincident avec le domaine og; de son plan de base, la valeur de j, a la-
quelle correspond la surface Sg; étant = 0, la surface Sg; est une surface har-
monique.

Dans ce cas dans la représentation de la surface Sg; sur le domaine ogi
de son plan de base, dans laquelle a chaque point de cette surface correspond
sur le domaine og; la projection orthogonale de ce point sur le plan de base
de la surface, au réseau de ses lignes asymptotiques correspond. comme on
sait [3, p. 101] — sur le domaine ogr; un réseau de courbes orthogonal.

De méme, dans le cas ou les deux surfaces minima attachées a une sur-
face Sg;, sont distinctes, la valeur de j, a laquelle correspond la surface Sg;
étant 7 0, dans la représentation de la surface Sg;, sur chacune d’elles, dans
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laquelle les couples de leurs points homologues déterminent des droites nor-
males au plan de base de la surface Sg;, au réseau de ses lignes asymptotiques
correspond sur la surface minima un réseau de courbes orthogonal. On le
reconnait en supposant que la surface considérée S soit une surface Sg; qui-
ayant le plan xOy du systéme de référence Oxyz comme plan de base-corres-
pond a une valeur =0 de j. Cela étant, d’aprés les considérations précédentes,
les deux surfaces minima attachées a la surface S, qui — dans ce cas — sont
distinctes, sont définies, par rapport au systéme Oxyz, par deux équations
de la forme (2,12), dans lesquelles la fonction r (u, v) est le second membre
de I'équation (2,1) de la surface S et, d’aprés ce qui a été exposé dans le para-
graphe 2, dans la représentation précitée de la surface Sg; sur chacune d’elles,
au réseau de ses lignes asymptotiques, correspond sur la surface minima le
réseau de ses lignes asymptotiques, qui — comme on sait-est un réseau de
courbes orthogonal.

On peut donc formuler le
Théoréme VI. Dans la représentation d’une surface Sw; sur chacune des deux
surfaces minima (distinctes ou coincidantes) qui lut sont attachées, dans la-
quelle les couples de leurs points homologues déterminent des droites normales
au plan de base de la surface Sg;, au réseau des lignes asymptotiques de cette
surface correspond sur la surface minima un réseau de courbes orthogonal qui,
dans le cas ou les deux surfaces minima attachées a la surface Swr; sont disti-
nctes, est également le réseau des lignes asymptotiques de la surface minima.

Par ailleurs, si la surface considerée S est une surface minima non plane
et que, par conséquent, en chaque point de S ses courbures principales k;, k,
— étant toutes les deux % 0 — soient liées par la relation:

(518) kx zi kz = 07

on peut admettre que, grace au choix convenable des coordonnées curvilignes
u, v sur la surface S, les courbes v = Cte, u = Cte tracées sur S sont ses
lignes de courbure, tandis que, si E, ', G sont les coefficients de la premiere
forme quadratique fondamentale de S, on a:

(5,9) B=@ %% (u, 0], =9,

car, dans ce cas, le réseau des lignes de courbure de cette surface est-comme
on sait [2, p. 253] — un réseau isotherme. Or, si la surface S qui, par rapport
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au systéme de référence Oxyz est définie par ’équation (2,1) — est une sur-
face minima sur laquelle le réseau (u, v) est isotherme, les courbes v = Cte
u = Cte étant ses lignes de courbure, la surface S; qui, par rapport au sy-
stéme Oxyz est définie par ’équation (5,1), dans laquelle la fonction r (u, v)
est le second membre de I’équation (2,1) de S et le coefficient m est une con-
stante 7= — 1, est une surface Sg;, le plan xOy du systéme de référence étant
son plan de base, si la surface S," qui, par rapport au systéme Oxyz, est dé-
finie par I'équation vectorielle:

(5a 10) l'1' =B (H,U)+Zo m’ {Zo X (ll, U)}Erll (ll, U)

ou r; (u,v) est le second membre de I’équation (5,1) et m’ est une constante,
est, d’apres la proposition relative & cette question établie dans le paragraphe
3, la surface moyenne de la congruence rectiligne que ’on obtient en menant
par chacun de ses points la paralléle a la normale & la surface S,, en son point
qui-étant situé sur la normale au plan xOy issue de ce point de S,’, correspond
au méme avec ce point de S, couple de valeurs des u, v.

La valeur j* de I'indice j, a laquelle correspond la surface S;, qui, dans
le cas ou cette condition est remplie, est une surface Sg;, sera liée a la constante
m’, d’aprés (3,1), par la relation m" —j" +1 =0

Afin que la surface S', soit la surface moyenne de la congruence rectiligne
considerée, il suffit, d’apreés le résultat final du paragraphe 2, que le second
membre r," (u, v) de 'équation (5,9) de la surface S," et le vecteur:

L (wyv)={14+m}lo (u,v) —mZ(u,v)zo

auquel est paralléle, d’aprés (5,2), la normale a la surface S, en son point
P; (u,v) correspondant aux valeurs des u,v, auxquelles correspond le point
courant P (u, v) de la surface minima S, soient des fonctions vectorielles des
u, v satisfaisant a I’équation:

6:‘1' 6]1 ) 61’1' 611
1 - — —_— =
(5,41) aux(DAll aux(au All) 0

pour tous les couples des valeurs des u, v, auxquels correspondent les points
de la surface minima S et des surfaces S, S,’.

Mais le premier membre de I’équation (5,10), compte tenu que, dans le
cas envisagé, le systéme (2,3) des vecteurs unitaires e;, e,, lo est en chaque
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point de la surface minima S trirectangle et dans cet ordre direct et que,
cela étant, grace aux (2,3), (2,20), (2,11), (5,7) et (5,9), on aura pour les dé-

20 arl’ arl’
nvees ——, —
u ov

du second membre r;" (u, v) de I’équation (5,9) de la sur-

face S;” les expressions:

e [el+1() {fm+m’" (1 +m)} i} Va,
ou
(5711) ) ar/
' a—‘j = [ez—{—zO {m-+m' (1 +m)} n} Va
: . ol oly
et pour les produits vectoriels by Al N Al les valeurs:
oly _ _
— AL ={14+m)} {e+zomn}k V2,
= ou
(5,12) al -
3iA11={1+m} {e;+zomE} ky Va,
v

acquiert, grace aux (b,11) et (5,12), la forme:
{14+m} {2m+m?®+m’ (14+m?)} {E2—n}k, 2;

ce qui montre que ’équation (5,10) est vérifiée par tous les couples des va-
leurs des u, v, auxquels correspondent les points de la surface minima S et
des surfaces S;, S, si l'on a:

: 1 — (1 4+ m)?
(5,13) m = “Aamy

Or, la surface S; qui, par rapport au systéme de référence Oxyz, est dé-
finie par ’équation (5,1), dans laquelle la fonction r (u, v) est le second membre
de ’équation (2,1) de la surface S qui, par hypothése, est une surface minima
non plane, si m est un nombre réel = —1, est une surface Sg; ayant le plan
xOy du systéme de référence Oxyz comme plan de base et correspondant
a la valeur:

1

6.4 A
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de l'indice j. La surface minima S est 'une des deux surfaces minima qui,
d’aprés le théoreme V, sont attachées a cette surface Sg;.

Les considérations précédentes, compte tenu que le plan xOy du sy-

stéme de référence Oxyz, qui a été joint a la surface minima S, est un plan
arbitrairement choisi, permettent de formuler le:
Théoréme VII. En joignant a une surface minima réelle non plane S un plan
(7), on peut associer a chaque nombre réel m # — 1 une surface Sg; qui — ayant
le plan () comme plan de base-correspond a la valeur (I—n—l{—“l)z de Uindice j.
La surface minima S est Uune des deux surfaces minima attachées a cette
surface Sg;.

I1 est & noter que la surface Sg; définie par I’équation (5,1), si m est = 0,
coincide avec la surface S qui — étant, par hypothése, une surface minima —
peut étre considérée comme une surface Sg; correspondant a la valeur 4 1

(: m) de l'indice j et ayant comme plan de base un plan choisi arbi-

trairement, car, dans ce cas le fait que chacune des coordonnées x, y, z des
points de S par rapport & un systéme de coordonnées cartésiennes trirectan-
gulaire Oxyz est une fonction des deux autres satisfaisant nécessairement a
une équation de la forme (1,1) pour la valeur 4+ 1 du parameétre unique j,
que cette équation renferme, exprime que en chaque point de cette surface
sa courbure moyenne est = 0.

111

6. Supposons enfin que la troisieme des coordonnées x, y, z des points
de la surface considerée S, par rapport au systéme de référence Oxyz, soit
une fonction des deux premiéres:

(6’1) zZ=1 (X, Y)

de classe Ck(k > 3) dans le domaine ¢ du plan xOy du systéme de référence,
les points duquel sont les projections orthogonales sur ce plan des points
de la surface S et que, dans ce domaine, les dérivées du premier ordre de z par
rapport & x et a y soient == 0.

La supposition faite permet de considérer les coordonnées x et y des
points de la surface S comme fonctions implicites définies par 1’équation
(6,1) des coordonnées y, z et z, x respectivement des points de S par rapport
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au systeme de référence Oxyz et, en désignant, pour abréger, les dérivées
du premier et du second ordre par rapport a x et & y de z par leurs notations
habituelles (3,3), d’obtenir pour les dérivées du premier et du second ordre
par rapport & y et a z de x et par rapport a z et a x de y les expressions:

[ ox q ox 1 o0x* 2spq—rq®— tp?
oy  p oz p’ oy p® ’
(672) l 622 B rq_sp 623\ B r
0x0y PP o2 o p*
et
L. A .. Sy, .. SO W o . s
(6,3) J oz q’ ox  q 0 ¢ ozx  p°
’ I (72.\77_,‘Zqu—~1‘q2—’cp2
ox® q° )

Cela étant supposons que les deux premiéres des coordonnées x, y, z des
points de S, par rapport au systéme de référence, soient chacune une fonction
des deux autres satisfaisant toutes les deux a une équation aux dérivées partiel-
les de la forme de P’équation (1,1) du paragraphe 1 pour la méme valeur jo
du coefficient unique j que cette équation renferme et, par conséquent, sati-

sfaisant la coordonnée x a I’équation:

0x? 0y \?. 0’x 0x 0Xx . 0%x ox\?.

e S —2—————Jjot+—=531 —) jog=0
kv 6y2{1+( oz > 10} oyor 9y oz ° T o2 { +<6y) I }

et la coordonnée y a ’équation:

0%y 0y \2. 0% 0y ay . Bzy{ oy )2. }_
(6,5) 79?2"{1+(a—x) J°}“2 diox oz ox ° T oxe 1+<737 log= 8.

Dans ce cas, la coordonnée z des points de S doit étre une fonction des
coordonnées x, y des points de S satisfaisant simultanement aux équations:

(6,6) 2spq—r (q2+1)—t (p*+Jo) =0, 2spq—r (q>+Jo) —t (p*+ 1) =0,
23
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auxquelles se rameénent, a I’aide des (6,2) et (6,3), les équations (6,4) et (6,5),
pour tous les couples des valeurs des x, y, auxquels correspondent les points
de la surface S et du domaine ¢ du plan xOy du systéme de référence.

Or, d’apres les équations (6,6), la coordonnée z des points de S, si jo est
# + 1, doit étre une fonction des coordonnées x, vy de ces points satisfaisant

aux équations:
(6,7) 4dspq—r{2¢*+ (1 +Jo)}—t{2p*+(1+J0)}=0,r—t=0

et, si de plus jo est = — 1, d’apres la premiére de ces équation, z doit étre une
fonction des x, y satisfaisant & une équation de la forme (1,1) pour la valeur

du coefficient unique j que cette équation renferme.

-1 + ]o
En outre, si jo est = 4 1, les équations (6,6) se réduisent toutes les deux
a I’équation:
2spq—r (@*+1) —t (p?+1) =0;
ce qui montre que, méme dans le cas ou jo est = + 1, la coordonnée z des

points de S-qui, dans ce cas, est une surface minima — est une fonction des
coordonnées x, y de ces points satisfaisant a une équation de la forme (1,1)

(= 4+ 1) du coefficient j et cette constatation jointe a

pour la valeur
Jo

la précédente permet de formuler le

Théoréme VIII.— Si deux des coordonnées x, y, z des points d’une surface
réelle non plane S de E®, par rapport d un systéme de coordonnées cartésiennes
trirectangulaire Oxyz, sont chacune une fonction des deux autres satisfaisant
toutes les deux a une équation aux dérivées partielles de la forme (1,1) pour
la méme valeur jo# — 1du coefficient unique j que cette équation renferme, la troi-
siéme coordonnée des points de S est une fonction des deux autres satisfaisant

égalemeni a une équation de la forme (1,1) pour la valeur du coefficient j.

2
14 Jo
Par ailleurs, d’aprés la seconde des équations (6,7), auxquelles se re-
meénent les équations (6,6) dans le cas ou jo est 7= — 1 et, par conséquent, dans
le cas ot S n’est pas une surface minima, la coordonnée z des points de la sur-
face S, lorsque les coordonnées x, y de ces points, par rapport au systéme
de référence Oxyz, jouissent de la propriété qui vient d’étre signalée, doit
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étre une fonction des coordonnées x, y des points de S de la forme:

(6,8) z=1(0)41 (),
ou :
6,9) w=x4Y, o =x—y

satisfaisant a la premiére équation (6,7).

D’autre part, il est aisé de reconnaitre que ces conditions sont en outre
suffisantes afin que les deux premiéres des coordonnées x, y, z des points de
S, par rapport au systéme de référence considéré, jouissent de la propriété
signalée dans le cas ou jo est un nombre réel = 4 1.

Mais, si jo est 7= + 1, pour que la premiére équation (6,7) soit vérifiée
par une fonction z (x, y) de la forme f (o) + ' (o), ol w=x+1y,
©' = x—vy, il faut et il suffit, en égard au fait que, dans ce cas, on a:

0z df df oz df df” 0% 0%z dzf dzf’

_6;=E+dco"'—6?:dw de’’ 0x®  oy? dw2+dco'2’
0%z B df d3t’
oxdy de? do?’

que f et " soient des fonctions des o et ' respectivement satisfaisant aux
équations différentielles ordinaires:

1 af 1 d3t

(6.10) df \? o do? 7 af’ \2 . f do'
4 (g )+ A+ 4( o)+ o

(0] (O]
ou C est une constante qui — la surface S étant, par hypothése, non plane —
est %= 0.

Donc, afin que les deux premiéres des coordonnées x, y, z des points d’une
surface réelle non plane S de E3, par rapport a un systéme de coordonnées carté-
siennes trirectangulaire Ozyz, soient chacune une fonction des deux autres sa-
tisfaisant toutes les deux a une équation aux dérivées partielles de la forme (1,1)
du paragraphe 1, pour la méme valeur jo du coefficient j, que renferme cette équation,
il faut et il suffit, si jo est# + 1, que la coordonnée z des points de S soit une
fonction des coordonnées x, y de ces points de la forme f (w)+f" ('), ou
o=z+y, o' =3—y, f et f’ étant des fonctions des w et o’ respectivement satisfaisant
aux équations différentielles (6,10), la constante C — qui y figure — étant 7 0.
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