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AIA®OPIKH TEQMETPIA.— Sur trois types de congruences de droites,
pourvues d’'une méme propriété, par Othon Pylarinos*.

RESUME

Dans le présent article-consacré a la recherche des congruences de
droites réelles, non isotropes, a surface moyenne courbe de I’espace
euclidien habituel, E3, les surfaces reglées engendrées par les droites
de chacune desquelles 4 paramétre distributeur, p, constant —le méme
sur toutes ces surfaces — déterminent sur sa surface moyenne un réseau
conjugué, quelle que soit la valeur constante de p, aprés un exposé préli-
minaire, il est démontré que : 10. Les congruences de normales, dont cha-
cune est a la fois une congruence de RIBAUCOUR ayant son enveloppée
moyenne comme surface génératrice, jouissent de la propriété qui vient
d’étre signalée et en outre que le probléme de la détermination des
congruences de ce type peut se ramener au probléme de la détermination
des fonctions d’une seule variable satisfaisant & une équation différen-
tielle du second ordre dont I’intégration se raméne a des quadratures.—
2°.—Les congruences hyperboliques, les droites de chacune desquelles
établissent une représentation isométrique de ses nappes focales, |’une
sur l’autre, jouissent également de la propriété signalée et en outre que
les parametres distributeurs principaux, p;, p:, d’une congruence de ce

* 00. MYAAPINOY, ITepl TpL®dY TOTTWY €dBeloYeVDY CuNV@Y éx6vTwy ThHY adThY
Xopaxtnpelotixiy idiétnra.
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type sont liés, si aucun d’eux n’est constant, par une relation qui n’est
pas arbitraire, car ’un des paramétres p;, ps d’une congruence de ce
type considéré comme fonction de I’autre doit satisfaire i une équation
différentielle du second ordre, qui par rapport aux dérivées de cette
fonction est une équation algébrique dont les coefficients sont des poly-
némes en p;, pz, a coefficients numériques et 3°.—Une congruence
parabolique jouit de la propriété signalée si — et seulement si— les li-
gnes asymptotiques de sa nappe focale unique, auxquelles les droites qui
engendrent la congruence sont tangentes, sont des courbes a torsion

constante.

1. La congruence rectiligne C de E?, i laquelle se rapportent les
considérations suivantes, est, par hypothése, une congruence de droites
réelles non isotrope qui par rapport au systéme des coordonnées Oxyz,
choisi comme systéme de référence fixe dans I’espace E®, est définie par

I’équation vectorielle :
(1, 1) R = 7 (u, v) + 01 (u, v), *

ot I(u,v) est le vecteur - unité qui détermine le sens positif sur la direc-
tion de la génératrice courante g(u,v) de C, 0 est le paramétre, aux
valeurs duquel correspondent les points de la droite g et T (u,v) est le
second membre de 1’équation vectorielle

(1, 2) ? = i, v)

par rapport au systéme Oxyz de la surface directrice S de la congruence,
sur laquelle on a 6=0.

Les paramétres distributeurs principaux, p;, ps, de C (dont les valeurs
sur sa génératrice courante g sont les extrema des valeurs du parameétre
distributeur p sur g des surfaces engendrées par les droites de C issues
de g), sont des fonctions des variables u, v, aux couples de valeurs des-

* On suppose que les fonctions ¥ (u,v), Z(u, v) ainsi que toute autre fonc-
tion vectorielle ou scalaire des u, v, qui figure dans cet article, soient pourvues
des dérivées par rapport 2 u et a v jusqu’a l’ordre trois inclu finies et continues
pour tous les couples de valeurs des u, v dans les intervalles considérés et, si f
est une fonction des u, v, on désigne par f, ; la dérivée de f de I’ordre i par
rapport & u et de I’ordre j par rapport a v.

ITAA 1977
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quelles dans des intervalles déterminés correspondent les droites de la
congruence, qui sont distinctes, puisque C n’est pas isotrope et, cela
étant, chaque droite de C est la génératrice commune a deux surfaces
engendrées par des droites de C, les paramétres distributeurs desquelles
sur elle sont respectivement égaux aux valeurs des fonctions p;(u, v),
p2(u, v) pour les valeurs des u, v, auxquelles cette droite de C correspond.

Les surfaces reglées engendrées par les droites de la congruence
(non isotrope) C ayant la propriété signalée constituent deux systémes
distincts de oc! surfaces réelles dont les images, dans la représentation
habituelle de la congruence sur la surface de la sphére - unité - ayant
PPorigine O du systéme Oxyz comme centre sont des courbes tracées sur
I’image sphérique = de C (décrite par I’extrémité du vecteur I (u, v) mené
du point O), qui forment un réseau orthogonal [2, p. 204] et, dans ce qui
suit, on suppose que les variables u, v, aux couples de valeurs desquelles
correspondent les droites de C, aient été choisies de maniére que les
surfaces v=Cte, u=Cte engendrées par les droites de C soient les sur-
faces appartenant a4 ces deux systémes, appelées surfaces distributrices
principales de la congruence.

S’il en est ainsi et que 1’on désigne par t(u, v), z(u, v) les vecteurs -
unités qui au point courant de I°’image sphérique X de C déterminent les
sens positifs sur les directions des tangentes aux courbes v = Cte, u= Cte
tracées sur la surface X et issues de ce point, d’aprés les suppositions

faites, on aura
(1,3) V=g=I=1, IXg=gXl=IXt=0, tAg=¢l*

ot e=-41 ou —1 et on peut toujours choisir les sens positifs sur les
directions de ces tangentes de maniére que l’on ait

En outre en tenant compte du fait que les dérivées I, I, du vecteur

I (u, v) pour les valeurs des u, v, auxquelles correspond le point courant
de I'image sphérique X de C, sont respectivement parallélles aux tan-

* Les notations tX g, TAZ désignent les produits, scalaire et vectoriel,
des vecteurs t,  respectivement,
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gentes aux courbes v = Cte, u = Cte issues de ce point, on peut poser
(1, b) le = ot l, = bg

les scalaires a, b, que ces formules renferment, étant des fonctions des
u, v satisfaisant 4 1’équation aux dérivées partielles

(1, 6) [b"}—}-[iv}v—{—ab:O

a Ju

qui exprime que la surface (sphérique) X, le carré de 1’élément linéaire
de laquelle, en vertu des (1, 3) et (1, D), est de la forme

1,1 do? = a?du® + b2dv?,

est une surface a courbure totale constante = - 1.

Les vecteurs t, g, I sont des fonctions des u, v, qui vérifient en
plus avec les fonctions scalaires a, b des u, v, comme on le constate
aisément en ayant égard aux (1, 3), (1, 4) et (1,5), les équations

Ay _ s by _
Eu e S b g_al) tv — a g,
(1, 8) 5
—— Ay - _— __ Du.
e b ty gv o a t bl

et la vérification par les fonctions a, b des u, v de I’équation (1, 17)
exprime en outre la condition de compatibilité des deux premiéres ainsi
que des deux derniéres équations (1,8) [3, p. 7].

Par ailleurs, d’aprés la supposition faite concernant les variables
u, v, les vecteurs, t, g I forment un systéme trisorthogonal pour chaque
couple de valeurs des u, v dans les intervalles considérés; cela étant, les
dérivés ¥,, Ty du second membre T (u, v) de I’équation (1,2) de la surface

directrice S de C peuvent s’écrire sous la forme
(1,9 fu =ttt gz + 4l Ty = tof g8 + Ll

et, comme ces deux équations, a condition qu’elles soient compatibles,
déterminent la surface S 4 une translation prés par rapport au systéme
de référence Oxyz, on peut admettre, dans 1’étude qui suit — consacrée
a la recherche des propriétés intrinséques a la congruence considérée —
que sa surface directrice S est définie par rapport au systéme Oxyz soit
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par 1’équation (1, 2) soit par deux équations compatibles de la forme (1,9)
indifférement.

2. Si en particulier la surface S qui a été choisie comme directrice
de la congruence considérée C, est sa surface moyenne et que les surfaces
v =_Cte, u=Cte engendrées par les droites de C — qui, par hypothese,
n’est pas isotrope — soient ses surfaces distributrices principales, les
équations (1, 9) qui, & condition qu’elles soient compatibles, déterminent S
a une translation prés par rapport au systéme Oxyz, acquiérent la forme

2,1) fo=apig+hl, F = —bpit+ihl

et, pour que ces deux équations soient compatibles, il faut et il suffit,
comme on le constate aisément en ayant égard aux (1,5) et (1, 6) [4, p. 165],
que les scalaires I, Iy, qui y figurent, soient des fonctions des u, v
vérifiant avec a(u,v), b (u, v) et les paramétres distributeurs principaux
p1(u, v), pe(u,v) de C les trois équations aux dérivées partielles:

L)
a b
liy — lsu = ab (py + pa).

Dans ce cas particulier les valeurs 0;, 0, du paramétre 6, que

ay bu a
p1v=—(p1—p2)—a'—l1 p2u=(p1—pz)T+lzg,

(2,2)

1’équation (1, 1) de C renferme, auxquelles correspondent les points focaux
de la génératrice courante g de C, sont les racines du polynéme en 0,
02+ p; p2, auquel se raméne le polyndéme ab(-)2+{at1 +bg2}6 + tygs —tagy,
aux racines duquel correspondent ces deux points de g dans le cas plus
général ott la surface directrice S est définie par les équations (1,9)
[3, p. 9]: par conséquent ces deux valeurs de 0 sont:

2, 3) 61,0 = =+ V—pipe.

De 12 résulte, eu égard au fait que la nappe focale unique d’une

congruence parabolique non isotrope est a la fois sa surface moyenne,
que la congruence non isotrope C, sur la surface moyenne de laquelle,
dans le cas envisagé, on a 0 = 0, n’est parabolique que si — et seulement
si— un seul de ses parameétres distributeurs principaux, p;, ps, est =0.
Donc, si la congruence C n’est pas parabolique, p;, p, sont nécessairement
tous les deux ==0:

(2»4) Ri=E0, pa =10
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Par ailleurs, dans ce méme cas, 1’équation vectorielle par rapport
au systeme Oxyz de I’enveloppée moyenne S’ de C (enveloppe des plans
médiateurs des segments focaux des droites de C) peut s’écrire sous

la forme
@,5) Pt Rt 2y,

ol t(u,v) est le second membre de 1’6quation (1,2) de la surface direc-
trice S de C, qui, par hypothése, est sa surface moyenne et [, 1, a, b
sont les fonctions scalaires des u, v, qui figurent dans les équations (2, 1)
|4, p. 181]. v

Les surfaces S’, S, si l;, I, ne sont pas tous les deux =0, sont
distinctes et, d’aprés la définition de 1’enveloppée moyenne S’, elles
sont représentées, 1’une sur 1’autre, de maniére que le point de S" homo-
logue du point courant de S soit le point de contact de S" avec le plan
perpedinculaire en ce point de S A la droite de C issue de ce méme
point; par suite, dans cette représentation, dans laquelle, dans le cas
envisagé, deux points homologues des surfaces S, S’ correspondent au
méme couple de valeurs des u, v, la droite de C issue de chaque point
de S est parallele a la normale 4 S’ en son point homologue de ce
point de S.

En outre, d’aprés la troisiéme équation (2,2), compte tenu du fait
que la nullité du premier membre, /;, — ., de cette équation est une
condition nécessaire et suffisante, afin que la congruence C dont la sur-
face directrice S est définie A une translation prés par deux équation
de la forme (1, 9), soit une congruence de normales, 3, p. 8], la congruence
non isotrope C n’est une congruence de normales que si- et seulement
si- Ion a:

(2, 6) p1+ p2 = 0.

Or, si la congruence non isotrope C est une congruence de norma-
les, ses paramétres distributeurs principaux p;, p. (étant tous les deux
==0) seront liés par la relation (2, 6) et, si I’on pose

(2) 7) P = —_p2Ep(u) V),
les équations (2,1) deviennent

(2) 8) Fy = apg+llzr Fo = bpf+lzl,
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tandis que les équations (2, 2) peuvent s’écrire sous la forme

(2,9) %:—Qﬂ_ll_b, pU=_2bu lga

Y ST —
3 pa p b " . _

Enfin, si la congruence non isotrope C dont la surface moyenne S
est définie & une translation prés par les équations (2,1) n’est pas para-
bolique, une condition nécessaire et suffisante, afin que C soit une con-
gruence de RIBAUCOUR, est que 1’équation

(2, 10) [l_b] 4 [Q_] -
Pia Ju pzb v

soit verifiée par les fonctions scalaires a, b, py, ps, /i, I des u, v, qui
figurent dans les équations (2,1) et vérifient les équations (2, 2) [4, p. 168].
Si la condition (2, 10) est remplie, pour toute fonction o(u,v) satis-
faisant aux deux équations
Qu l2 a QV l] b

2, 11 = , = —
( ) 0 pzb 0 p1a

qui, en vertu de (2, 10) sont compatibles, les deux équations

(2, 12) F, = eapf,  ¥) = obp.Z

sont également compatibles et déterminent a une translation prés par
rapport au systéme de référence Oxyz une surface génératrice de la con-
gruence [4, p. 168].

La condition (2,10), en cas que la congruence non isotrope C soit
une congruence de normales, en vertu des (2, 7) devient

llb} - 'l.zaJ
ke [pa w L PP Je

et, d’aprés les deux premiéres équations (2,9), pour que la condition
(2, 13) soit remplie, il faut et il suffit que les fonctions scalaires a, b ‘des
u, v, qui figurent dans les formules (1, 3) et dans 1’expression (1,7) du
carré de I’élément linéaire de I’image sphérique X de C, vérifie 1’équation

62

log2 = 0.

@, 14) du dv b
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Mais la condition (2,14) n’est remplie que dans le seul cas ot le
réseau formé par les courbes v = Cte, u = Cte tracées sur la surface de
la spheére - unité, qui, dans la représentation de la congruence sur cette
surface, sont les images de ses surfaces distributrices principales, est un
réseau isotherme.

Donc, afin qu’une congruence de normales non isotrope soit une congruence
normale de RIBAUCOUR, il faut et il suffit que les images sur la surface de
la sphére - unité des surfaces distributrices principales de la congruence, dans sa
représentation sphérique, forment un réseau isotherme.

Il en résulte que, dans le cas ol la congruence non isotrope C est
une congruence normale de RIBAUCOUR, les variables u, v, aux couples
de valeurs desquelles correspondent ses droites, peuvent étre choisies de
maniere que, les surfaces v = Cte, u = Cte étant ses surfaces distributri-
ces principales, dans les formules (1, 3) on ait

(2, 15) a=h=h,

le scalaire A étant une fonction des u, v, qui doit satisfaire a 1’équation

aux dérivées partielles

N

a laquelle, grace aux (2, 15), se raméne 1’équation (1, 6).

Cela étant, les équations (2,8), (2,9) acquiérent la forme

(2) 17) fy = Apg’ +lll» By = A'pf-{—l2l)
; By _ _ gl & B _ ok 4 i i
(2, 18) P = 2 3 P ’ P = 2 A p ) llv lZu =0

respectivement et la condition (2, 13), qui est nécessairement remplie et,
grice aux (2, 15), devient

(8- ().

b - S ! .
montre que —pl, T:_ sont les dérivées par rapport 4 v et 4 u respective-

ment d’une méme fonction des u, v, f(u,v):

(2, 20) l, = pfy, ly = pf,.
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La fonction f(u, v), d’aprés les deux premiéres équations (2, 18), est
liée avec les fonctions A et p des u, v par une relation de la forme

(2, 21) pA* = c'e”,

olt ¢’ est une constante 0.

En outre, grice aux (2,7), (2,15) et (2, 21), les équations (2,12) qui
déterminent 4 une translation prés une surface génératrice de la con-
gruence, lorsque la fonction o(u,v), qui y figure, vérifie les deux équa-

tions (2,11), prennent la forme

i —f
(2, 22) =o' S—et,  To=—c o,

tandis que des deux équations :

(2, 23) o _f, -y,

auxquelles, dans le cas envisagé, les équations (2,11) se raménent, résulte
que les fonctions o, f des u, v sont liées par une relation de la forme

(2, 24) ¢ = ¢'¢
ot ¢’ est une constante == 0.

D’aprés les considérations précédentes, si la congruence non isotrope C
est une congruence normale de RIBAUCOUR, le carré de I’élément linéaire de

son image sphérique X par un choix convenable des variables u, v affecte la

forme
(2, 25) do® = A2(du® 4 dv?),

les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées par les droites de G étant ses surfaces
distributrices principales. Cela étant, les équations (2, 12) qui, pour toute fonc-
tion o (u,v) vérifiant les équations (2, 11), déterminent a une translation prés

une surface génératrice de la congruence, prennent nécessairement la forme

(2, 26) By = t, T, = — g

ol A est le coefficient unique qui figure dans le formule (2, 25), t, g sont les

vecteurs - unités que les formules (1,5) renferment et c¢’, ¢’ sont deux constantes
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= 0. Les surfaces génératrices de la congruence correspondent aux diverses
valeurs &0 de .

3. Le paramétre distributeur p sur la génératrice courante g de la
congruence considérée C — qui, n’étant pas isotrope, admet comme sur-
faces distributrices principales les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées
par ses droites et comme surface moyenne la surface S définie par
1’équation (1,2) — de la surface reglée engendrée par des droites de C
correspondant a une relation, v = v (u), entre u, v et issue de g, est

donné par la formule

- a’p; + bpyu®
(3) 1) P = 3.2+ b2M2 Y
dv

Oltl “:Fl;-

De cette expression de p, a laquelle on parvient en appliquant la
formule connue [5, p. 192] et en tenant compte que les dérivées 7,, T, du
second membre F(u,v) de I’équation (1, 2) de la surface S peuvent s’écrire

sous la forme (2, 1), résulte que 1’équation
du?a®(p, — p) + dv?b*(pz—p) = 0

pour chaque valeur de p est 1’équation différentielle des deux systemes
de o' courbes tracées sur la surface S, que les surfaces reglées a para-
meétre distributeur constant égal 4 la valeur considerée de p engendrées
par les droites de C déterminent sur elle. Ces deux systémes de !
courbes tracées sur la surface S, qui, d’apres (3, 2), ne se confondent que
seulement si un des parameétres distributeurs principaux p;, p. de C est
constant et que la valeur de p soit égale A cette constante, en cas qu’ils
soient distincts forment un réseau, que l’on peut associer a la valeur
considérée de p. De tous ces réseaux de courbes tracées sur la surface
moyenne S de la congruence non isotrope C, qui, dans ce qui suit, sont
appelés, pour abréger, réseaux Rp, chacun desquels est associé a une
— et une seule — valeur de p de la maniére qui vient d’étre indiquée,
lorsque C est une congruence non isotrope choisie au hasard, aucun en
général n’est conjugué.

Afin que sur la surface moyenne de la congruence non isotrope C
le réseau R, associé a la valeur py de p soit conjugué, il faut et il suffit
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dv
y % auxquelles correspondent les tangentes
aux courbes de ce réseau issues du point courant de S et qui, d’aprés
(8, 2), sonts

a P1 Po
3,3 2=+ _\/___,
( ) % b Po— P2

que les valeurs p;, uy, de p =

vérifient avec les coefficients I., M, N de la seconde forme différentielle
fondamentale de S I’¢quation L -+ M (u; + ug) + N uyus = 05 il faut et il
suffit donc que 1’on ait

(3,4) Lbz(pz = pad Naz(pl —po) = 0.

De 1a on déduit aussitdét, en tenant compte que la congruence C
n’est pas isotrope et en outre que chaque réseau R, est associé a une
seule valeur de p, que deux réseaux R, sur la surface moyenne S de C
ne sont conjugués que seulement si I, = N=0. Mais la nullité des coef-
ficients I,, N, qui est une condition nécessaire et suffisante afin que les
courbes v = Cte, u = Cte tracées sur S —que les surfaces distributrices
principales de la congruence déterminent sur elle — soient ses lignes
asymptotiques, est évidemment la condition nécessaire et suffisante, afin
que la condition (3, 4) soit remplie, quelle que soit la valeur p, de p.

Donc, si deux réseaux Rp sur la surface moyenne d’une congruence non
isotrope sont conjugués, il en est de méme de tous les autres et une condition
nécessaire et suffisante, afin que les réseaux Rp sur la surface moyenne de cette
congruence soient tous conjugués, est que les courbes, que les surfaces distri-
butrices principales de la congruence déterminent sur cette surface, soient ses

lignes asymptotiques.

Dans le cas envisagé ou, d’aprés les suppositions faites, la surface
moyenne de la congruence non isotrope C est définie par 1’équation (1, 2)
et les dérivées T,, ¥, du second membre de cette équation peuvent
s’écrire sous la forme (2, 1), pour que les réseaux R, sur elle soient tous
conjugués, il faut et il suffit que les fonctions scalaires a, b, py, ps, 4, b
des u, v, qui figurent dans les équations (2,1) et vérifient les équations
(2,2), vérifient en plus les équations

a®p®lha, +a*blilhp; —bpely (apl)u = ab®p;palin = 0

3,4
( ) b2 pe?ly by — ab?l, lps—a’p, Iy (bpe)y + a’b pP1Pglsy = 0,
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car cette condition est, dans ce cas, nécessaire et suffisante afin que les
courbes v = Cte, u = Cte tracées sur la surface moyenne de la congruence
soient ses lignes asymptotiques [4, p. 171].

Il est 2 remarquer qu’une congruence ni parabolique ni isotrope, sur
la surface moyenne de laquelle tous les réseaux R, sont conjugués, est
nécessairement une congruence de RIBAUCOUR, car, dans ce cas, le réseau
des courbes, que les deux systéemes de surfaces développables de la con-
gruence déterminent sur elle, qui est un réseau R,, puisque sur chacune
de ces surfaces on a p =0, est conjugué et cette propriété caractérise
— comme on sait [1, p. 309] — les congruence de RIBAUCOUR.

Si en particulier la congruence non isotrope C sur la surface
moyenne S de laquelle tous les réseaux R, sont conjugués, est engendrée
par les normales a une méme surface, d’aprés ce qui exposé dans le
paragraphe 2, par un choix convenable des variables u, v on peut donner
aux équations (2,1), qui déterminent A une translation prés la surface S,
la forme (2,17), car C, d’aprés la remarque précédente, est, dans ce cas,
une congruence normale de RIBAUCOUR.

Cela étant, des deux équations (3,5) qui, d’aprés la supposition
faite, sont nécessairement remplies et, grice aux (2,17), se raménent
aux équations
(3, 6) b — LA — A =0, LA—DLA —hl =0,

on déduit aussitot que I;, l;, doivent étre des fonctions des u, v satis-
faisant 4 1’équation
(3’ 7) lXu ‘I" 12v =),

D’autre part, si la congruence C est une congruence normale de
RIBAUCOUR dont la surface moyenne S est définie a une translation
prés par les équations (2, 17) et que les scalaires /;, I, que ces équations
renferment, soient des fonctions des u, v vérifiant 1’équation (3,7), de
cette équation jointe & 1’équation (2,19) qui, dans ce cas, est nécessai-
rement vérifiée et, grice aux (2,18), acquiert la forme

Liw — lae
lz)\v—ll;\u‘—}tng'

1

:O’

résulte que les conditions (3, 6) qui sont suffisantes, dans le cas envisagé,
afin que les réseaux R, sur la surface moyenne de la congruence soient
tous conjugués, sont remplies.
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Donc, si les variables u, v, aux couples de valeurs desquelles correspondent
les droites d’une congruence normale de RIBAUCOUR, sont telles que, les surfa-
ces v = Cte, u = Cte engendrées par ses droites étant ses surfaces distributrices
principales, la surface moyenne de la congruence soit définie & une translation
prés par deux équations de la forme (2,17), une condition nécessaire et suffi-
sante, afin que sur cette surface tous les réseaux Rp soient conjugués, est que
les scalaires l,, ly, que ces équations renferment, soient des fonctions des u, v
vérifiant I’équation (3,7).

4. Supposons maintenant en premier lieu que la congruence non
isotrope C qui, étant définie par I’équation (1,1), admet comme surface
moyenne sa surface directrice S et comme surfaces distributrices princi-
pales les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées par ses droites soit une
congruence normale de RIBAUCOUR.

Les suppositions faites permettent d’admettre, d’aprés ce qui est
exposé dans le paragraphe 2, que les variables u, v, aux couples de
valeurs desquelles correspondent les droites de C, sont telles que les déri-
vées t,, Ty du second membre T (u, v) de I’équation (1, 2) de la surface S
puissent s’écrire sous la forme (2,17).

Cela étant, la différentiation par rapport 3 u et & v de 1’équation
e Lo b
(4)1) r = r(uvv)+Tt+Tgy

ot ¥(u,v) est le second membre de 1’équation (1,2) de la surface
moyenne S de C et [, l,, A sont les fonctions scalaires des u, v, qui
figurent dans les équations (2,17) et vérifient les équations (2,18), a
laquelle, graice aux (2,17) se rameéne 1’équation (2,5) de I’enveloppée

moyenne S’ de C, conduit aux équations
v l LA |, Ay l 2
o= [(2)+ Belet fo-nd 4 (2) e

e () () o e

Si I, I, ne sont pas tous les deux =0, les surfaces S’, S sont

(4,2)

T, = li}kp'—lz

distinctes et, d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe 2, dans la
représentation de ces surfaces, 1’une sur ’autre, dans laquelle & chaque
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couple de valeurs des u, v correspondant 4 une droite de C correspondent
deux points homologues des deux surfaces, la droite de C issue du point
courant de la surface S est paralléle 4 la normale 4 la surface S’ en son
point homologue de ce point de S.

Or, pour que la congruence C admette comme surface génératrice
son enveloppée moyenne S’, il faut et il suffit, d’aprés la définition des
surfaces génératrices d’une congruence de RIBAUCOUR [1, p. 308], que
dans la représentation considérée des surfaces S’, S I’une sur l’autre, les
éléments linéaires homologues des deux surfaces soient orthogonaux, ou
bien, d’aprés la proposition finale du paragraphe 2, que les équations
(4,2) soient de la forme (2,26). Donc, afin qu’il en soit ainsi, il faut et
il suffit que les fonctions scalaires [;, l, A, p des u, v, qui figurent dans
les équations (2,17) et vérifient les équations (2,18), vérifient en plus
les équations

Ay l A l
)\p—ll?+<72>‘l=0, lp_l2_}\2_+<71>’=0

v

et deux équations de la forme

L W __ ec (lz) by e’e”
(T){Hg_xz‘ B e ) ThaE = T

ou finalement les équations

oy — Uy — Bl = — W, My = Blo =ik = =¥
Mo — hha KA =Ac’e”, Mo+ hLh—Lik = —c'c”},

I

(4,3) {

ot ¢’, ¢’ sont deux constantes == 0.

Si les conditions (4, 3) sont remplies, d’aprés les deux derniéres, il
en est de méme de la contition (3,7), qui, d’aprés la proposition finale
du paragraphe 3, est suffisante, dans le cas envisagé, afin que les
réseaux R, sur la surface moyenne S de la congruence soient tous
conjugués.

On peut donc énoncer le

Théoréme 1. Les réseaux Rp sur la surface moyenne d’une congruence
normale de RIBAUCOUR, qui admet son enveloppée moyenne comme surface

’ ’ * . ’
generatrice, sont tous conjugues.
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Par ailleurs, si les conditions (4, 3) sont remplies, des deux derniéres
de ces équations, jointes aux deux équations (3,6) qui d’aprés le theo-
reme I, sont nécessairement vérifiées, résulte que les dérivées Ui, los
des [;(u,v), ly(u,v) sont nécessairement deux constantes =0 réelles

et opposées :
(6
(414) llu:%, l?vz—?,

ol ¢ = c’c”’ 0.

De la, eu égard au fait que I;(u,v), l(u,v) doivent satisfaire en
plus a la troisiéme équation (2,18): I, — Ly =0, on déduit que I, I
doivent étre des fonctions linéaires des u,v de la forme :

- cu + 2c;v+ ¢ 2¢cu— cv + ¢y
: 3

(41 5) 9 ) l2 = 9 )

olt ¢, ¢y, ¢/, ¢y’ sont des constantes réelles dont la premiére au moins
doit étre =0 et, comme les fonctions (4,D) des u, v, si 1’on y pose
u=u’-+u, v=v'+v,etque l’on choisisse convenablement les constan-
tes ug, vy, deviennent des fonctions linéaires et homogénes des u’, v’, on
peut admettre que les variables u,v sont choisies de maniére que I, Iy
soient des fonctions des u, v de la forme :
cu+2¢v

(4,6) h=s ==, §=

2¢c,u —cv
3 _—.

2

Cela étant la fonction f(u,v) qui est liée avec les fonctions
A(u, v), p(u,v) par la relations (2, 20), doit satisfaire, en vertu des (2, 21),

a I’équation aux dérivées partielles
of of
(4‘) 7) (2 Cplli== CV)—a—V — (Cu + 9 Clv)._a_'.;_ = 0.

Il en résulte, eu égard que 1’ intégration de 1’équation (4,7) se
ramene A I’intégration de 1’équation différentielle ordinaire :
(2cqu —cev)du + (cu+2c¢v)dv = 0,

que f est une fonction de

(4, 8) w(u,v) = c - arctg % + c;log (124 v?).
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On aura donc, grice
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a (4,8) et au fait que

(4,9) f, = fo,, f = fo,*

_ —cv+4-2cu _ 2¢v+cu
(4, 10) Wy = u2+V2 ) W e u2+V2 )

_ 2¢(v®—1u?) + 2cuv _ 2¢q(n*—u?) —2cuv
(4,11) o = (W v ) W = (@® + v?)?
et de 12
2 2

(4, 12) oy + 0f = %1? , w2 + w2 = 0.

En outre, en vertu des (2, 20), (2,21), (4,6), (4,9) et (4,10), on a

u? 4 v2
2

2e” :
—f
——— e f
V2

u’+4

et, si I’on remplace A(u,v) dans I’équation (2, 16), a laquelle A(u, v) doit

(4, 13) pf , A2 =

satisfaire, par sa valeur tirée de la seconde relation (4, 13), on reconnait,
en ayant égard aux (4,12), que f considérée comme fonction de o doit
satisfaire a 1’équation différentielle ordinaire

-

Par ailleurs, Si ’on remplace les fonctions A, p, /;, I, des u,v dans

: 4c¢’ i

les deux premieres équations (4,3), qui sont nécessairement vérifides,
par leurs valeurs tirées des (4, 6) et (4, 13), on constate, en ayant égard
aux (4,12), que f(w) doit vérifier en plus I’équation

T

f

B 4c°
T B dey?

(4, 15) . ik E‘af—zlcﬁ’
a laquelle chacune de ces équations se raméne.

Mais toute fonction f(w) vérifiant 1’équation (4, 15) vérifie neces-
sairement I’équation (4, 14).

Cela étant, si 1’on considére trois valeurs réelles des constantes
¢, ¢/, ¢;, dont celles des deux premiéres au moins sont 540, a chaque

fonction f(w) vérifiant I’équation différentielle (4, 1), ot ® est la fonction

* Les points désignent les dérivées par rapport 4 la variable w.
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(4,8) des u, v pour les valeurs considérées des c, ¢, ¢;, on peut asso-
cier, a I’aide des (4, 6) et (4, 13), un systéme de quatre fonctions A, p, 4, I,
des u, v vérifiant les équations (2, 16), (3, 6), (2, 18) et (4, 3).

Or, si ’on fait correspondre les points de la surface de la sphére-
unité ou d’une partie X de cette surface aux couples de valeurs des deux
variables u, v choisies de maniére que le carré de 1’élément linéaire de
cette surface soit de la forme (2, 25), le coefficient unique A, qui y figure,
étant la premiére des fonctions A, p, [}, [, des u, v du systéme considéré, i
ce systeme de fonctions et au réseau (u, v) sur la surface sphérique =, qui
est isotherme, ou peut attacher une congruence normale de RIBAUCOUR
ayant son enveloppée moyenne comme surface génératrice. La surface
moyenne de cette congruence est la surface S définie i une translation
prés par rapport au systéme de référence Oxyz par les équations compa-
tibles, que l’on obtient des deux équations (2,17) en y remplacant les
scalaires, qui y figurent, par les fonctions A, p, i, I, des u,v du systéme
considéré, les vecteurs t, g, [, que ces équations renferment, étant les
vecteurs-unités qui au point courant de la surface sphérique X déter-
minent les sens positifs sur les directions des tangentes aux courbes
v = Cte, u = Cte issues de ce point et de la normale &4 ¥ en ce méme
point respectivement. I.a droite de la congruence issue du point courant
de sa surface moyenne S est parallére 4 la normale a la surface £ en son
point correspondant au couple de valeurs des u, v, auquel ce point de
la surface S correspond.

Il est a remarquer que 1’équation différentielle du second ordre (4, 15)
a laquelle doit satisfaire la fonction f(w), si 1’on y pose e () = ¢ (w),
se ramene — comme on le voit aisément — a 1’équation

d% do do
2 20 e e L ¢ =
(4, 16) {c —{—401} dot 4c’o T + 12 ¢ T

dont I’intégration se raméne a des quadratures.

5. Supposons en second lieu que la congruence non isotrope C
— définie par 1’équation (1,1) — soit une congruence hyperbolique dont
les nappes focales ne dégenérent pas en courbes.

Si la surface directrice S de C est sa surface moyenne et que les
surfaces v =Cte, u=Cte engendrées par ses droites soient ses surfaces



SYNEAPIA THX 9 IOYNIOY 1977 443

distributrices principales, les nappes forales S;, S; de C seront définies
par rapport au systéme de référence Oxyz par les équations

(5: 1) H = f(u) V) "'_ el(ll,V), = f(u,v)—el(u,v),

oi T(u,v) est le second membre de 1’équation (1,2) de la surface
moyenne S de C et, d’aprés (2,3):

(5,2) 8 = V—p1p:=0(u, v).

Les seconds membres des équations (9, 1) sont des fonctions des u, v,
qui sont définies pour tous les couples de valeurs des u, v, auxquels les
droites de la congruence C correspondent et la représentation des sur-
faces S;, S, définies par les équations (b,1) 1’une sur 1’autre, dans
laquelle & chaque couple de valeurs des u, v correspondant a une droite
de C correspondant deux points homologues des deux surfaces, est la
correspondance que les droites de la congruence établissent entre les

points de ces deux surfaces.

Or, si I’on tient compte que, d’aprés les suppositions faites con-
cernant la surface directrice S de C et les surfaces v = Cte, u = Cte
engendrées par ses droites, les coefficients E,, F;, G; et E,, F,, G,
des premiéres formes fondamentales des surfaces S;, S, définies par les
équations (9, 1), grice aux (1,6) et (2, 1), acquiérent la forme

E; = a?(p® + 6%) + (h 4 0.)%, E, = a®(p,® + 6%) + (4L, —0.)?,
(5,3) F; = abb(p,—p.) + (ll+0“) (lz‘l'ev), Fy = abB(ps—p1) +(4,—04) (lz_ev),
Gy = b*(ps® + 6°) + (i1 6.)°, Ge = b?(pz* + 6%) + (L, —0,)?,

on reconnait aussitét que, pour que la représentation qui vient d’étre
signalée des surfaces S;, S, 1'une sur I’autre, soit isométrique, il faut
et il suffit que 1’on ait

®, 4) L0,=0, 50, =0, abd(p,—ps) + &40, 4 L0, =0,

ou 0 est la fonction (5, 2) des p;, p2-.

Donc, si la correspondance que les droites de la congruence hyper-
bolique C établissent entre les points de ses nappes focales, S;, S,, est

ITAA 1977
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une isométrie et que, par suite, les conditions (5,4) soient remplies,
on aura ou bien

ab(p2—p,)= 1 do

(6,5) L =0 =0 0=0(u) x 7 o = i),

ou bien

6.6 h=0, =0, 0=0(y), RE=m_ L B4,
1

0 et f étant des fonctions réelles et =0, puisque p,—p; est =0 de la
seule variable u dans le premier cas et de la seule variable v dans le
second cas.

Si les conditions (9,5) sont remplies, la premiére équation (2,2),
grice aux (9, 2) et 15,5), acquiert la forme

5 s
P12+6(u) ¥

De 13, si la dérivée a, de a est 5£0, résulte que p; et a sont liés

(5 7) pl Piv — _ﬂ

avec la variable u par une relation de la forme

2 2 2
(5,8) pe? 4 6Ly = “’lagu’ =@ (u:f ()
ol
- 0= 4= o

est une fonction réelle et =0 de la seule variable u et de la relation
(5, 8) jointe 4 la relation (b,2) on obtient pour p;, p. les expressions

V2— a? a
(5,10) P1—GT, pzz—ew—g:“—:z-
On aura donc, grice aux (5, 10),
2— 2a? @* Pi—DP *
B mtm=0S e bRl BB
1 2 aV(pZ— 22 P1— P2 qu)z__ 2 D2 a2

et, cela étant, de la derniére condition (5, 5) jointe A la troisiéme relation
(5,11) on parvient a la relation

lya " P* =
(5,12) pgb = T = F(u)
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De cette relation, en égalant les dérivées logarithmiques par rapport
a u de ses deux membres et en tenant compte que, en vertu des (2,2),
(5,5), (5,11) et (5,12), on a

l2u (P '—2 : p2u - (P2 bu q)a
(5) 13) 12 f (pz ) P2 < 82 b + f )
on obtient 1°équation
Bu 9t —atby o f , 2 de 1 df A ¢
@ 14 a 4 a? b —2cp2a+q) du f da f i
Par ailleurs, la seconde équation (5, 13), si 1’on remplace —%1 par
2

la dérivée logarithmique par rapport & u du second membre de la seconde

. > . s , 1 d
relation (D, 10) et que ’on tienne compte que 1’on a posé T~ £,

acquiert la forme

Au_ @*—a® by - D _f___L -
B g T _a((p2 f) 3 du+ ‘

et des deux équations (5, 14) et (5, 15), résulte que a doit vérifier 1’équation

(5, 16) a2[%+%J+ld—“’—li=o.

On parvient ainsi, en supposant, dans le cas envisagé, que la déri-
vée a, de a soit =0, a un résultat contradictoire & cette méme suppo-
sition, car le premier membre de 1’équation (b, 16) est un polyndéme en a
dont les (deux) coefficients sont des fonctions de la seule variable u, qui
ne peuvent pas s’annuler tous les deux identiquement, puisque f et @
sont des fonctions réelles et ==0 de la variable u.

Donc, si les conditions (5,5) sont remplies, a est nécessairement
une fonction de la seule variable u:

(5, 17) a = ai(u)
et, cela étant, il en est de méme, en vertu des (5, 2) et (5, 7), des p;, ps:

(5) 18) Pi = Pa (u)) P2 = pz(u)-
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l2 a l2

En outre, d’aprés (9,5), (5,17) et (5,18), ——, == sont également
2 . p2b b
des fonctions de la seule variable u:
(5, 19) bt _ i, 5o g
) p2b "l ) b - 1l

et, grace aux (5,18), (5,19) et 4 la seconde équation (2,2), il en est de

A a . D .
méme de ——; par suite b doit étre une fonction des u, v de la forme

b
b= U(u). V(v)
Donc, dans le cas envisagé, le carré de 1’élément linéaire de I’image
sphérique X de la congruence est nécessairement de la forme

(5, 20) do? = du?a?(u) + dv?U?(u) V2 (u),

ce qui permet de choisir les variables u, v de maniére que, les surfaces
v = Cte, u = Cte engendrées par les droites de la congruence étant ses
surfaces distributrices principales, dans I’expression (5, 20) de do® on ait

®, 21) a=1 b= blua)

Mais, b(u) doit en plus satisfaire a [’équation différentielle
dzb N i \ Y .
pre +b =0, a laquelle, grice aux (5,21), se raméne 1’équation (1,6);
par suite b doit étre une fonction de la variable u de la forme:
b=c;cos(u-+c), ot c;, c sont deux constantes dont la premiére au

moins est nécessairement ==0.

Il en résulte que, dans le cas envisagé, les variables u,v peuvent
étre choisies de maniére que 1°on ait

(5) 22) a=1) b=COSll, l1=O) l2=l2(u)$01 p1=p1(u)5‘20, p1:p2(u)$0s

P1, D2 et I, étant des fonctions de la variable u, qui doivent satisfaire
aux trois équations différentielles :

iy

d ]
P2 cost + (p; — pa) sinu—1, = 0, I (p1+ pg)cosu =0,

(5,23)

1 dp, 1 dp2>
l —_— —_— —
2 (p; —pe) cosu + 2(p1 du < i 0,

auxquelles on parvient en tenant compte que les équations (2, 2) et (5, 5),
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si I’on y remplace a, b, p;, p2, 4, L par leurs valeurs (5, 22) et 6 par

V—pips, doivent étre vérifiées.

Si, au lieu des conditions (b, D), les conditions (9, 6), sont remplies,
on reconnait par des raisonnements pareils aux précédents que, dans ce
cas, les variables u, v, aux couples de valeurs desquelles correspondent
les droites da la congruence, peuvent étre choisies de maniére que [’on ait

(5,24) a=cosv, b=1, LL=4L(v)=£0, =0, p,=npyv)=E0, p2=p2(v)$0,

P1, P2 et l; étant des fonctions de la variable v, qui doivent satisfaire

aux trois équations différentielles

d : dl
FLcosv — (pr—pa)sinv 414 =0, = — (pi+po)cosv =0,
(5, 25)
o L de , L dpz) -
2 (pl p2) cos v + ll( p] dV + p2 dV =

D’aprés les constatations précédentes, on peut toujours faire
correspondre les droites d’une congruence hyperbolique aux couples de
valeurs des deux variables u, v telles que, les surfaces v = Cte, u = Cte
engendrées par les droites de la congruence étant ses surfaces distri-
butrices principales, les calaires a, b, p1, p2, &4, Iz que les équations (2, 1)
qui déterminent 4 une translation prés sa surface moyenne renferment,
soient ou bien les fonctions (5, 22) de la seule variable u ou bien les fon-
ctions (b, 24) de la seule variable v, lorsque les droites de la congruence
établissent une correspondance isométrique entre les points de ses nappes
focales et, comme dans chacun de ces deux cas les conditions (4,3) qui
sont suffisantes, afin que les réseaux R, sur la surface moyenne de la

congruence soient tous conjugués, sont remplies, on peut formuler le

Théoréme II. Les réseaux Rp sur la surface moyenne d’une con-
gruence hyperbolique dont les droites établissent une correspondance isométrique
entre les points de ses nappes focales, sont tous conjugués.

Il est &4 remarquer que les paramétres distributeurs principaux
p1, P2 d’une congruence hyperbolique ayant la propriété qui vient d’étre
signalée sont liés, si aucun d’eux n’est constant, par une relation, puisque,
d’aprés les constatations précédentes, par un choix convenable des
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variables u, v, aux couples de valeurs desquelles correspondent les droites
d’une congruence de ce type, ses paramétres p;, ps, deviennent tous les
deux des fonctions soit de la seule variable u soit de la seule variable v.

Or, si la congruence considérée C est une congruence hyperbolique
ayant la propriété signalée et que les variables u, v, aux couples de
valeurs desquelles correspondent ses droites, soient telles que dans les
équations (2, 1) de sa surface moyenne S on ait a =1, b =cosu, [; =0,
tandis que p;, pz, l» sont des fonctions de la seule variable u, les trois
équations différentielles (D, 23), auxquelles ces trois fonctions doivent

satisfaire, si p;, ps sont liés par une relation :

(5, 26) Pz = pa(p1),
acquiérent la forme :
1 dp;\ dp;
2 (py— l — — =0,
(b —pa) cos+-1p (5= + - dpl) -
(5,27)
d12

dpy _(113_100511 -+ (py —pg)sinu — Iy, = 0, —= -+ (p;+ p2) cosu = 0.

dpl du

Cela étant, si 1’on élimine I, entre les deux premiéres équations

(5, 27) et la dérivée —g—:— entre la troisiéme équation (5, 27) et chacune

des deux équations que 1’on obtient en différentiant les deux premieres

par rapport 4 u, on parvient aux trois équations de la forme
(5,28) Fycosu-tFysinu=0, @,cosu+@asinu =0, ¢p;cosu—-+@,'sinu =0

dp, dp,
dp]_’ du

dp, d®p, dpy  dpy >
By’ dp’ ' A » dd a coefficients

ou F,, F, sont des polynémes en p;, ps, et @1, ®, O, P

sont des polyndmes en p;, po,

numériques.

En outre, en différentiant la premiére équation (9, 28) par rapport
a u on obtient une quatriéme équation de la forme ¢, ’cos u -+ @, 'sin u=0,
dps d®p, dp, d*p,
dp; ' dp?’ du ' du?

dp; d*p,
du  du®

ol @', @’ sont des polynémes en p;, ps,

a coefficients numériques et en éliminant tgu et les dérivées



SYNEAPIA THZ 9 10YNIOY 1977 449

.

entre cette équation et les trois équations (b, 28) on parvient a une

équation :
dp, dzpz)
5, 29 R , P2y, ——, =10
( ) (pl P2 dp, dp,?
. A d 2
dont le premier membre est un polynéome en p;, ps, ﬁ, E__p?z
dp, dp,;

a coefficients numériques, a laquelle p, — considéré comme fonction de

p; — doit satisfaire.

On peut donc énoncer le

Théoréme IIl. Les paramétres distributeurs principaux, p,, ps,
d’une congruence hyperbolique dont les droites établissent une correspondance
isométrique entre les points de ses nappes focales, sont liés, si aucun d’eux n’est
constant, par une relation qui n’est pas arbitraire, car I'un de ses paramétres,
P1s P2, considéré comme fonction de autre doit satisfaire & une équation
différentielle du second ordre, qui est une équation algébrique par rapport aux
dérivées de cette fonction, dont les coefficients sont des polynémes en p;, p,

a coefficients numériques.

6. Supposons enfin que la congruence non isotrope C qui, étant
définie par 1’équation (1,1), admet la surface S définie par 1’équation
(1,2) comme surface moyenne et les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées
par ses droites comme surfaces distributrices principales, soit une
congruence parabolique.

La surface moyenne S de C, d’aprés la supposition faite, est en
méme temps sa nappe focale unique et les courbes tracées sur la sur-
face S, auxquelles les droites de C sont tangentes, constituent 1’un des
systemes des lignes asymptotiques de S. En outre un des paramétres
distributeurs principaux, p;, ps, de S—et un seul — comme nous 1°avons
déja signalé dans le paragraphe 2, doit étre =0.

OF, st
(6,1) P10, p: = 0,
les lignes asymptotiques de la surface S, auxquelles les droites de la con-

gruence C sont tangentes, sont les courbes u = Cte tracées sur elle, car
les dérivées 7., Ty du second membre de 1’équation (1,2) de S, qui,
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d’apreés les suppositions faites, peuvent s’écrire sous la forme (2, 1), grice
aux (6,1), deviennent

(6,2) fu=apiE+4l, F =5l
ou [/, est une fonction ==0 des u, v.

En différentiant les équations (6,2) par rapport 4 u et & v et en
ayant égard aux (1,5), (1,8), (2,2) et (6,1), on parvient aux équations
e a (p1av + bly)
(6,3) ! b
o2 = blpg + Lol
et, 4 I’aide des (6, 2) et (6, 3), on obtient pour les coefficients E, F, G et
I, M, N des deux formes quadratiques fondamentales de la surface S,

t + (apl)ug "["lluz y Tuy = alzf + l2ul s

l

définie par 1’équation (1,2), les expressions

(6,4) E=a’p?+4, F=4h, G=I
et

(6 5) L e a (pl ay + bll)

3 ’ M:alg, N=0,

En outre, en tenant compte que au point courant de la surface S la
torsion o de sa ligne asymptotique u = Cte issue de ce point est égale a
sa torsion géodésique oy en ce méme point, qui, grice aux (6,5) est:

o = EG—I\E?Z, on obtient, en ayant égard aux (6,4) et (6,5), la relation
1

6,6 c=—.

( ) P1

Par ailleurs les courbes v = Cte, u = Cte tracées sur la surface S
sont les courbes, que les surfaces distributrices principales de la con-
gruence C déterminent sur elle et, comme les courbes u= Cte sont des
lignes asymptotiques de la surface S, pour que les réseaux R, sur elle
soient tous conjugués, il faut et il suffit, d’aprés ce qui est exposé dans
le paragraphe 3, que les courbes v = Cte tracées sur S constituent [’autre
systéme de ses lignes asymptotiques; il faut et il suffit, donc, que l’on
ait L =0 et, d’aprés la premiére relation (6,5):

(6, 7) pi1av + bl = 0.

Mais, d’aprés la premiére équation (2,2), qui — grace aux (6,1) —
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acquiert la forme ap,,=—p;a.—bl; pour que la condition (6,7) soit
remplie, il faut et il suffit que p; soit une fonction de la seule variable u.

On peut donc, en ayant égard a la relation (6, 6), formuler le

Théoréme IV. Les réseaux Rp sur la nappe focale unique d’une
congruence parabolique ne sont tous conjugués que si — et seulement si — les
lignes asymptotiques de cette surface, auxquelles les droites qui engendrent la
congruence sont tangentes, sont des courbes & torsion constante.

Une conséquence de ce théoréme, compte tenu du fait que la cour-
bure totale K en chaque point (régulier) d’une surface et les torsions o, ¢’
de ses lignes asymptotiques issues de ce point sont liées par les rela-
tions K=o00", c+¢ =0, est le

Théoréme V. Les surfaces reglées engendrées par les tangentes aux
lignes asymptotiques de chaque systéme d’une surface pseudosphérique, & para-
métre distributeur p constant — le méme sur toutes ces surfaces — déterminent

sur cette surface un réseau conjugué, quelle que soit la valeur constante de p.

HEPIAHYIZS

Eic myv goyaciav taldtyv, tig 6motag oxomog sival 1 avalitnolg eddeloye-
vV ounv@v ur iootgénwv 1ol Edxdedsiov todiactdrov ydoov, &ni tijg uéong
gmpaveiog Exdotov @V 6motwv ol svdeioyeveig dmpdveiar otadegds TagauéToou
Stavouiic, p, ai oymuatiléuevar Hmd' t@v eddei@dv avtod, Gollovv 8 éxdotmv
Ty g p Sixtvov ovluyée, éxtidevron &v doyf otouxela tiva dmagaitnta O
0 Embueva %ol 8v ouveyelq Gmodenviovrar to £ :

a) Ta xadeund opuivy 100 RIBAUCOUR, éxdotou t@v Gmoiwv 1j wéon megl-
BdAlovoa eival yevvitola Emigpdvela, Exouvv TV Gvotéom Gvagsoouévyy Wdiotnta,
10 8¢ medfAnua tot xadogiopol TOV ounvdv Tol THTOV TOUTOU Elvar duvaTtov va
avaydq elg 10 100 xadoglopod tdvV cuvagricewv uids petaPintiis t@v wAneov-
oV xownv Staqootxiy dElcwowy devtégag tdfewe, ThHe Omotag 1 HroxANewoig
avdyetal €l TETQUYWVIOUOVG.

B) Ta GmeoBolina outivy, éxdotov Tdv 6moiwy al dvo Eotiaxal ydval dmel-
xoviCovrar, 7 uia &xi tiig dAlng, loopetoindg da tdv eddedv altod, Eyxouvv v
avotéom Gvagegopdvny iddtnTa, ai d¢ wigiar mapduetool diavoudis, pr, Da, EVOS
totovtov ounivovg, Otav ovdeuio Tovtwv sivol otadepd, cuvdéovtar S oyfoemg
xal O towavtng, dote 1 &x tiig oyéoews Taving 6owloudvy pia TOV TOQAUETOWV,
P1, Pz, ®g ovvdemnols tig dAAne mAneol xat’ dvdyxmv diagopuxny EElcwaory dev-
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téoag tdEews, N omola eivar &Elowolg dlyefowny) dg mdg TOC TaAydYOUS THg
CUVaETIOEWS TaUTNg *al Tag xvolag magauétoovg ue Gorduntixovg cuvreheotde.

y) “Ev mogafolxdv ouijvog #yer v dvotéow ididtmra mdvrote %ol udvov
Otav al dovurtotival yoauual g novadinil otiontic ymvng avtod, Epamtoueval

- e — - ch il & , - 5 = ;
T@V omolwv elvar al ebVelar tol owivovs, eivar xapmdhalr otadepds oToépemc.
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