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MA®HMATIKA. Sur le spectre d’un produit tensoriel infini d’alg2hb-
res topologiques, pur Anast. Mallios*. *Avexorvadn Hnd tod “Axra-
dnpainot x. K. ITaraiodvvou.

I. ALGEBRES LOCALEMENT CONVEXES.— Tous les espaces vectoriels et
les algébres envisagées seront sur le corps des nombres complexes. Tous
les espaces topologiques sont supposés séparés sauf indication du contrai-
re. Une algébre E munie d’'une topologie telle que I'espace vectoriel E soit
localement convexe et la multiplication dans E séparément continue s'ap-
pelle algebre localement convexe. Une algébre localement convexe a multipli-
cation continue est une algeébre localement convexe dans laquelle la multi-
plication est continue par rapport aux toutes deux variables. Une classe
particuliére d’algébres localement convexes 4 multiplication continue sont
les algebres localement m - convexes Nous renvoyons a ' pour la définition
et des résultats fondamentaux concernant ces algébres. Dans la suite nous
utiliserons aussi la terminologie de @ .

2. LIMITES INDUCTIVES D’ALGEBRES LOCALEMENT CONVEXES. — Soit
(Eq , fﬁu) un systéme inductif d’ ensembles relatif 4 un ensemble d’ indices
1 @ et supposons chaque E munie d’ une structure d’algébre localement
convexe. Supposons en outre que les fg, soient des homomorphismes con-
tinus (systeme inductif d’algebres localement convexes). Soient E = 1_1_r>n E,

I’ algeébre limite inductive (sans topologie) et f, , wel, I’ homomorphisme
canonique de E, dans E. On munit E de la topologie localement convexe la
plus fine rendant continues toutes les f, (topologie limite inductive des
topologies des espaces localement convexes E, ). L' espace localement con-
vexe E ainsi obtenu est en effet une algébre localement convexe (non né-

cessairement séparée). Or on a le

LEMME 2.1.—.So02¢ (E , fﬁa) un systeme inductyf d’algebres localement
convexes tel que pour tous a,Bel avec w << B, fpy est un  homomorphisme

continu de By dans Bg. Soit B =1im Eq [’ algebre limite inductive munie
——,

de la topologie localement convexe la plus fine rendant continues les £y . Alors,

E est une algebre localement convexe (non nécessairement séparée).
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Etant donné un systéme inductif (E, , fgy) vérifiant les conditions du
lemme 2.1 si Palgebre localement convexe qui est ainsi définie est séparée,
alors elle s'appelle Zalgebre (localement convexe) limite inductive du systéme
(Eq , fpq). Concernant le spectre de cette algébre on a la

PROPOSITION 2.1. — Soet E une algébre localement convexe (non néces-
sarrement séparée) limite inductive d’un systeme inductif (B, , fﬁu) d’alged-
res localement convexes. Alors le spectre 01 (E) de B est homéomorphe o la
limite projective des spectres U1 ( By ) des algébres By , ael.

3. PRODUIT TENSORIEL INFINI D’ UNE FAMILLE D' ALGEBRES. — Soit

(Ei)iiifn une suite finie d’ algébres localement convexes et

n
E= ® E; I'algébre produit tensoriel correspondante. La topologie sur

i==1
E produit tensoriel projectif des topologies des espaces localement conve-
xes B; @ est une topologie d’ algébre localement convexe. En outre, E

n
est (topologiquement) isomorphed ® Eg(;) ol ¢ désigne une permutation
i=1
quelconque de {1,...,n}, les deux algébres étant munies de la topologie
produit tensoriel projectif (des topologies des algebres E; ). Alors, si

(Ey) est une famille finie d’algébres localement convexes, on peut définir
o/ael

de facon unique une algébre E = ®I E, localement convexe produit tenso-
; ae

riel projectsf des algebres E, . En ce qui concerne le spectre de cette algéb-
re on a dans ce cas une extension immédiate du résultat correspondant
concernant le spectre d’ un produit tensoriel projectif de deux algébres lo-
calement convexes ® . Quant aux algeébres localement m - convexes, la ter-
minologie supplémentaire sur les raisonnements correspondants est évidem-

ment spécifiée. En outre on a le

LEMME 3.1.— Soit (E; ) je1 une famille quelcongue (nom nécessaire-

ment finie) d’algébres localement convexes & élément unité. Pour toute partre

Sinte a de 1, soit BEq = ® B; lalgebre localement convexe, produit lensoriel
i€a

algébrigue de la famille finie (Bi )ieo muni de la topologie produit tenso-
riel projectif des topologies des algebres By - Alors, pour toutes les parties fi-
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nies o, B de 1 tel que o < B, 1l existe un isomorphisme (topologique) fgy de
Ey dans Eg tel que (Ea‘ fpo) est un systeme inductif d’algebres localement
convexes (relatif & ’ensemble des parties finies de I ordonné par inclusion).

Le systeme inductif (Ey, fg,) défini par le lemme précédent satisfait
les conditions du lemme 2.1. Alors I’ algébre (topologique) limite inductive
qui en est définie est une algébre localement convexe (non nécessairement

séparée). Or on a la

DEFINITION 3.1.— Sozt ( E; Yie1 une jfamille d’algebres localement
convexes @ élément unité. Soit (Eu’ fﬁu) le systeme wnductif d’algeébres loca-

lement convexes définr par le lemme 3.1. Alors s l'algebre localement convexe
E limaite inductive, correspondante est séparée, elle s’appele I’ algebre pro-
duit tensoriel topologique (projectif) infinz (ou simplement
l’algebre (localement convexe) produit temnsoriel tnfini) de la
Samaille (E; ier et se note E ='§I E; -
b

Si dans les algébres considérées la multiplication est continue, alors

chacune des E, (a une partie finie de 1) est une algébre localement con-

vexe a multiplication continue de sorte que sa complétion, notée par
B, = ® E; , I est aussi.

iea

En particulier, concernant les algébres localement m - convexes 'al-

gébre produit tensoriel infini E = ® E; est, par définition, une algébre
iel
localement m - convexe (séparée), limite inductive des algeébres (localement

m - convexes) E, = ® E; munie de la topologie localement m -convexe
iea

la plus fine rendant continues les f, Alors sa complétion, notée par
E=® E; , est une algébre localement m - convexe (compléte). En outre,
iel

" TR ATY
E est (topologiquement) isomorphe 4 la complétion lim (.® E; ) de lal-
iea

gébre (localement m - convexe) limite inductive lim ( ® E; ).
10
4. LE SPECTRE D' UNE ALGEBRE PRODUIT TENSORIEL INFINI.— Les
résultats ci-dessous constituent dans le cas d'une algébre produit tenso-
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riel infini une extension des résultats correspondants concernant le spectre
d’un produit tensoriel de deux algébres localement convexes @ . Ainsi
on a le

THEOREME 4.1.— Sort ( E; Yiey une famille & algebres localement

convexes a élément unité. Sovent, de plus, E = ® B; Vlalgebre (localement
iel

co‘r‘nge) produit tensoriel infini (Déf. 3.1) ef W (E), W(E;) les spectres des
algebres B, By respectivement. Alors
M (B) = [ m(E;)
1el
(@ une homéomorphie pres).

En particulier, relatif aux algébres localement m - convexes a spectre
équicontinu (pour faciliter les énoncés nous considérons Q - algébres loca-
lement m - convexes ') on a le

THEOREME 4.2.— S0t (Ei)i ey une famille de Q- algebres localement
m - convexes a élément unité. Sorent, de plus, E lalgebre localement m - con-
vexe produit tensortel infini et W (E), QU(B;) les spectres des algebres B,

E; respectrvement. Alors
ZN AN
wm(B) = (lim (® E;)) = [] m(E;)
=> ieo iel
(& une homéomorphie pres).

Concernant ’hypothése implicite dans les énoncés des théorémes pré-
cédents que l'algebre E est séparée (cf. Déf. 3.1), on remarque qu'elle n’est
pas nécessaire dans leur démonstration (cf. aussi Prop. 2.1).

En outre, en appliquant les raisonnements dévelopés ci-dessus on

obtient une autre démonstration du résultat suivant:

THEOREME 4.3. (TAKEDA ® ). — Sost (E;)ic| une famille de B*-al-
gebres commultatives & élément unité. Sorent, de plus, E :igl E; la *-algeb-
re (normée) produit tensoriel infint ef DW(E), D1 ( Ej) les espaces des ide-
aux maximaux (munis de la topologie de Gelfand) (spectres) des algébres E,
E; respectivement. Alors

m(B) =[] 2t (E;)
1el
(& une homéomorphie pres), ou B est la (B* - algebre) complétion de E.



454 TIPAKTIKA THX AKAAHMIAY AGHNQN
IIEPIAHWYIX

Adbeione prdic olxoyevelug (wh) xar’ avdywny mwemepuopévyg) TomXEE kVPTEVY
dnyePopdiv, dpileron plo (tomndde xvprh) &hyeBpe, &metpov TavUGTIXGY YWoUEVOV
Tijg dobelong oixoyevelng, xal perevdtar T6 Qdope i &v Abyw dAyéRpac &v ayé-
oeL TPOG Th PACUATE TGV GhyeBpdv Tig Sobelong olxoyeveluc.
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MAGHMATIKA — Sur la localisation des zéros des polynémes, par
Jeanne Ferentinou - Nicolacopoulou*. ’Avexowvaidm Uao vod °Axady-

paixod % K. [Mamaiwdvvov.

§ 1. Introduction. Nous considérons un polyndme entier f de 1a va-
riable complexe z et nous cherchons des domaines du plan complexe, con-
tenant tous les zéros de la dérivée de f qui ne coincident pas avec un zéro
de f. L’ensemble des domaines que nous trouvons est différent du domaine
connu par le théoréme des Gauss- Lucas [3], [s] pour ces zéros. Si nous ap-
pelons U l'ensemble des points qui appartiennent dans ces domaines et L
I’ensemble déterminé par Gauss- Lucas, pour les zéros du polynéme f les
différents des zéros du f, nous aboutissons & la conclusion: Zous les points
criliques ** du polynome f les différents de ses zéros, appartiennent & I’ inter-

section U N L, sous - ensemble stricte de L.

§ 2. Positions des points critiques d’un polyndéme entier
quant a ’ensemble p-1 de cercles. Soit

m m
Fla) =lz—~g) " ««s la—g) " , (1)
ot z est une variable complexe, p> 2z et m;, .. ., m, les degrés de mul-
tiplicité des zéros z , . . . , z, de f respectivement.

Nous appelons n le degré de ce polynéme. Il est par conséquent

n=m + ...+ m,. (2)

* IQANNAZ ®DEPENTINOY - NIKOAAKCMOYAOY, Mepl 100 Evromicnod thv pitdv thHv moivavipay.
** Points critiques du polynome f, s’appellent les zéros de sa dérivée. [Voir Mar-
den [6], pag. 11].



