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MA®HMATIKA.— Généralisation du lemme de Zassenhauss, par S. P.
Zervos™. *Avexowviddn vmo tod *Axadnuaizod x. K. Hoamxaiwdvvov.

1. Le livre «An Introduction to Algebraic Structures» d’ A. Rosen-
feld (Holden-Day, 1968) contient (p. 102) I’extension suivante du lemme
de Zassenhauss aux groupoides (I’auteur appelle «groupoide» tout ensem-
ble muni d’une loi de composition interne partout définie):

Soient A et B des sous-groupoides d’un groupoide X, tels que ANB=~@
soient R et S des congruences sur, respectivement, A et B; on suppose, enfin,
que toutes les congruences sur AN B sont, deux & deux permutables. Alors,
RoSoR et SoRoS sont des congruences sur, respectivement, R (A NB) et
S(ANB), et les groupoides-quotients respectifs sont isomorphes.

Nous allons, maintenant, généraliser ce résultat.

Abréviations. 1) resp. = respectivement. 2) c-a-d = c’est-a-dire.

Terminologie. 1) Nous considérons, dans 1, uniquement des relations
binaires. 2) Par «relation sur E», nous entendons: relation définie sur un
surensemble de K. 3) (R, )l étant une famille de relations sur, resp.,
des ensembles quelconques, 1’ensemble des éléments de cette famille sera
appelé «base» de cette famille. I,a base de la famille des facteurs d’un
produit Ryo...0R, de relations sur E (produit, qui, manifestement,

lui-aussi est une relation sur E) sera appelée «base» de ce produit.

* 5. M. ZEPBOY, I'evixevoig t00 Afppatos tod Zassenhauss.
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Remarque 1. Si les bases de deux produits de relations d’équivalence
(resp. congruences ), permutables, deux & deux, sur un ensemble(resp. groupoide)
E coincident, ces produits eux-mémes coincident sur E.

Démonstration facile par induction et utilisation de la permutabi-
lité et de la propriété R*= R des relations d’équivalence (resp. con-
gruences) R.

La généralisation préannoncée est la suivante:

Théor&gme 1. a. Soit( A, el (1 < < n) une famille finie de sous-grou-
poides d’un groupoide X, telle que A, == @; soit, pour chaque €],
el

(R LJ‘L)J.LGJt une famille de congruences sur A, ; on suppose enfin, que toutes ces

congruences sont permutables, deux & deux, sur E = A, (c-a-d, que les con-
el

gruences respectives induites sur E sont permutables, deux a deux).
Alors, si Uon désigne par R une, quelconque, de ces congruences et par S un
produit, quelconque, d’ R,;, RoSoR est une congruence sur R (E) [et, par
conséquent, R(E)/RoSoR est un groupoide quotient] ; et, st deux produits
de la forme RoSoR (qu'on peut désigner par RoSoR et R”0S’0oR’) ont
la méme base, les groupoides - quotients respectifs sont isomorphes [c -2 -d,
R(E)/RoSoR=R’(E)/R'0S’0R’].

Démonstration. Rappel d’un abus de langage et de nota-
tion utilisé ici: L, est une relation sur E =1, est une relation sur un
surensemble de ¥ ; ainsi, on désigne par I, 4 la fois I, et ses restrictions.

S est, manifestement, une congruence sur E, donc, RoSoR en est
une sur R(E). Soient RoSoR et R'0S'oR’ deux produits ayant la
méme base ; ils coincident, nécessairement, sur E. Donc, E/RoSoR =
=E/R’0S’0R’". Or, d’apres le second théoréme d’isomorphisme,

R(E)/RoSoR=E/RoSoR et R/(E)/R'0S0OR’= E/R0SoR’.
Par conséquent, R(E)/RoSoR=R'(E)/R'0S0oR’. c.q.f.d.

Note. Cette démonstration ne présuppose pas le «lemme de Zassen-
hauss» cité au début. Ce dernier correspond au cas particulier n =2 et
R =R.(t=1,2).

2. Nous nous référons au livre «Universal Algebra» de P. M. Cohn
(Harper, 1965). L’auteur appelle «Q-algebre» tout ensemble A muni
d’un ensemble, fini ou non, Q d’applications ®w: A"®—> A, oilt n, est un
nombre naturel dépendant uniquement d’ w. Terminologie analogue.
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Il démontre, dans ce cadre, le suivant «lemme de Zassenhauss»
(p. 91): Soient X une Q - algébre, A et B des sous-algébres de X et R et S des
congruences sur resp. A et B; on suppose que toutes les congruences sur A1 B
sont permutables, deux & deux. Alors, RoSoR et SoR oS sont des congruen-
ces sur resp. R(ANB) et S(ANB), et R(A(IB)/RoSoR=S(ANB)/SoRoS.
(On a a dessein utilisé ici les mémes lettres que dans 1’énoncé du début,
dans 1. On peut supposer A 1B @.)

Cet énoncé constitue une extension formelle aux Q-algébres de
I’énoncé du début pour les groupoides. Comme, en vertu des définitions
et des propositions contenues dans le livre en question, I’extension for-
melle de la démonstration est valable, I°’énoncé pour les Q-algébres est
également valable.

Or, pour les mémes raisons est valable 1’extension formelle aux
Q-algebres de notre démonstration (préliminaires inclus) du théoréme
1.a. Donc, Pextension formelle aux 8 -algébres de ce théoréme est également
valable ; nous appellerons le résultat ainsi obtenu «théoréme 1. by.

3. Nous nous référons au livre «Universal Algebra» de G. Gritzer
(Van Nostrand, 1968). Gritzer appelle «algébres» les structures appelées
dans Cohn «Q -algébres». Il utilise la notation <A, F) pour une telle
algebre, de support A et d’ensemble d’opérations F.

Notations. Si (C, F> est une sous-algébre de (A, F) etsi R
est une congruence sur (A, F>, il désigne par Rc la restriction de cette
congruence a <C, F>; nous écrirons, indifféramment, Rc ou R. Si R et S
sont des congruences sur (A, F>, il désigne par RVS la borne inférieure
de I’ensemble des congruences sur <A, F> contenant a la fois R et S dans
I’ensemble des congruences sur (A, E>, ordonné par inclusion (et formant,
alors, un treillis complet). Si (R, )iel est une famille de congruences sur
(A, F>, VR, (1e1) désigne la borne inférieure analogue.

Il énonce, dans ce cadre, le suivant «lemme de Zassenhauss» [p. 74.
Il attribue ce résultat & A. W. Goldie, «The Jordan - Hélder theorem for
general abstract algebras», Proceedings of the London Mathematical So-
ciety (2) 52 (1950), p. 107-131. La méme référence apparait, hors texte,
dans Cohn.]: Soient (X, F> une algébre (A, F) et (B,F) des sous-algébres
de <X, B>, telles quee. ANB=~@, e R et S des congruences sur resp.
(A, F> et <B, F>; on pose W = Raps V. Saps. dlors, RoWoR et
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SoWoS sont resp. des congruences sur <R(ANB),F> et (S(ANB),F> et
R(ANB)/RoPYoR=S(ANB)/So¥oS.

Comme ce résultat est cité sans démonstration dans Gritzer (dans
les «exercices») et que 1’on a besoin ici de sa démonstration, on en donne
une, ci-dessous.

On sait que, si R, et R, D R, sont des congruences sur une méme
algébre, R,oR,=R,0R, = R;—.

Le fait quee RoWoR (resp. SoWoS) est une congruence sur
R(ANB),F> [resp. S(ANB),F] est évident.

Sur (ANB,F», Rc ¥ (c-a-d, Rapp= ¥) et Sc ¥, donc, 4,
RoPoR=VY et SoPoS=V. Le second théoréme d’isomorphisme
(appelé dans Gritzer «premier») donne, alors :

R(ANB)/Ro¥YoR = ANB/¥ et
S(ANB)/So¥oS = ANB/Y, donc,
R(ANB)/Ro¥YoR =S(ANB)/So¥o0S. c.q.f.d

Une démonstration entiérement analogue démontre la généralisation

suivante du résultat précédent :

Théordme 1c. Soit (CA,, FO)el (1 £ £ n) une famille finie de sous-
algebres d’une algébre (A, F), telle que [ A, =% & ; soit, pour chaque 1€,
el

(Ry;,) 5, €J. une famille de congruences sur (A,, ¥). Alors, si Ion pose

E =N A et si Uon désigne par R une, quelconque, des R, , par L, une
el

JSfamille, non vide, quelconque, d’R; N E’, contenant RNE* (c-a-d, la con-
gruence Ry sur <E, BY), et par ¥ la congruence VI, RoW¥ oR est une con-
gruence sur R(E); et, si R" et R"" sont deux R,; , L' et L' deux familles de
la forme 1, contenant resp. R'NNE* et RN E’ et ayant la méme base et
¥'=VL, ¥'=VL"”, alors, R'"(E)/R'0PoR' = R”(E)/R”’0 ¥ oR".

Remarque 2. Ftant données deux congruences R et S sur une
méme algebre, on sait qu’elles sont permutables ssi RoS = RVS. Une
induction évidente montre, alors, que si n (n>2) congruences sur une
méme algébre sont permutables, deux a deux, R,o...0R, = VR, . Ceci

(x=1,...,n)

et des remarques faciles permettent d’obtenir le théoréme 1.b (donc,
aussi, son cas particulier, le théoréme 1.a) comme un corollaire du
théoréme 1. c.
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NEPIAHYIZ

"Eyouv d0d, Gg yvwotdv, Sudgogol yevixeVosig t0ob xhaoowol Afupatog
1oV Zassenhauss S tag 6uddag. Eig adtag yevixedovy pev v oudda elg dhye-
Boav, Yemoodv, Gumg, mdvrote dvo dopdg, Mg 6 Zassenhauss. Eig v wagoloav
goyaoiav, 7 6molo yevirever Tag Mg dvm yevirevoelg, Emitvyydverar 1) dewonotg

TEQLOGOTEQWY TV V0 doudv.
*

Eat tiic dvarowwoewg tod . 2. II. Zegofot «[evixevolg tol Afuparog
100 Zassenhauss» 6 “Axadnuaizog . K. Hanaiwdvvov eime ta £Eijg:
“Yolotaviar, ®g yvootdy, dudpogor yevixeloelg tol Afuuaros tod Zas-
senhauss dua tag 6uddag. Elg avtdg Yeweolv avti tilg ouddog xadohwny dhye-
Boav 7 Sownv widg owreguxils modtews, megrogifovrat, Guwg, mdvrote, elg d U o
doudg dc xal 6 Zassenhauss. Eig tv magovoav &oyactav 6 xadnyntie . Zmv-
TS nmm
i \ /’ LY . k) ’ b, ~ 74 7
oldwv II. ZeoBog yeviretel tag yevixeloels adtds, de tilc Yewonoews meQLoooTE-
owv tdv Vo dopdv, eig tag 6molag xal Bmitvyydver va dmextelvy t0 Qg dve

AMiupa.



