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ANAKOINQSEIS AKAAHMAIKQN

OEQPHTIKH MOYZIKH.- De la gamme tempérée et sur une gamme
diatonique équivalente possédant des intervalles ration-
nels,* par Const. Maltézos.

INTRODUCTION, — On sait que la gamme diatonique naturelle posséde,
en plus de sept tons et hémitons, les dieses et les bémols correspondants,
soit en tout 21 sons (v. le Tableau I). Il est possible de rendre tous ces sons
par le chant et les instruments a archet, tel le violon; au contrairre, ceci
n'est pas possible par les instruments a sons fixes, tels le piano, 'orgue, la
cithare, la mandoline.

Ces difficultés ont amené & considérer la gamme tempérée actuelle, a
12

laquelle Poctave est divisée en douze hémitons, tous égaux a /' 2 =1,05946

* KONZII, MAATEZOY, — Iepi tig cuoyrexpapévng xAipanog xai tAg lcoSuvapov xiipanog pnréov
HOVCIZAV SIXGTNHATOV.
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soit & 25,086 savarts, lintervalle de loctave étant acoustiquement égal a
301 savarts. Dans cette gamme la di¢se de chaque ton coincide avec le
bémol du son immédiatement supérieur d’'un ton, c. a. d. dans cette gamme
la diése est exactement égale a un hémiton.

D'apres P. Blasernal, (p. 117): « La gamme tempérée a été générale-
ment acceptée; elle est méme tellement entrée dans les usages journaliers,
que nos artistes modernes ne savent plus que c'est une gamme inexacte,
née d’une transaction destinée a obvier aux difficultés pratiques de lexé-
cution musicale».

Dlapreés M. Emmanuel?, (§ 121): « Dans Porchestre nous avons simul-
tanément des quintes pythagoriciennes (corde a vide des instruments a
archet), des quintes tempérées (grande orgue ou piano), des tierces majeures
naturelles (cors, trompettes, trombones etc.), des tierces pythagoriciennes
(instruments de bois tempérées), des tierces tempérées (un peu partout).
Notre oreille réduit a 'unité ces éléments de discord... ».

D'apreés Renée Schidlof® (p. 36): « 1l est a remarquer que, au moins en
ce qui concerne la musique chorale et 'enseignement élémentaire du sol-
fege, cest la gamme tempérée que tendent actuellement a reproduire les
chanteurs occidentaux »; et plus loin: « S'il on accorde aujourd’huiles orgues,
les pianos et divers autres instruments en gamme tempérée, par contre,
parmi les instrumernts de Porchestre il en existe plusieurs qui fournissent,
de par leur structure méme, des intervalles non tempérés... Il faudrait donc
admettre qu'au sein de Porchestre, les musiciens jouent selon au moins trois
sortes des gammes différentes: gamme tempérée, gamme naturelle et gamme
de Pythagore. Si la rigueur des intervalles devait Pemporter sur toute autre
impression musicale, il est bien évident que Porchestre ne serait qu'une
cacophonie insupportable. Heureusement que malgré la précision de notre
oreille capable de discerner les écarts d'un comma, nous nous accomodons
sans trop de peine d'impressions beaucoup plus importantes».

Enfin, d'aprés G. Sklavos*: « Le systéme musical et avec lui le systéeme
de transposition des gammes, apparait d’'une fagon définitive aprés 'adoption
de la gamme tempérée égale.»

De tout cela saute aux yeux Iimportance qu'a pris dans la musique
contemporaine la gamme tempérée.

Temps d’invention de la gamme tempérée. Daprés les musicologues
contemporains, 45 les premiers essais de la création de la gamme tempérée
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ont été faites durant le 17¢ siécle, mais son imposition est due au musicien
Jean Sebastien Bach, au commencement du 18¢ siécle.

Suivant M. Emmanuel ® «les avantages pratiques du Tempérament égal
avaient été soupconnés par Aristoxéne, et s'ils n'ont été consacrés par
Pusage dés les temps anciens, c'est que les Grecs se refusérent & I'abandon
des variations mélodiques ».

Daprés P. Blaserna', < un grand théoricien, Aristoxéne, pressentit ce
tempérament égal, mais les professionnels n'acceptérent point ces succes-
sions vulgaires ».

Moi méme jécrivais®: «La gamme et le canon de Pythagore étaient
d’'un emploi courant durant toute antiquité chez les Grecs. Mais Aristo-
xéne a observé, parait-il le premier, que pratiquement, surtout dans la
musique instrumentale, les intervalles sont pris égaux; il a donc divisé la
gamme en 12 demi-tons égaux, établissant ainsi la gamme tempérée. Cela
n'a pas été approuvé par 'Ecole, ni par Euclide; néanmoins dansla période
romaine ultérieure la gamme tempérée a, parait-il, prévalue, »

Sur ce point de I'histoire de la Musique, les éléments, & ma connais-
sance, sur lesquels s'appuient ces assertions, sont les suivants.

Ch. Em. Ruelle dans sa Notice et variantes d’un manuscrit de Strasbourg,
contenant les éléments harmoniques d’ Aristoxéne’, a lu, en marge, immédia-
tement aprés le « 0et yap » du texte, la scholie suivante:

« "Eneidf] mep 6 tévog Bv pdv yodpart elg tola duwgeiray, 1o 8¢ toumudolov
nokelvar yowpor) dieows, &v dopovig 8¢ eic téocaga diaipeital, to 8¢ téraprov
uégrov xakeirar dopovixy dieoic. To oty toumudorov xai €vog tod adrod dwdexdr
Unegéyel, olov @3 &t ofr v yap diéhe tov 1B el tola népla xai téocaga, yivovral
té00aQes ToLddes xai toels terpudes. Ymepéyer odv 10 toumubelov tol TETaQINpo-
otov povddi, Grep éoti tod Ghov dwdéxatov: Gote », et immédiatement aprés suit
dans le texte la phrase «rtod évdg xal tob adrod 1o toUMubolOv TOD TETRQTY-
nogiov 1@ dwdexarnpopin Hregéyew ».

D’autre part, dapreés 7% Reinack s (p. 21) « Aristoxéne, non content
d’écarter les mensurations des cordes, apporte un tempérament & exigence
de Poreille; il postule implicitement un accord de la Lyre identique & celui
de notre gamme tempérée... La preuve de ce fait résulte notamment d’un
passage célebre— [Harm. p. 56 Meib.] —ot aprés avoir retranché de la quarte
la-ré, d'une part a laigu et de lautre part au grave, une tierce majeure —
ce qui détermine nos sons si bémol et ut diése — Aristoxéne affirme que la
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quarte aigué du premier de ces sons, soit mi bémol, consonne a la quinte
juste avec la quarte grave du second, soit sol diese. En d’autres termes il
identifie, comme nous le faisons nous méme sur le piano, les sons sol diese
et la bémol».

De méme lauteur aristoxénique de I'Zntroduction Harmonigue, probable-
ment Cléonide?, voulant montrer les nuances (yodm) ou les modalités (rpdmor)
par des nombres, suppose le ton partagé en 12 parties égales (uépia) — des
douziémes (Swdexarmpudoia) du ton—et toute I'octave partagée en 72 parties
égales.

Mais il y a plus: Plutarque dans ses *HOuxa 1°— Ilegi ijs & Tiuaio Pvyo-
yovias, écrit dans le § XIL «Todrov ydap t@v doudpdv ol [Tvdayopwxol, ta pgv &
toopdy, Grnep Eoti @ISyyov, &xdlouv olduevol T@dv tol TéVOU dotudrmv medrov
T \ \ ’ \ \ ’ ~ ’ ’ \ FY
givar pdoyyntov 1o méuntov: td d¢ toroxaidexa Aeippa, xaddrep [Midrwv, vy el
isa 10D 1évov dwavouryy dmoywdoxovres»; et dans le § XVII: «.. t@v 8¢ dwaon-

VA o € ’ ’ b \ \ L ~ ’ 3 ~ \ o ~
pdrov 8v 6 xakodpevog tévog, @ 10 dia mévre peilov éott 1ob dua tesadpwy. Todrov
of pév dopovixol diya tepvépevov, otovrar o dwaostiuatu moiely, v Exdregov
< I ~ {3 \ ’ \ \ 3 3 M 3 14 ) ~
fuwwéviov xarotiow of 8¢ [Mudayoproi, myv pev eic Toa topnv anéyvooav adrod,
@v 8¢ tunudrov dvicov dvrov Aetppa 1o Elattov dvopdlovet, OtL tol ifjuiceog
aroleiner. A xal 1@V ovppovidV v diud tecodowy ol pgv dvoilv VOV %al fjjut-

’ ~ c \ -~ \ ’ -~ \ -~ ~ \ c -~
toviov motolowy, ol 8¢ dvolv xai Aslppatoc. Magrveely & doxsl Toic pév Goumorixois
< £ - \ ~ e 3 ’ € ~ c ’ 3 /.
% aioOnows, tois 08 pabyuarixois 1§ dnédelis, s 1010UTOS 6 TEOMOS E0Tiv».

Il résulte de cet important a4 plusieurs points de vue passage, ainsi
que d’autres témoignages des anciens musicologues grecs, que /la gamme
tempérée* était en usage dans la pratique courante des temps d’alors,

Il est vrai que les Anciens ne pratiquaient pas les nombres irrationnels,
mais en musique pratique, méme aujourd’hui, la division en des intervalles
irrationnels n’a aucun sens, vu que cette division se fait en des intervalles
acoustiquement égaux.

But de lo présente étude. Ce but consiste a la recherche d'une gamme
diatonique possédant des intervalles entre les sons consécutifs et par rapport
au son fondamental donnés par des nombres rationnels, aussi simples que
possible et qui coincident acoustiquement avec les intervalles correspondants
dela gamme tempérée actuelle. Pour cela écrivons l'intervalle tonique tem-

péré T sous forme de fraction continue, soit

+ Nous verrons plus loin sous quelle forme on doit supposer constituée cette

ancienne gamme tempérée.
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1
1

6+

6
T—y/ 2=1,12246206—1+ -
8+ 1
314+
et considérons, au lieu de T, ses réduites successives.
On sait que la valeur d’'une fraction continue est comprise entre deux
réduites consécutives et que la valeur absolue de sa différence a la réduite

va en décroissant avec Paugmentation de Pordre de la réduite. Si donc on
désigne par r les réduites, on aura ici =1, r,= g el — Zg> les réduites
d’ordre supérieur ne devant étre utilisées, comme ayant leurs termes de plu-
sieurs chiffres.

Il en résulte que la solution de premiére approximation, c. a d. la
gamme diatonique approchée en premier lieu a la gamme tempérée a pour

ton T =2/ et, pour la conservation des intervalles harmoniques de la quarte

’ o 256 . -
et de la quinte, pour hémiton = 22:2' cest la gamme pythagoricienne,
On peut former d’autres gammes approchées, si, au lieu de 'un de deux
tons g—, on prenne une des fractions itulermédiaires, qui sont: @, 1::—19(15
11 191

0202 = 3" Cova™ 1
Par conséquent d’autres gammes diatoniques approchées a notre gamme
tempérée sont les suivantes:

T, T= z, T= lf et t= 1%, oit la gamme dite naturelle.

g 15
2, Tz—g-; T'= 1(1) elin— 33(7); soit la gamme byzantine (la gamme n° 2 de
Chrysanthe ),
9 , 12 88 . . o
et i — g’ = 11 €t =g soit aussi la gamme byzantine (la gamme

n° 3, ou d’aprés nous la vraie gamme de Chrysanthe!l). De toutes ces
gammes diatoniques la plus approchée a la gamme tempérée est la gamme
pythagoricienne.

Mais la gamme pythagoricienne ne peut, d’aucune fagon, se substituer
a la gamme tempérée, soit l'ancienne, soit lactuelle; par conséquent cette
premiére approximation est insuffisante.

Pour essayer de résoudre notre question il faut imaginer une gamme
ayant le ton égal a la troisiéme réduite de la fraction continue, c.-a.-d.

# Voir la Note a la fin de la présente Communication.
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5
9

de savart du ton tempéré; par contre son hémiton serait égal

=1,122449, ou égal 4 50,167 savarts a peine inférieur de 5 milliémes

a fapo. fraction
9075

incommode, d’otlt il resulte qu’elle est a rejeter. Iy a plus; cette gamme ne con-

5
T=,

tient les intervalles naturels de la quarte et de la quinte. En outre, une autre
gamme qui aurait le ton majeur */s,le mineur 3/, elle aurait pour hémiton le

1568
1485
Mais, substituons a cette troisiéme réduite sa premiére fraction inter-
64
57

et elle est aussi impraticable; néanmoins, il en résulte

rapport et, pour la méme raison de commodité, elle serait rejetable.

médiaire, soit la fraction
1083

1024
une gamme diatonique a trois intervalles toniques, conservant les inter-

= 1,1228 ou 50,305 savarts; elle donne comme

hémiton v

valles consonnants de la quarte, de la quinte et du diapason et ayant

T= g I =— g? stia= 12 Dans cette gamme, que nous désignerons par la

lettre (A), la disjonction de deux tetracordes se fait par le ton —g etsa

coincidence acoustique avec la gamme tempérée actuelle peut étre consi-
dérée comme satisfaisante.
En outre, cette gamme théorique satisfait aux conditions, trouvées par
moi, de possibilité d’'une gamme diatonique!2; elle posséde d’ailleurs la
L d

a5 384
dieése 961

diaires des sons toniques leurs bémols, beaucoup plus approchés aux tons

y égale 4 26.824 o*, et l'on doit prendre comme des sons intermé-

intermédiaires tempérés que les diéses des sons plus graves correspondants,
comme il apparait dans le Tableau IL
Ainsi, la suite des sons (avec les bémols intermédiaires) de cette gamme,

disposés suivant la gamme naturelle majeure, est

utrep re mip mi fa solp sol lap la sip si Ut
L5 w4 3 m 8
1083 8 19 19 3 361 2 19 19 57 19

1024 16 256 12 12

Soumettons maintenant au méme traitement Ihémiton tempéré
12

v=)/ 2 =250860, ce qui d’ailleurs est conforme 4 la division de loctave
en 12 parties égales.

Nous aurons la fraction continue

% La lettre grecque o désigne le savart.
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T= 1 + — *11—“
T
e
g
possédant pour deuxieme réduite la fraction 12 et pour troisieme la fraction
%?1—, dont la valeur la plus approchée de 'hémiton tempéré est %-
Nous trouvons ainsi, a la place dela gamme tempérée, une autre gamme
;. . 9 , 2712 18
que nous désignerons par la lettre (B), ayant T= R T'=1555 et1= g

satisfaisant aussi aux conditions de possibilité d'une gamme diatonique'?.

Dans cette gamme, on doit prendre pour des sons tomiques intermé-
diaires les diéses des sons graves, comme étant beaucoup plus proches de
ceux de la gamme tempérée actuelle que les bémols des sons immédiate-

ment plus aigus; nous aurons donc ici la suite des sons:

ut ut# re reg mi fa faﬂ; sol sol# la laﬂ; si Ut
1 9 34 4 3 136 17 9

2312 8 289 27 3 9248 2 1156 81 314.432 9

2187 243 6561 729 177.147

)

les intervalles entre les sons consécutifs différant de 2,874¢ et de 0,684 0.

La diése dans cette gamme est égale, conformément a la régle de la

gamme naturelle majeure, au rapport —1;— — g?g: soit a 24,1390; ’hémiton
mineur ou diatonigue est égal a 18 et Phémiton majeur ou chromatique

17

s 17 ’ s 50 . ; .
T conformément a la gamme pythagoricienne. Mais les sons interme-

diaires ne s'expriment pas par des fractions szmples, par conséquent cette
gamme est aussi incommode et rejetable.

Finalement, si dans la gamme (B) nous prennons comme diése son
hémiton diatonique, conformément a ce que a liew dans la gamme lempérée
actuelle, nous formerons une nouvelle gamme diatonique, que nous dési-
gnerons par la lettre (B,); elle aura les valeurs suivantes des sons fondamen-
taux, rangés suivant la gamme naturelle majeure, ainsi que des sons inter-

médiaires, qui seront aussi les diéses des sons graves:

ut uty re reg mi fa fa# sol sol# la la# si Ut
9 34 4 3 136 1174

18 8 8 27 3 24 2 27 81 16 9
17 68 1 1 9

1 2,




TARLEAU I.—QGammes diatoniques majeu

G. byzantine de

G. byzantine

G. byzantine

‘(}. de Pythag

g f:ctt:;;zé(:é;; G. naturelle (18) | la ?g;,nn(xli??ion de Cl\l;;)‘zvs?(;the dauc:l;r(ir);,:\?ltlh)e G. nouvelle (B) g (13)
(=] i = e .
o rap. ‘ savarts ‘ rap. | savarts | rap. i savarts | rap. ’ savarts | rap. savarts rap. ‘ savarts L2 rap. ’ savar
ut 1 0 1 0 1 0 1 0 i 0 1 ONiRae 1 0
52 a7 2°
utg 75| 1520 31| 24139 |T€p || 22,6
24y 25,086 38 39 B
rep s | 33424 Fiy7a| 27,013 | uts S| 288
. 32 37 B¢ 33 32 re S5
re | 2%/, 50,172 75| 51,153 |55~ | 51,153 | 5| 51,183 | 55| 51,1583 | —os | 51,153 —5| 511
358 17 FuImoe
reg 22 | 68,881 5| 75,292| Mip|—-| 73,7
2 3 3
2%/,,| 75,258 . ,
3 2.3 223 32
w1, 5 79,181 172 75,977 1‘6# i 79,6
. 5 27,52 3211 3? 207 018
mi | 24,,| 100344 || 9691021 91515 | 2| 92,545 ") 88,941 =5 100,115 | fap | 5| 964
£ 28 Sy . 5t
ap —a| 107,210 7| 100800 mi | —-1102,3
. 53 250072 28
mig > 1114,639 =124 o5aldba . el 1249
223 3 3 )
fa |25, 125430 | -2 | 124,939 |- 2> | 124,939 |2 | 124,939 | 2" | 124,939 | 2| 124,939 | mig| 2 | 1308
12 bl 3 ) 3 Y 3 ) 3 ) 3 ] # 217 )
52 22472 210
fa# 2 1142,668 271 149,079 | solp|=—|147,5
2‘32 » 38 ) 36 )
2hs) 150.515 | s 5 .
solp oo | 158,363 a7 151952 | fag | 511534
sol | 277, 175,601 |——| 176,001 |3 | 176,091 | 3| 176,001 | 2| 176,001 |[—>—| 176,091 | s0l |2~ | 1760
12 > 2 2 ) 7 2 : 2 }
52 255074 21
solg —>1193,820 © 1200231 lap | 5| 1987
2 A o) i
] 2%y 200,687 | 38 .
ap 204,120 ——1200,915 So# ——1204.6
5 17 nks 2
4 ? 3 3
la | 29,|225,772 % 221,849 13? 216454 | 2111 217,484 ﬁ_ 213,830 23'27 225,054 | la 34 272
53 26.173 5 24
lag 239,578 =21 1249194 |S1p || 249,8
23.32 31 ) 32 1O
21,,(250,858 | ., : »
sip %7 255,273 sz 252,066 lay % 255.7
2 8 4
si [24,] 275,944 %‘f_ 273,001 %i 267,606 3'5” 268,636 2237” 265,032 %77_ 276,206 | Uty 23‘: 272,5
083 B : 3k
Uty | 283,301 sas7a| 276891 |81 | —|278,3
- 5 LT
sig 7 290,724 j«r 300,345 | Ut | 2 |301,0:
.| 3
Ut | 2 (301,00 2 |301,030| 2 |301,030| 2 |301,030| 2 |301,030| 2 |301,030 Sl | i |306,9
o — ’———«(2 9 C ¢ |
T T:—g—:m,mms T:i:m,msc '1‘:9:51,1530 pe= =51,158 ¢ T:3:51,153c T:T':i’
= 50,172 0} 8 8 8 8 8 8
=aitse=|,,,_10___ . 800 L ee | 12 e | e 278 =iy
* bé;‘ml T'=g=i51580|  T'=-0 |T'= ] =41,8930 | T'= [=37,1800| T'=, =18,0630 ool
21112 =25,0860. | _ 16__ = 40,363 6 _ 820 88 ... hémiton diaton. 256 o .
T=z=28,0290 T e = g7 38946 | 1= =55,998 ¢ BTN T= s =206
: 25 g 8 oo . T 729 17 b hémiton
digse= 94 : ? T 95 dlése"r—:18,7596 diese T :7()4 hémiton chrom. chromatique
=17,720¢ difee e =16,1850 | —1_p0s006 apotomé=di
comma =17,729 6 G — 2181 ook
_81_ (13), (14) o 1 ~ 2048
=== 573900 ’ diese —=—24,139c o
0 T comma= 5,8

N. B. Les nombres entre parenthése du tableau se rapportent 2 la bibliographie de la présente Communication.







TABLEAU II. — Différences des sons des diverses gammes du tableau I de ceux
de la gamme actuelle tempérée, en savarts.
s S| (32 | 2| §| 8 | =2
s g ‘E' g ‘E é g é % "E. § % Observations

62 | 68 | 68 ¢ é é é

ut 0 0 0 0 0 0 0 0
uty | 7,357 0,947 | —3,433 | —3,313 | —1,738
rep | 8338 —1,927| 2,452| 2,367| 0,757
re |-0981|—0981|-0981|—0,981|-0,981|—0,981 | —0,946 | 0,981
reg | 6377 —0,035 | —4,413 | —4,259 | —2,719
mij, | 3,923 —0,718| 1472| 1,421| 0,624
mi | 3434| 8829| 7,803| 11,403| 0,228 —1,961|—1,893 | —1,113
fa | 0491 0491 0491 0491 0491| 0491 | 0474 0491
fa# 7,847 1,436 | —2,943 | —2,840 | —1,248
sol, | 7,847 —1,436| 2,943 2,840| 1,248
sol |—0491|—0,491 | —0,491 | —0,491 | —0,491 | —0,491 | —0,473 | 0,491
sol# 6,866 0,456 | —3,923 | —3,786 | —2,228
lap |-3433 —0,228| 1,962| 1,894| 1,115
la | 4,124| 11,318| 8,288| 11,892| 0,718 |—1,472 | —1,420 | —0,624
la# 11,280 1,664 | —4,905 | —4,733 | --2,362
sip |—4.695 —1,208| 0980| 0946| 0,133
si 2,943 | 8338| 7.307| 10,912 —0,262 | —2,453 | —2,367 | —1,605

eSS0 0 0 0 0 0 0 0
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comme d’ailleurs on le voit dans le tableau III, d’ott nous tirons que la
plus grande différence entre ces sons et les sons correspondants de la
gamme tempérée s'éléve a peine a 0,981 du savart.

A remarquer en plus que ses intervalles hémitoniques sont successive-
ment en savarts: 24,824, 26,329 et 24,138, leurs différences entre eux
s'élevant A peine &4 1,50 et a 0,685, non saisissables acoustiquement.

Il en résulte que la gamme (B,), salisfaisant a toutes les conditions de
possibilité de gamme diatonique & trois intervalles foniques distincts, possede
ses sons ainst que leurs intermédiatres, ayant des rapports simples avec le son
Jondamental et coincide acoustiquement d’une fagon complete avec la gamme
tempérée actuelle; par conséquent elle constitue la solution du probléme
traité dans la présente étude,

La gamme tempérée aristoxénigue. Dans ce qui préceéde j'ai considéré la
gamme tempérée que je nommerai actuelle, ayant pour hémiton intervalle

12
irrationnel |/ 2, et jai trouvé une gamme — la gamme (B,) — coincidant
acoustiquement avec la dite gamme tempérée et possédant des intervalles
exprimés par des fractions simples.

La gamme tempérée des anciens Harmoniques (aristoxéniques) est-elle,
au point de vue mathématique, la méme gamme tempérée actuelle?

Je pense que la réponse est donnée par le passage de Plutarque cité
auparavant. Dans ce passage on lit la phrase: «Cest pourquoi laccord con-
sonnant, la quarte, les uns—(les aristoxéniques)—1le composent de deux tons
et d'un hémiton, les autres—(les pythagoriciens)—de deux tons et du limmas.

Cela, d’ailleurs, est conforme a ce que nous savons de la Musique
Grecque, qui se basait sur le tétracorde, la gamme pythagoricienne se
composant de deux tetracordes disjointes par le ton 9/,

Je crois donc que la valeur arithmétique de I'hémiton tempéré ari-
5 = -
: o o W
stoxénique doit étre pris égale 2 \/ 5 ' I'intervalle de la quarte se partageant
en cinq parties égales. Par conséquent on aurait pour hémiton tempéré

aristoxénique 1, — \/«i— —1,05922 ou 24,988 savarts, moindre de '’hémiton

tempéré actuel prés de 0,1 de savart, ou, sous forme de fraction continue

SN
16+ 1
141

T+

,.=14
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dont les trois premiéres réduites sont les mémes de la fraction continue de
Phémiton tempérée actuel.

Quant 2 Pintervalle entre la quarte et la quinte, il doit étre partagé
en deux parties égales, chacune de \/ ;’ ou de 25,576 savarts, supérieure
a tq de 0,588, différence acoustiquement négligeable.

En pratiqgue donc les deux gammes tempérées sont identiques et la
gamme (B,) représente aussi la gamme tempérée aristoxénique, comme
d’ailleurs il apparait du tableau I1I, ott nous avons aussi inséré les inter-
valles de la gamme tempérée aristoxénique.

Recherches historiques des nowveaux intervalles toniques. J’ai recherché,
en dernier lieu, si les intervalles toniques des nouvelles gammes (A), (B) et
(B,) se rencontrent chez les anciens musicologues.

L’hémiton %/,y n'apparait que dans les modes (tedmor) d'Eratosthéne?
de la subdivision du tetracorde, dont I'une est constituée de la tierce mi-

neure et de deux hémitons ig et %g (voir p. 466); mais cela n’a aucun autre

rapport avec la gamme (A).

Clest tout au contraire pour I'hémiton -12, il se rencontre chez Aristide

le Quintilien!® (p. 114): <EBovMidnoav 8¢ xal tov 1dv furoviov xaravoijoat
Abyov. Mevakd 87 to¥ dxtd xal tol dvvéa undevos aoudpod dewpovpévov, tovg
mooneipévovs Goovg Suthacidoavieg dnomoav g Enxaldexa xai dxrwxaldexa perakl
8¢ tovrov edpov Eumecdvia tov Emvaraidexa. Tolrov 8¢ elprjxact pepileodar eig
tévov xal furévia. Edplonerar 88 vabra odx el Toa Siapovpeva, GAl’ eig e ueiCov
- \ 17 18
nal Elattov » —c. ad. 6 €t 1
yiverar t@v oroyelwv Exdeoicy.

— «AC @ xav 1f) xad’ fuirdviov dwaypagi) dumhi

De méme, on lit chez Plutarque, Iegi tijs & Tiuaicy Pvyoyovias, § XVIIL:
<...onondpev & diya téuvesdar mégure to néydoov . . *Enedn nodra tov Endydoov
Abyov 6 9’ xal 6 m’ mowdvreg, ovdiv Sudornua péoov Erovo, duthaciacdévrav
8 dugpotéowy, 6 mageunintov perafd dvo moiel draoriuara. . dégovrar & olrot
puetald ta 1L’ zal yiverar tdv draompudrov 1o pév peitov, 10 8 Ehattov Eott yae 10
utv modregov Epemranaidérarov, 10 8¢ devregov Epefnaidéxarov elg dvica toivuv
tépvetar 10 Endydoov: &l 8¢ tolro, xal 6 tévos.» On rencontre encore chez
Plutarque (Ieoi ”Iotdos »ai ’Ovigidos 2 42), la méme division du ton.

Enfin, dans I’ /ntroduction harmonigue (“Aopovun eloayoyi) de Gauden-
tius'?, § 14, nous lisons ce passage trés important pour notre question:

«Tovtov 8 Yewondévrog mdlv pnréov Gut 6 Adyog &hdrrwv fiuwwoviov. "Eott pév
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yap #hdirov i) pemranaidéxnatog 6 ove tol opy. Avo d¢ Epemtaxardéxarol o oup-
whnooticwy &ndydoov, dote 6 pév Epentaxadérarog AGyog Aelmer fjpovg elvar tod
gnoyd8ov 6 0¢ 1ol ovs mEos 10 oy Aectduevos xai tob dpemtaxacdéraros elvar, O
dv pdlkov Aelmoiro fjpiovg eivar ol &moyddovs.

Nous voyous donc que les théoriciens grecs connaissaient que le rap-

port le plus rapproché, coincidant acoustiquement a ’hémiton réel est =.

L
Mais, rien ne nous autorise a penser que quelqu’un de ces théoriciens aurait

proposé une gamme diatonique, a trois intervalles toniques, dont 'un le
rapport /5 et le plus petit (I'hémiton) le rapport '$/,;, c. &. d. une de nos
gammes (B) ou (B,).
NOTE
Nous croyons nécessaire de rappeler aux lecteurs, non versés dans 1'Algébre,
quelques notions de la théorie des nombres.

Soit la fraction continue illimitée T, sous la forme canonique

T=1+ 1 g "
ul+(17+ == i >
t 1
o e e
2 1 2n+
otl, sous forme abregée
(1,) T= [1» Oy Ogy -+ -+ O2n-1, O2n, -« » ’]1

oy, Oy, - O2n-1, Gzn, - étant des nombres entiers et positifs; ses reduites sont

Al_1 rAAZ~U’l+¥. - :Ale_Q2n-1A2|1-l+A2n—2
B " Tl w B

- Azny donAon4Azn-1
Y¥an+4g — === >

= )
¥ Ban+y 02nBan+4Ban-1

2n = ﬂzn-szn-l—{»Bzmz
Posons la fraction z/Zimitée sous la forme suivante
2) T=[1;a, 0y, -+, 0zn-1 T €2n-1], ou encore =[1; @, oy, -+, dzntean],

€2n-1, £2n 6tant les restes completant les termes ozn-r ou a2n dela fraction, et satisfai-
sant les inegalités

O< (Ezn-x, 8211) < 1;
puis substituons les ezn-1, €2n par le nombre positif entier A (=1,2,3, ..).

Nous obtenons ainsi les fractions continues Zmitees

[ @anyh = [1; 04,04, -+, Gzn-rtA]

3
( ) l Q2n+1, 7":[1: Ay, Oy, -+, O2n + )‘]

qui s’appelent réduites intercalées (’aprés Stern), ou réduites secondaires, ou encore fractions
intermddiaires (’aprés Lagrange)'s.
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On a les relations

A= (ﬂ-2n-:+}»)A2n-1+Azn-2 o Azn'i"}qun-l
e (azn-1+7t)an—1+B2n-2 BontABan-:
(02n + A)Azn + Aon-: - éjg—{—l"‘ AAzn.

A= =
Qe (uzn & /) an + an I B2n+I+AB2n,

@)

et dans le cas spécial o A=1,

oo, 1 = AzntAen

) “ BontBon-1
1— A2n+I+A2n

Bkt Bon+:11 Bzn

On en déduit aisément les inégalités

[ T2n > T> O2n, 1 > O2n, 2 « > T2n-1,
l r2n+x< i < an+l,x< O2n+-1,2- < I2n.

Appliquons a la fraction continue qui représente le ton tempéré actuel

(6)

6
T=) 2 =1,12246205=[1; 8, 6, 31, . .|
A, 9 A, 5B

One nTp ThATETE TR

et ses fractions intermédiaires entre r, et r,

_AkA 10 _m 12
Q?"_BI—FB,— 97 9?;2—10’ Q) 3 = Tl

et, d’aprés les premiéres des inégalités (6)
9 10 ! 12
IRt B L4 s
Les fractions intermédiaires entre la deuxiéme et la troisiéme réduite sont

_ AtA, 64 13
Q1= Bs+B9 - 57, Q3 2 — 65, L

)

et, d’aprés les deuxiémes des inégalités (6)
655 64 73 9
8 <T<Hg<g <P
6
dont la fractionintermédiaire la plus rapprochée au ton tempéré actuel est le rapport 57

HEPILAHYISE

‘O % Matélog ate wpddToy dvamTicoe: GuyTOpwe THY GYILUGLaY THE CUYXERPX-
pévne xMipaxog e Thy vewtépay Movowhy, xadhe xal T ioTopindy ¢ cloaywyic
adtie. ‘H ouyxexpapévn xNipak, 676 popply xxTd T1 Swkpopov Tiig anuepwiic, elodydn
ele Ty &pxaday ENAvixy Mououehy 76 Tob "Apiotofévon xal ¢ Zyohig Tou (Tav
‘Appovinéi), natemohephdn 3t omo g Hudayopnic Syohic.
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Zromog THe mapolong pehétng elvan N dvalhTnotg Swwtovirdic xApaxog &yodone
SuoThApata dddpeve Hmo pnTdy dptdudy, B¢ 0idvre ATAGY, drouGTIXRGE GUUTITTOVTY
METX TRV RVTIGTOLXWV THg cuyxexpopévne.

[1gog oUto 6 cuyypapeds yemoipomoel Tag d6TNTHG TGHY GUVELGY RAXGUETWY"

6

) / 3 \ A ~ 4 A k4 \ l/ o ’
AVATTTUGOEL RAT XPYAG TO TOVIXIOV GUYREXPALEVOY DLAGTNLX, HTOL THY 2, ol %oT6-
12

\ L4 ~ 3/ / = b ~ 0 A ’ A b A
Ty TO NULTOVIXTOY HTOL T');v]/ 2, el ouvey xhdopoata xol, dEetalwy T&g Srdoy e
vy péverg adT®Y, avevpioxer Bg Aaelg Tob Tedévrog wpoBApaTog Siapdpoue StaTovixdg
whiponag, € Gv 9 Toawtilopévn drovaTindde xAipal peTd THg ouyxexpapmévne xod obox

e

ouYYEdvWE TeaxTIA, Elva # Emopévn, THy Omolav waploTE ik Tob supPdlov (By):

ut uty re reg mi fa fa# sol sol# la la# sit Uit

= » e -
18 8 81 27 3 24 2 21 8 16 9

17 68 17 Bl 9

1 2,

/’ X e ’ \ 18
gy ouae TGVOUG TOUg ) %ol 243" %ol T LLTOVIOY TOV i

e

Meta tabta dEetalel dkv 7 onpepwh ouyxexpapévy xhipaf elvor f adth Tév
Gpyalov opovindy, T, %at& TOV GUYYPRPE, HTO Elg TPAXTIRNY ¥ PTG TodALyIGTOY
amd viig émoyic Tob [Moutdoyou: dveupionet 3¢ 671 T0 dproTobevindy RuLTdvioy wpémer
ve AapPavetar dewonTindic toov mds Ty mwépmTyy ptlov Tob 37 Tob B TECOHLPWY
drnsrhipatog ywplopévou elg wévte Apetivie. ANNk moaxTixds 0ddepln EmépyeTan
petafoly slg To dvw EEaydueve, SuéTr T SVo cuyrexpapbva Hurtdvi, fTor TO ved-
Tepov %ol TO &pLeTokevindy, drxpépouaty dAAAAwY pdhig xate & déxatov Tob caBaption,

; S = 2 ’ s 5o Y - , 18
gmopévg axouaTix®g cupmimToust wApwe. Téhog dvelpey 6T TO Huitévioy 17
dikoTNUa TANGLEGTATOV TpOE TO GUYXEXPXPEVOY fiTévioy, dvapépeTal HTT0 TwY TEHY
apyotoy EXAvay povowoddywy (Apioeidov Koivrihovob, Laudevrion d¢ xal 6o ol
IMoutdpyou), dAh& mpooéter 61 0038y pdg émiTpémer V& oxepddpev 6Tl Tig TdV
Dewpnriedy éxelvwy pousixdy elxe wpovelver dtatovindy xhiporo ToL@Y Stetovindy
SwaTnpdToy, ofa f xAipxf (By).
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