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RESUME

M. P. Montel a montré que tout polynome a+a x +.. + ApXP k& tapnt,
pour lequel les p+1 premiers coefficients sont fixes admet p zéros dont les
modules ne depassent pas un unombre, qui ne depend que des ccefficieuts fi-
xés, et du nombre des termes figurant effectivement dans le polynome.

Dans cet ordre d'idées nous considerons une suite infinie de nombres
BOSIETS! o5 (C 0., Cnyen, LS glle

a; '<Ci 1=],2
et nous cherchons les conditions pour lesquelles les zéros des polynomes
XUora xSl g,

aient leurs modules bornés.

E®OHPMOZMENH MHXANIKH- Le calcul des ponts suspendus a ta-
blier rigide par l’ellipse d’ élasticité*. Note de Athan.

Broikos. Présentée par (. Maltezos.

Un systeme constitué par un cable appuyé sur deux pylones A, et B,
amarré i ses deux extremités A, et B, et auquel est suspendu uue poutre
triangulée quelquonque a deux appuis simples, dénommée tablier rigide, est
ce quon appelle un pont suspendu a tablier rigide (fig. 1). Par la présente
note je ms propose de montrer comment on peut arriver au calenl complet
et rigoureux d’un pareil systéme au moyen de Pellipse d’élasticité dont nous
avons montré ailleurs ' les proprietés essentielles et la féconde utilité. Rap-
pellons tout d’abord brievement quelques notions préliminaires.

Le systeme c¢i-haut defiini est hyperstatique d’ordre k=b + 1 —2n, ot b
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U COf. «Le caleul des arcs continus sur appuis élastiques» [TPAKTIKA 1941.
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LE CALCUL DES PONTS SUSPENDUS A TABLIER RIGiDE
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désigne le nombre total des barres, 1 celui des liaisons et n eelui des neuds.
Side plus by est le nombre total des barres de la poutre et n, celui de ses
neuads, la poutre étant strictement indéformable on a: b, =2n, - 3. Soit n,
le nombre des sommets M,, M, ete. On a evidemment:

b=b, +n, +(n,+ 1) +2=b, +2n, +3

et n=1n, +n, +4

enfin : 1=3+2+4=9

On aura p. e: k=Db +2n, +3+9-2 (n, +n, +4)
¢ & . k-1

Le pont suspendo est done un systeéme hyperstatique don premier ordre ; il
devient statiquement déterminé par la suppression d’un seul élément.

Cable, réactions, poussée. - Lorsque des charges données agissent sur
la poutre, des tensions prennent naissance dans les brins du cable et les ti-
ges de suspension.Coupons, par la pensee, toutes les tiges reliant la poutre
et le cable au voisinage des sommets M,, M, ete. et supprimons toutes les
parties inféricures en remplecont leurs effets par des forces équivalentes.
Soieent Q,, Q,... Q, les tensions dans les tiges successives et admettons
quelles ont éte déterminées. Formons leur polygone des forces (fig. 2).

Coupons le 1° ¢oté du cable au voisinage de M, et supprimons la par-
tie gauche en la remplagant par la tension équivalente T, de méme sup-
primons de 2" brin & droite en introduisant T;,. Le neud M, étant libre
et sollicité par les forces Ty, T,, Q, et devant se trouver en equilibre le
triangle de ces 3 forces doit étre fermé. Coupons de la méme fagon le brin
M, M, en introduisant T, et T,;. Le neud M, est libre et doit étre en
équilibre sous Paction de Q,, T,;, T,;: il en résulte que le triangle de ces 3
forces doit étre fermé. En continuant ainsi de proche en proche on en con-
clut que “Le cable est un polygone funiculaire relatif aux forces Q qui
sont les tensions dans les tiges reliant le cable & la poutre.,.

Opérons ensuite une section du brin A M, dans le voisinage de A, en
introduisont la tension T,,. Introduisons de méme T, Le neud A, étant li-
bre et sollicité par les forces T,, T, R,, et devant se trouver en équilibre
ces 3 forces doivent former un triangle fermé. Méme vaisonnement pour B,
ce qui fournit Ry, et T,. Quant aux réactions R, et R, de la poutre elles
résultent immédiatement de la fig. 2. Il suffil de retrancher de chocune des
réactions R,, et R;, la demi-somme des Q.
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Considérons le brin M, M, dont la tension est T . Sa projection hori-
zontale est égale i la distance polaire H du polygone des forces. Ceci est
vrai pour tous les brins du cable méme pour les brins d’amarrage. Ainsi la
projection horzontale de la tension dun brin quelconque est constante el
et egale a la distance polaire H (fig. 2).

Supposons enfin que par un procédé guelconque on a pu déterminer H;
dans ce cas ii est possible de caleuler tout le systeme. Portons en effet la
quantité H sur une horvizontale, puis la verticale & son extremité gauche.
Par le pole 0 menons des paralleles & tous les brins du cable. La fig. 2
donne alors les tensions dans les brins du cable, les tensions Q, les tensions
dans les brins d’amarrage ainsi que les réactions des pylones et de la pou-
tre. Reste & trouver les tensions dans les barres de la poutre A cet efiét
coupons les tiges de suspension de la poutre, au voisinage de la poutre et
supprimons les parties supérieures en introduisant les tension déquivalentes
Q, Q.. Qv. La poutre AB est une poutre a deux appuis simples, isolee,
sollicitée par les charges P, P,... P, et les forces Q, Q,... O,, toutes
connues; une figure réciproque donnerait p. ex. les tensions dans toutes les
barres de la poutre. On wvoit ainsi que la détermination effective de H
permet en effel le calcul complet de pont suspendu.

Considerons Pamarrage B, et cherchons la réaction exercée par cet ou-
vrage dans le cable. Supprimons les deux liaisons que nous remplagons par
la réaction R, , inconnue. Coupons le ¢ible pres de B et supprimons la par-
tie de haut en introduisant la tension équivalente T,. Les deux forces T, et
R, doivent se faire équilibre done R, T,. Décomposons R, en deux com-
posantes. On voit que H est encore égole a la projection horizontale de la
réaction du neud de Pamarrage. Ce neud est un neuad fixe réalisé par
deux liaisons simples et la composante horizontrle de R, n’est autre que
la réaction de la liaison verticale. En effét supprimons les denx liaisons;
pour la liaison verticale on doit introduire une réaction perpendicalaire c. a.
d. horizoutale, tandisque pour la liaison horizontale on doil introduire une
réaction verticale. Ainsi la quantité H aw point de vue mécanique n'est
autre chose que la réaction de la liaison verticale du noewd de Uamar-

rage B ;. Méme raisonnement pour A; et méme resultat.

Détermination de H par ellipse d’élasticité. Commengons par

supprimer les appuis A et B de la poutre en les remplacant par leurs poids
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élastiques relatifs.! On sait (¢f. TEXNIKA XPONIKA 1941, p. 273) que le

poids élastique d’un appui simple A p. ex. de la poutre AB est:

8rs= 8

o J désigne le moment d’inertie du systeme des poids élastiques de toutes

les barres de la poutre p. 1. a la verticale de B et | la longueur de la pou-

tre. Il suffit de considerer les poids gi= k ,de toutes les barres appliquées
EJh;

A lewr neend opposés relatifs et de faire la somme des produits g x7, x;

étant la distance du nead a la verticale de B, soit par le caleul, soit a I’

aide d’un polygone funiculaire.

Supprimons de la méme fagon les appuis a rouleaux A, et B, du ci-
ble des pylones, en les remplagant par leurs poids dlastiques et leur ellipses
d’élasticité. Pour des raisons maintes fois répétées ailleurs (1) le poids éla-
stique de Pappui A, est infiniment petit et son ellipse d’élasticité dégenere
en une droite passant par A, et perpendiculaire au plan de roulem:nt de I’

appui, de grand axe

Ceci dit soit M un point quelconque auquel est appliquée la charge unité.
Les liaisons en A, B, A,, B, étant supprimées et remplacées par les éléments
Glastiques sus - dits, le systéme ne comporte que deux articulations en A et

. La force P =1 donne naissance aux deux réactions R, et R, . Soie
B, La f P =1 d 1 le wtions R, et R, . Soient
Vi, etV les composantes verti:ales de ces deux véactions et I la va-
leur commane de leur composante horizontale.

Supposons la seetion M parfaitement encastree et les seetions A et B,
abso'ument libres et sollicitées respectivement par les forees Voo oet V.
Le point A, subit un déplacement par rvapport a la section M dont la pro-
jection Au, sur la ligne A B, est dgale au produit de V  par le moment
centrifuge de tous les poids élastiques de la partie A A AM do systeéme (y
compris les poids élastiques dus aux linisons supprimées) par rapport aux
droites V,, et A B. Or ce moment centrifuge, d’aprés une proprieté con-
nue des polygones funiculaires, se calcule comme suit:

Prennons comme vecteurs les produits gy = w, des poids élastiques

elementaires g; par les distances y; des centres dlastiques correspondants &

PO “H e Bhastwérqros whr dri "Ad. Mrpéivon TEXN. XPONIKA, 1941,

I5
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la ligne des arficulations A B,. Sur ces vecteurs w; consideréds comme des
forces verticalss (fig. 3) appliquées aux antipoles de la droite A B, p. r.
anx ellipses élementaires en ce qui concerne les brins du cable et les tiges
de suspension et aux noeads opposées pour les barres de la poutre AB, nous
construisons un polygone funiculaire '), Le moment centrifuge cherché est
alors donné par le segment o2, (fig. 4) détaché sur la verticale de A entre
son intersection 2 avee le polygone = et le point o, ou elle coupe le ¢oté
extréme passant par le point M”; ce ¢6té est la tangente en M” si le po-

lygone devient une courbe. Ainsi nous avons pour A

An

i

L= V. o0,

de méme powr B :
Au - V. . B8
L\Il2 — wee BBy

en désignant par B3, le segment dicoupé sur la verticale du point B par e
polygone m et le ¢oté de ce polygone passant par M”.

Voici maintenant par quel raisonnement nous faisons introduire I
ellipse d’élasticité ¢l obtiendrons par elle uniquement la déternvination de
la poussée H.

Contruisons tout d’abord Pellipse d’élasticitée du systeme total. On sait
que cette ellipre n’est autre chose que Pellipse centrale d’inertie du systeme
de tous les poids élastiques des divers éléments ¢. a. d. des brins du cable
et tiges de suspension appliquées a leurs centre respeetifs, des barrves de la
poutre appliquées aux nwewds opposés et des liaisons supprimées appliquées
aux centres des ellipses y relatives. La construction graphique générale an
moyen de denx polygones funiculaires®) donne le centre, la position des
axes ainsi que les longuenrs de denx demi-axes prineipanx comme rayons de
givation du systeme des susdits poids élastiques par rapport aux axes ox et oy.

Soient: y la distance 2 la dyoite A B du centre (' de Vellipse et h

' Dans les dpures en pratique on considére les w'i =giyi ol gi=gigo -

li O
BiQih?;° 15

plus grande section des membrures, h, la plus grande de toutes les quantités hi, lo la

E, élant le plus grand de tous les modules d'élasticité, 2, Ia

plus petite longueur des membrures. Dans ces conditions on prend pour distance po-

- 1 1 § lo ¢
aire d, = - - , ol go = 2y M =ceel
. o= q k' M EB°= @ ook

=or

. de réduction du dessin et k = cef. d

agrandissement des deformations.
* Lia méthode est classique. Voir. “TEXN. XPON.,. Athénes 1941, p. 198. Cette

construction n'a pas été indiquée sur la figure.
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la distance a la méme droite A B, de son antipole K par rapport & Vellipse
e. La longueur A B, est par construction invariable p. c¢. la composante H
doit a elle seule pouvoir annuler la variation de la longueur A B, autre-
ment dit H doit produire un déplacement relatif du point B, p. r. au point
A, tel que la projection de ce déplacement relatif soit égal précisement
a la somme des projections sur A B, des déplacements des points A et B,
produits par les forces Vja, et Vp,. Designons par Ma;p;, Mayy, Mpiy les
moments d’inertie p..a la droite A B, de tous les poids élastiques élémen-
taires des parties A B, A M, et B M. La projectios suivant Paxe A B, du
deplacement imprimé au point A par la force H est évidemment = H.M gm.
D'une fagon analogue la force - H imprime au point B, un déplacement dont
la projection sur A B, a pour valeur - H.Mgy, de sorte que la projection
sur A, B, du déplacement rvelatit du point B p. r. an point A a pour ex-
pression :

(1) B T M~ M

Or le moment @inertie My, e tous les poids élastiques elémentaires du
systeme p. r. a la droite A B, se calcule an moyen de Pellipse d’etastieité
totale e et sa valeur est égale & ghy, on g =X des poids élastiques. La re-
lation (1) s’écrit done:

H.Ma;m + H. My = H.ghy
ou encore :

(2) ILhgy = Varo0,+ Vp.Bf,=MM”

car le deuxieme membre est en effet égal a Pordonnée comprise sur la ver-
ticale M’M”, entre le polygone = et la ligne 23. De (2) on tirve:

(3) H = “i Si

La quantité ghy fournie entierement par Pellipse Pélasticité e, est constante
indépendante des forces agissant par le pont suspendu. En designant MM
par & et en posant ghy =4, la formule (3) s'éerit, pour des raisons d’ho-

mogeneité

3

(4) - B

Ainsi nous pouvons énoncer le théoréme suivant:
“Le polygone m rapporté a la droite aff peut étre consideré, i un

facteur constant A prés, comme lighe d'influence de la pousséc H.,,.
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Il en résulte, en vertu du principe de la superposition des effets des
forces, que sous Paction d’un systéme quele. de charges verticales P, P,...
P,, la poussée totale est:

b

(5) =

L)

el

o &, &,....8, sont les ordonnées du polygon = au droit des charges.

CALCUL EFFEMIF DU PONT SUSPENDU

1. Cas des charges [ixes. Apres avoir construit une fois pour tou-
tes la lignes d’influence de la poussée I, si P, P,...Pn sont les charges
verticales fixes agissant en des points quelconques du tablier, la poussée I
est donnée par la formule (5). Connaissant H reconstruisons le polygone des
forces correspondant au cable comme polygone funiculaire, ce qui donne les
tensions dans les brins dn cable et les tiges de suspension ainsi que les
réactions Rpo et Rpo, aprés quoi venous a la poutre. Les tensions Q, Q ,...
Qy des tiges de suspension sont pour la poutre, de forces extérieures.
Nous sommes done en présence d’une poutre a deux appuis simples, solli-
citéa simultanement par les deux systemes de forces P et Q. Le calenl des
tensions dans les barres de la poutre soblient sans difficulté a Paide de
deux figures de Orémona relatives respectivement aux deux systemes de
charges et superposant les effets des forces.

En perticulier pour les membrures on sait que le cable est un poly-
gone funiculaire relatif aux forces ). On peut déterminer les moments fle-
chissants M a droit des nwuds opposés en menant la ligne H de fermeture.
Pour la barre CD p. ex., quelconque, on opeére la section S, on mesure 7
a droit du neeud opposé et Pon a:

Hox M
Sior oest la distance a la barre CD de son neud opposé on a: M =T.r, o
T désigne la tension dans ('D. Done:

~ Hug
=g

r P

Les forces Q sont ascendantes; il en vésulte que les membrures sape-

rieures sont tendues et les membrures inférienres comprimées,

IL. Cas des charges roulantes. Lignes d'injluence dans tous les

éléments du pont suspendu. Supposons qu'une force de 1% circule sur un
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tablier inférieur. D’apres ce qui a été dit, si T,, est la tension dans un brin
quelconque 1 — 2 du cable, on a:
— YOS
J H =T,,.cosa,,
d’on:
£

By = B A.cosa,,

Les ordonnées de la ligne d’influence des tensions dans les brins du
aable sont donc directement proportionnelles aux ordonnées ¢ de la ligne de
poussée p. ¢. la ligne @intluence de H se confond, & un facteur constant
pres, avec la ligne d’influence cherchée.

Considerons la tige reliant le neceud M, a la poutre. Coupons par la
pensée les brins M, A, et M M, ainsi que la tige M, dans le voisinoge im-
médiat du point M, en introduisant les tensions équivalentes T, . T, et Q,.
Le neud M, devant étre en équilibres nous devons avoir:

Q,+7T,,.sina,, — T ,.sina, = 0
c.d.d.
Q,=T,,sina — T ,.sine,,
et comme :

T, B - B ogmo1-l

10 ? 12
cosa,, cosa,, A

on aura:
£
Qiz 1L K (tgaio- tgmu)

Dans cette relation & seul varvie. Le facteur tge, — tga,, étant constant
on voit ici encore que le polygone tracé m peut étre consideré comme ligne
d’influence des tensions dans les brins du cable et des tiges de suspension,
a un facteur constant diftérent pres.

Soit maintenant (‘D une barre quele. de la poutre. Opérons la section
S ce qui détermine le nwud epposé N et les points E et Z. Tragons (fig. 5)
la ligne d’influence de H et soit P=1" une force circulant sur le tablier

Isolons la poutre du cable par des coupures des tiges de suspension,
au voisinage des neuds dattache, en supprimant la partie supérieure du
systeme. Nous obtenons ainsi une poutre A deux appuis simples sollicitée
par la force P 17" et Pensemble des forces Q. Soient T’ la tension due &
la foree de 17 agissant seule et T celle produite par les Q seules. Pour dé-
terminer T’ appliquons la méthode des moments. La section S operée, sup-
primons la partie de gauche en la remplagant par la réaction equivalente

Ra. On anra évidemment:
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T.r= RA .
d’otut :

, d .. 1l-x 4d
T'=Ry. _ =17. Tx'r

Iei T’> 0. Cherchons maintenant T’’. En appliquant la méme methode on
devra avoir:

T 1 =M"' fléchissant au droit du nend opposé Or, le cable étant un
polygone funiculaire relatif aux forees , le moment fléchissant en N est

égal évidemment a H.r, donc:

m’’ .
\ .r=Hua
d’ou :
4 n
= qr, =, 2
A" r

Les forces () étant ascendantes, T" correspond & une compression de la
barre CD. Ainsi:

Pt grays, =%, % _3r £ 0 _gs 3 <1‘1“. : A-s)

1 r A" r ‘Ar n
Posons Z=l——lx. a A, alors
M g Qi
(6) (ST

o f - ~
Le facteur 17. A!r est constant. Les ordonnées cherchées sont done pro-

partionnelles aux differences z - & Or les ordonnées & sont connues; reste a

trouver graphignement les z. (e sont celles d’une ligne droite. Pour x=1

d . . =
on a z=o0, et pour x=0 on a z= A, En considerant ensuite le cas ou
4l

la force de 1" agit a gauche on trouveroit une deuxieme droite rencontrant
la premiér et sur la verticale du nceud opposé. Iinfin on porte les ordonnées
hachurées de la fig. 5 a partir d’une horizontale apres les avoir mulliplié

n
Ar*

Pour une diagonale quele. ("D’ (fig. 6) la construction reste évidem-

par le facteur constant 17.

ment la méme. La quantité 7 sera mesurée sur la verticale de N; elle est

positive lorsque elle est au-dessous de la ligne de fermeture et comme d - o,
d : - .
on aura & -0, ¢’est pourquoi elle sera portée au-dessus de Phorizontale.

Considerons en finle cas particulier de la poutre a membrures paralle-

les. Les neuds opposés de toutes les diagonales, s'éloignent a P~, les quan-
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v . ; d .
tités d et 7 tendent vers >, mais le quotient @& une limite, que nous
N

cherchons. Pour la diagonale KL p. ex. on a:
d d-248 d-8 3 i )
= —= + = +
" 1 m o om tgk o om

Lorsque N -5~ on a:

On wa donc quwa porter (fig. 7)t .- Le facteur de proportionnalité

;]r devient aussi indéterminé. Cherchons sa vraie valeur, on a:

done :

: 2 . : | e
Lim 7 =Lim 7. Lim ' =tgB.Lim q
r d I r

Or le triangle NML donne :
d Ay ¥ _a+¥ ¥

r 5 4 2

>ar conséquent :

Lim e 1~ — Lim s .1
P sina B sina
d O P
one: =t -
n( Am- 2B T

Lrapplication de la formule (6) n’oftre alors ancune difficulté.

La tension T” produite par le cable seul sur la diagonale est: T"=1"7.

i
N :I et comme 1= xon a: T”=0. On voit ainsi que le cable Wa au-

cune influence sur les diagonales lorsque les membrures de la poutre sont

paralléles.

Influence de la température. Si la températuve dn systéme s’eleve
de t° tous ses elements tendent a se dilater, mais le pont suspendu lwi-
méme ne peut se ditater librement a canse de ses liaisons, alors des tensi-
ons prendront naissance que nous nous proposons de caleuler.

Supprimons les liaisons en A, B, A, B, en les remplacant pas leurs
éléments élastiques correspondants et supposons Pellipse d’élasticité totale e
dn systeme  déterminde. Admettons gue la liaison verticale de B, soit sap-

primée de facon que B puisse glisser horvizontrlement. Déterminons ce glis-
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sement. Si 1= A B, et a=coef. de dilatation linéaire de la maticre, la corde
A, B, devient A B, Il est évident que:

B B,=a.t°.1,

Or eu réalité ce déplacement ne peut avoir lien p. ¢. la liaison en B,
doit pouvoir exercer une réaction horizontale capable a elle seule d’anuuler
ce déplacement. Appellons H, cette réaction horizontale et tachons de la
:alculer.

Nous savons quwune force horizontale de 17 appliquée en B, déplace
ce point horizontalement d’une quantité A= ghy p. c¢. la forece H, provoque

un déplacement horizontal de B, égal a H,.A. Nous devous done avoir:

1

H A= 2.6,
don :
a.tl
A

H, =

I1 suffira d’appliquer cette formule pour avoir la poussée horizontale H,
agissant suivant la ligne A B. Si t - o, H, aura le sens vers Pintérieur du
pont. Connaissant . on acheve le ealenl des tensions dans tous les élé-
ments du pont suspendu par le proeédé exposé, la force Hr jouant ici le

role de H.

Remarque finale. Le probleme du caleul du pont suspendu a tablier
rigide a pu étre entierement résolu par utilisation de Pellipse d’élasticité
seule et cela dans toute sa généralité sans aucune supposition simplificatrice,
grace au dégagement convenable du systeme de ses liaisons surabondantes
et la combinaison appropride des éléments élastiques. I7application des prin-
cipes et proprietés de Pellipse a donné lieu & des constructions graphiques

d’une extréme simplicité et d’application facile pour la pratigue courante.



