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AIA®OPIKH TEQMETPIA.— Sur les surfaces harmoniques, par Othon
Pylarinos *.

RESUME

Dans cet article — consacré a 1’étude des surfaces réelles non planes de
I’espace euclidien habituel, E®, les points de chacune desquelles par rapport a un
systeme de coordonnées cartésiennes trirectangulaire admettent des coordonnées
dont 1'une est une fonction harmonique des deux autres et qui, pour abréger,
sont appelées «surfaces harmoniques», — aprés un exposé préliminaire, deux théo-
remes surtout sont établis. Il est démontré d’abord que 1’enveloppée moyenne
d’une congruence rectiligne a surface moyenne plane, qui peut &tre associée &
chaque surface harmonique (non plane), est en général une surface également
harmonique ; 1’enveloppée moyenne de cette congruence dégénére a un seul
point dans le cas seulement ol la surface harmonique, a laquelle la congruence
est associée, est une surface harmonique minima. Ensuite il est démontré que
les hélicoides minima reglés sont les seules surfaces non planes a courbure

moyenne constante, qui sont harmoniques.
1.— Soit :
?2iox(u;v)_]‘_‘_'OY(u;V)+ZOZ(U)V)E?(uvv) (11)

I’équation vectorielle de la surface réelle S de E? i laquelle se rappor-
tent les considérations suivantes, par rapport au systéme de coordonnées
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cartésiennes trirectangulaires Oxyz choisi comme systeme de référence
dans ’espace E2.

ILe second membre 7(u,v) de l’équation (l.1) est une fonction
vectorielle réelle des variables u, v, aux couples de valeurs réelles
desquelles dans deux intervalles déterminés les points de la surface S
correspondent, les vecteurs Xy, ¥y, Zg, qui y figurent, étant les vecteurs
unitaires qui déterminent les sens positifs sur les directions des axes
Ox, Oy, Oz du systéme de référence Oxyz respectivement et cette fonc-
tion ainsi que toute autre fonction vectorielle ou scalaire des u, v, qui
figure dans ce qui suit, sont, par hypothése, de classe Ck(k >>3) dans les
intervalles considérés.

Si ’on suppose de plus que les variables u, v aient été choisies de
maniére que les courbes v = Cte, u = Cte tracées sur la surface S soient
ses lignes de courbure et que 1’on désigne par E, F, G et I, M, N les
coefficients des deux formes quadratiques fondamentales de S, on aura
F=M=0, puisque le réseau formé par les courbes v = Cte, u = Cte
tracées sur S est 4 la fois orthogonal et conjugué.

D’apres la supposition faite concernant les courbes v = Cte, u = Cte
tracées sur S, en chaque point de S le systeme des vecteurs:

g = V% A 715 T h=&A&” (1. 2)
qui- étant respectivement paralléles aux tangentes aux courbes v = Cte,
u = Cte issues de ce point de S et 4 la normale 4 S en ce méme point -
sont des vecteurs unitaires, puisque

ot \* oF \? ~ 0
E=(&u>, Gz(bﬂv) et € Xeg=0,

est trirectangle et dans cet ordre direct. En outre les dérivées premiéres
par rapport a u et a v de ces vecteurs pour les valeurs des u, v, aux-
quelles le point courant P(u, v) de S correspond, d’aprés des formules
connues (1, p. 157), peuvent s’écrire sous la forme:

* Les notations ¢, /¢, et ¢, X &, désignent les produits vectoriel et scalaire
des vecteurs €, €, respectivement.

ITAA 1982
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ol,

o¢ . = widlE S A 2 VR
'5?‘11— = {kg1e2+k1 ZD}VE, azz = kg131VE, gy ~ki& VE
(1. 3)
¢ po e 9§ 5 = o s Ve
“é—‘_/L = kgzezvc;, *(a—vz“ == {—kgzel—l_kZZO}vG’ é_‘;L = ~k2€2 VG
: 1 4VE 1 VG
olt B, Fr VEG ov " VEG on (L. 4)

sont les courbures géodésiques au point P(u,v) des courbes v = Cte,

u = Cte issues de ce point et

& N
k=3, k= (1. 5)

sont les courbures principales de la surface en ce méme point.

Les courbures principales k;, ky; de S et les courbures géodésiques
kg , kg, de ses lignes de courbure v = Cte, u = Cte sont des fonctions des
u, v, qui avec E(u,v), G(u, v) doivent satisfaire aux équations :

%‘% = {k; —ks} ke VG, ,g% = {k;— ko) k¢, VE , (1. 6)
auxquelles, dans le cas envisagé, se reménent, 2 1’aide des (1.4) et (1. D),
les équations des Codazzi - Mainardi, qui sont nécessairement vérifiées
par les coefficients des deux formes quadratiques fondamentales de la
surface.

En outre, si la surface S est la «surface directrice» d’une congru-
ence rectiligne (8) et qu’il soit dy(u, v) le vecteur unitaire qui détermine
le sens positif sur la direction de la génératrice d(u, v) de la congru-
ence (d)issue du point courant P (u, v) de S, I’équation vectorielle de

cette congruence par rapport au systéme de référence Oxyz peut s’écrire:
R =t (u, v) +0d,(u, v) (1.7)

ou 7(u,v) est le second membre de 1’équation (1. 1) de la surface S et 0
est la variable, aux valeurs de laquelle les points de la génératrice cou-
rante d (u, v) de la congruence correspondent.
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Si de plus:
04, aa0)2_<aao>2(aao>2 <aao aa(,)2
(Fende)=(a) ()= (5 <5)*o ws

les valeurs 0,, 6, de la variable 0, auxquelles les points focaux de la

génératrice courante d(u, v) de la congruence (d) correspondent, sont-
comme on sait (1, p. 398) - les racines du polynéme en 0:

0%{eg—1f*} + 0{ag—(b + b’) f + ce} + ac—bb’ (1.9)

ol
oF _ 0d, ot _ 9d, oF _ 9d, oF _ 9,
=l g PO et g g Sy gl ;
T N ok
et
oY . .  ddy 8% _(aa,,>2
e_<6u)’ e~ BuX?;"g— ov o

pour les valeurs des u, v, auxquelles le point courant P(u,v) de la
surface S et la génératrice d (u, v) de la congruence () issue de ce point
correspondent.

Cela étant, pour que les points focaux de chaque génératrice de la
congruence (d) soient symétriques par rapport 4 son point situé sur la
surface S, sur laquelle on a 6 =0, et, par suite, pour que la surfase S
soit la surface moyenne de la congruence, il faut et il suffit que ’on ait :

ag —(b+b)f+ce =0 (1. 12)

pour tous les couples de valeurs des u, v, auxquels les points de la
de la surface S et les génératrices de la congruence (3) correspondent.

Mais 1’équation (1.12) qui, si I’on y porte les valeurs (1. 10) et (1. 11)
des a,b,b’,c et e, f, g, acquiert la forme:

or _ | od, (aao 0d, )} ot { 0d, (aa[, aa,,)}
—_— — e —_— — e X —_— _— =
ou Xl ov - du i~ ov ov ou » ou = ov -

compte tenu du fait que 1’on a

ad, 0d,
IX T o g B
ou dy av '
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puisque le vecteur d,(u, v) est unitaire et que, par conséquent,on a neces-
sairement :

88, o4,

s o8 = i .

ou A av "‘l(u) V) 0(“)")1

ol u(u,v) est une fonction scalaire des u, v, qui, d’aprés (1. 8), est =0,
se reméne a 1’équation équivalente :

ar _{od, . ) a% (aao ] )
— w2 e = ) B -
X( v N v g )T

Donc, afin que la surface S définie par I’équation (1.1) soit la surface
moyenne de la congruence rectiligne (d) définie par I’équation (1.7), le vecteur
do(u, v) —qui y figure — étant un vecteur unitaire, il faut et il suffit que le
second membre T (u,v) de [Uéquation (1.1) soit une fonction wvectorielle des
variables u, v satisfaisant avec le vecteur dy(u,v) @ léquation (1.14) pour
tous les couples de valeurs des u, v, auxquels les points de la surface S et

les génératrices de la congruence (d) correspondent.

Il est & noter que la condition (1. 14) est indépendante — comme on
le reconnait facilement —du choix des coordonnées curvilignes u, v sur
la surface S.

2.—Considérons maintenant sur le plan xOy du systéme de réfé-
rence Oxyz le domaine s dont les points sont les projections orthogonales
sur ce plan des points de la surface S, sur laquelle les courbes v = Cte,
u = Cte sont, par hypothése, ses lignes de courbure et désignons par
g, m, C les cosinus des angles que le vecteur unitaire 7,, paralléle a la
normale au plan xOy, fait au point courant P (u, v) de S avec les vecteurs
unitaires €;,€;,l, respectivement paralléles aux tangentes aux courbes
v = Cte, u = Cte issues de ce point et 4 la normale 2 S en ce méme point.

Les cosinus &, m, {, qui sont respectivement égaux aux produits
scalaires :

, N=17X &, [=17X]I, 2. 1)
sont liés par la relation :

B PO, (2. 2)
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puisque le systéme des vecteurs unitaires &, ,¢&,, l,, d’apres la supposition
faite concernant les courbes v =Cte, u = Cte tracées sur la surface S,
est en chaque point de S trirectangle, et, cela étant, on a :

Zp=¢&Et+&n+ LC. (2. 3)

En outre, en différentiant 1’équation (2. 3) par rapport 4 u et A v
on parvient a deux équations qui, si I’on y porte les valeurs (1.3) des
dérivées premiéres par rapport a u et a v des &;,¢,, [, et que I’on tienne
compte que le vecteur 7, est indépendant des u, v, acquiérent la forme :

S

e i e 6]
el[au—(kgln—}-kl?;)Vh]-i—ezLTE+kg1;VG}+ZO[ g

2 pEVE | =0

Gk - - | On — ot —
€1 [?ﬁ_~ ke, 11VG} + e [av—_(_ kg2E+kzZ)VG } +1, [—67 +kanVG | =0
et de ces équatiomns, eu égard au fait que en chaque point de S les
vecteurs ¢&;,¢&;, [y sont linéairement indépendants, on obtient pour les
dérivées premiéres par rapport A u et 4 v des E, m, C les formules :

8 . = o _ S —
o, =, THRnWE, S = SIERVES -~ = < Y l

= . a (2. 4)
oo =kgnVG, 20 = (—kgE+RDVG, > =—knVG

Par ailleurs de 1’équation vectorielle par rapport au systéme Oxyz
du domaine s du plan xOy de ce systéme, qui, d’aprés la définition de
ce domaine, peut s’écrire sous la forme:

Bo= T (u,v) — % {2X 7 (u,v)} = ¥ (,v), (2. 5)

ott T(u,v) est le premier membre de 1’équation (1. 1) de la surface S, on
parvient, a 1’aide des (1. 2) et (2. 1), aux equations:

(o
ou

=@ -nYVE, o =@E—7%n VG, (2.6)

v
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grice auxquelles on obtient, eu égard aux (2. 1), pour les coefficients
E’, F’, G’ de la premiére forme quadratique fondamentale du domaine s
(définie par I’équation (2. D)) les expressions:

E'=(1—8)E, F'=—EtnVEG, G'=(1—9)GC 2.7

et de 13, grace a (2. 2), on aura :
EG—F2=W"?=EGZ. (2. 8)

Cela étant, pour que la troisi¢me des coordonnées x, y,z des points
de la surface S par rapport au systéeme Oxyx soit une fonction harmo-
nique des deux premiéres dans le domaine s du plan xOy de ce systéeme
et, par suite, pour que la surface considérée S soit une surface harmo-
nique, le plan xOy du systéme de référence étant le plan appelé par
P. Vincensini (7, p. 60) plan de base de cette surface harmonique, il faut
et il suffit que pour tous les couples de valeurs des u, v, auxquels les
points de la surface S et du domaine s du plan xOy correspondent,
on ait :

Az (u, v) =0 (2. 9)

olt Ay'z(u,v) est le parametre différentiel du second ordre de BELTRAMI,
sur le domaine s, de la coordonnée z =7, X t(u,v), car le paramétre
différentiel A,’z (u, v) sur le domaine s, qui comme on le reconnait
aisément (D, p. 395), acquiert la forme :

L

C3 kl(l_]]2)+k2(1_22) ) (2 10)

Ag'z (u, v) =
étant indépendant du choix des variables u, v, aux couples de valeurs
desquelles correspondent les points de ce domaine, dans le cas ot ces
variables sont les coordonnées x,y par rapport au systeme Oxyz des
points de s et de la surface S, dévient:

0%z 0%z

£ TR

Az (x,y) = e

Les considérations précédentes conduisent a une condition géomé-
trique nécessaire et suffisante, afin qu’une surface réelle de E? soit
harmonique ayant pour plan de base un plan déterminé (n) (5, p. 396).
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En effet, d’aprés (2. 9) et (2. 10), afin qu’une surface réelle S de E3
soit harmonique ayant pour plan de base un plan déterminé (n), il faut
et il suffit que en chaque point de S ses courbures principales ky, ko
soient liées aux cosinus €, n des angles, que la normale au plan (n) fait
avec les tangentes aux lignes de courbure de S issues de ce point, par la

relation :

ki(l=1%)~+k(1—E) =0, (2.11)

D’autre part, d’aprés un théoréme établi par P. Vincensini, (7, p. 65),
afin qu'une surface S de E? soit harmonique ayant pour plan de base
un plan déterminé (), if faut et il suffit que le domaine s du plan (x),
les points duquel sont les projections orthogonales sur ce plan des points
de S, soit la surface moyenne de la congruence rectiligne (3), que I’on
obtient en menant par la projection orthogonale sur le plan (x) de chaque
point de S la paralléle 4 la normale 2 S en ce point.

La congruence rectiligne (), engendrée par les paralléles aux
normales a la surface considérée S en ses points, menées par les proje-
ctions orthogonales des points de S sur le plan xOy du systéme Oxyz,
peut étre définie par rapport au systéme Oxyz, siI’on choisit le domaine
s du plan xOy comme surface directrice de cette congruence, par 1’equa-

tion vectorielle :

R = #(u, v) +0 Iy (u, v), (2.12)

ot ¥'(u, v) est le second membre de 1’équation (2.5) du domaine s,
lo(u, v) est le vecteur unitaire paralléle & la normale 3 S en son point
courant P (u, v) et 0 est la variable, aux valeurs de laquelle correspon-
dent les points de la génératrice de la congruence (3) issue de la proje-
ction orthogonale P’ (u, v) du point P (u, v) de S sur le plan xOy.

Cela étant, pour que le domaine s du plan xOy soit la surface
moyenne de la congruence (3), définie par 1’équation (2. 12), il faut et il
suffit, d’aprés le résultat final du paragraphe 1, que 1’on ait :

o7’ al, > A’ (al., )
_—X —_— ——-—-—X i =
au <6v i l", av ™ L 0
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pour tous les couples de valeurs des u, v, auxquels les points de la
surface S et du domaine s correspondent et cette condition, si l’on y
substitue les dérivées

aly - dly taf’ aF’
3u’ av o ou’' ov

par leurs valeurs (1. 4) et (2. 6) et que I’on tienne compte que le systéme
des vecteurs €, ¢, l, est en chaque point de S trirectangle et dans cet
ordre direct, se raméne — comme on le constate facilement — a la condi-
tion (2. 11).

La congruence rectiligne (0) qui correspond de la maniére qui vient
d’étre indiquée a un plan joint 4 une surface, dans le cas ol la surface
est harmonique, le plan, que 1’on joint a elle, étant son plan de base,
est celle qui, dans ce qui suit, est considérée comme [la congruence recti-

\

ligne (8) & surface moyenne plane associée a cette surface harmonique.

3.—Si la surface considérée S, sur laquelle les courbes v = Cte,
u = Cte sont ses lignes de courbure, est une surface harmonique, le plan
xOy du systéme de référence étant son plan de base, I’équation différen-
tielle du réseau des lignes asymptotiques de S, griace aux (l.5H) et A
I’équation (2. 11) qui, dans ce cas, est nécessairement vérifiée en chaque
point de S, acquiert la forme :

E(1—8)du®*—G (1 —1*)dv?2=0. (3. 1)

L’équation (3.1) est a la fois 1’équatione différentielle sur le
domaine s du plan xOy (définie par 1’équation (2. 5) ) du réseau des pro-
jections orthogonales sur ce plan des lignes asymptotiques de S, réseau
qui —comme on sait (3, p. 101) — est orthogonal.

Cela étant, si P’(u, v) est la projection orthogonale sur le plan xOy
du point courant P(u, v) de S, les tangentes en ce point aux projections
orthogonales sur ce plan des lignes asymptotiques de S issues de son
point P (u, v), d’apres (2. 6) et (3. 1), sont respectivement paralléles aux
vecteurs :

o B vl R, \/1_—3}
E_i v G(l___nz) S VE‘ (el ZOE)i(ez Z(ln) l____T]2
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et, par conséquent, aux vecteurs:

€ — Zo§ & €— ZoM (3. 2)

pour les valeurs des u, v, auxquelles les points P (u, v) de la surface S
et P’(u,v) du domaine s du plan xOy correspondent; ce qui montre, eu
égard au fait que, griace aux (2. 1), on a (E—7E)>=1—E2 et (€;—zgn)*=1-—1%
que ces deux tangentes sont les bissectrices des angles faits par les tan-
gentes en ce points P° du domaine s aux projections orthogonales sur le
plan xOy des lignes de courbure v = Cte, u= Cte, de S issues de son
point P(u,v), car ces deux tangentes, d’aprés les formules (2. 6), sont
respectivement paralléles aux vecteurs & —7 &, €— Zgn.

Il en résulte, compte tenu du fait que la surface S est une surface
harmonique (non plane) choisie au hasard, que les projections orthogonales
des lignes asymptotiques et des lignes de courbure d’une surface harmonique
sur son plan de base forment deux réseaux tels que les tangentes aux courbes
du premier réseau issues de la projection orthogonale de chaque point de la
surface sur son plan de base, soient les bissectrices des angles faits par les tan-
gentes en ce méme point du plan de base aux courbes du second réseau issues
de ce point.

Par ailleurs, si la surface considérée S, sur laquelle les courbes
v = Cte, u = Cte sont ses lignes de courbure, est une surface harmo-
nique, le plan xOy du systéme de référence Oxyz étant son plan de base,
le domaine s du plan xOy défini par 1’équation (2.5H) est, d’apres le
théoréme cité dans le paragraphe 2, la surface moyenne de la congruence
rectiligne (3) associée a la surface harmonique S.

Cela étant, enveloppée moyenne de la congruence (9), d’aprés sa
définition, est l’enveloppe des plans normaux aux génératrices de la
congruence en leurs points moyens et, par suite, I’enveloppe de la
famille des plans dépendant des deux parameétres u, v définie par rap-

port systéeme Oxyz par 1’équation :
{?1* '(u, V)}X lo(u,v) =0, (3. 8)
ol P':()P’, P’ étant la projection orthogonale sur le plan xOy du

point courant P(u, v) de S, Iy(u, v) est le vecteur unitaire (1. 2) qui est
paralléle a la normale & S en son point P (u, v) et a la génératrice de la
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congruenice (3) issue du point P’(u, v) du plan xOy et 7; = OP,, P, étant
le point courant du plan de la famille définie par 1’équation (3. 3), qui
correspond aux valeurs des u, v, auxqueles le point P(u, v) de S cor-
respond.

Or, si P;(u, v) est le point de I’enveloppée moyenne S; de la con-
gruence (d), qui appartient au plan de la famille definie par I’équation
(3. 3) correspondant au point courant P (u,v) de S, le vecteur ;= OP,
doit satisfaire a la fois a4 1’¢quation (3. 3) et aux équations :

a a ’
"a"u‘{(Fl‘_?')Xlo}=0, ’(T\;‘"{(‘—'l—?)Xlu}:O;

qui, grice aux (1. 3) et (2. 6), acquicrent la forme :

-

e I W (3. 4)

F],—F) X €
( 1 ) 1§ kl "
pour les valeurs des u, v, auxquelles le point P (u,v) de S correspond.

Il en résulte que l’enveloppée moyenne S; de la congruence (§)
associée a la surface harmonique S sur laquelle les courbes v = Cte,
u = Cte sont ses lignes de courbure, peut étre définie par rapport au

systéme Oxyz par 1’équation vectorielle :

. = N -
f = F(u, v) + L (éel + ie)
qui, si I'on y remplace #'(u, v) par le second membre de I’équation (2. 5)

du domaine s du plan xOy, devient :

= T, v)——io{ Zy X F(U,v)}-l- g (151 51‘{‘-1?2“&2) =t(u,v), (3.9

tandis que le domaine s; du plan xOy, les points duquel sont les proje-

ctions orthogonales sur ce plan des points de S;, compte tenu que, en
vertu des (2. 1), (2.5) et (2. 11), on a:

1
ZgX Ty (u, v) = C(*k—l‘l" é);
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est defini par rapport au systétme Oxyz par [’équation vectorielle :

' = ¥(u, V)“io{ion(U, V)}+C<1§151+22 62) =

1 !
o c( L ?) = #'(, v). (3. 6)

Lés équations (3. D) et (3. 6) montrent que, dans le cas ott S est une
surface harmonique minina (non plane), I’enveloppée moyenne S; de la

congruence (8) associée a S coincide avec le domaine s; du plan de base
xOy de S, puisque, dans ce cas, les courbures principales k;, k, de S sont

liées par la relation :
ky 3 = (3.7)

et en outre que s; dégénere a un seul point du plan de base xOy de S.
En effet, dans ce cas, de 1’équation (2. 11)— qui est nécessairement
vérifiée en chaque point de S et, griace a (3. 7) dévient :

le—Ez = 0)
si 1’on pose :
1N = EE) (3 8)

olt ¢ =+ 1lou—1, on parvient en différentiant la relation (3.8) par
rapport au et a v, a ["aide des (2.4), (3.7) et (3.8), aux équations

2nkg1 = =i, QEkgz = —Igl (3. 9)
et de 1a, grice a (3. 8), a la relation :
ke, = ekg, . (3. 10)
En outre, en différentiant par rapport a u et a v I’équation :
G = f(“yV)_Zo{zoxT’(U,V)}“[—%(él—ﬁéz), (3. 11)
1

a laquelle se rameéne, en vertu des (3.7) et (3. 8), I’équation (3. 5), on
obtient, a 1’aide des (1. 3) et (2. 4), les équations:

3-31 = (él—io E) VE"‘_ (él—Séz) aa—u (%) + %(kgl éz+k] Zo+€kgzél) VE
P i R _ -
g; = (&2—72m) VG + (€, —¢&y) = (E) + E—E (kg o+ kg &1 +eky lo) VG
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dont les seconds membres, en vertu des (1. 6), (2. 4), (3. 7), (3. 8), (3. 9)
et (3. 10), sont = 0.

On aura donc :
gty 0%y
ou av

eb;grace 4 (3.8) :

7o X F1(u,v) =0,

ce qui montre que, dans le cas ot S est une surface harmonique minima
(non plane), le plan xOy du systéme Oxyz étant son plan de base, 'enve-
loppée moyenne S; de la congruence (8) associée a S dégénére & un seul
point de son plan de base.

Si la surface harmonique S, sur laquelle les courbes v = Cte
u = Cte sont ses lignes de courbure, le plan xOy du systéme de référence
étant son plan de base, n’est pas une surface minima, 1’enveloppée
moyenne de la congruence (8) associée a S est une surface S;. Cette
surface, d’aprés sa définition, est représentée sur la surface S de maniére
que en chaque couple de points homologues, dans cette représentation,
des deux surfaces — correspondant au méme couple des valeurs des u, v—
leurs plans tangents sont paralléles.

I en résulte que la normale a la surface S, en son point Py (u, v)
homologue, dans cette représentation, du point courant P(u,v) de la sur-
face S, est paralléle au vecteur unitaire I,(u, v), paralléle & la normale 2
S en son point P (u, v) et que, cela étant, 1’équation vectorielle par rap-
port au systeme Oxyz de la congruence (§;), qui correspond de la manicre
indiquée dans le paragraphe 2, au plan xOy du systéme Oxyz joint a la
surface S;, peut s’écrire sous la forme:

R = 71 (1, v) + 0 Iy (u, v), (3. 12)

ol 7y'(u, v) est le second membe de I’équation (3. 6) du domaine s; du
plan xOy.
Or, si 1’on tient compte que, grice aux (1. 3), on a :
ol, ol,

—aE/\Zo-—-klézVE, Fv——»—kzélVG, (3. 13)
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puisque le systéme des vecteurs €, €, [, est en chaque point de S trire-
ctangle et dans cet ordre direct, tandis que de 1’équation (3. 6) en vertu
des (2. 4) et (2. 6), on a:

B il 0 (), 5 9 (M€
o = (&; — Zf) VE‘I‘el <k1>+e20u (k2>+
V\

EC N, -y= _ O 1 1
( Ekglelvf’:_loa [C(kl 4 kg)]’

g ke, &+ k; o) VE —
oty _ - _ . , @ (8 ) nE)
e = (&, ZOTI)VG+C1 o (k1>+ zav (kz =

_|_

£,

= il 1
1 kq gz zVG—l— nc kg2e1+k210)VG—ZOEV’[C(“—{—A)]’

on obtient pour les produits scalaires

ot al, ) 07, (az0 )
Jn x(a Y 4 x Al

les valeurs :

al’l alo )__ w2 __
aux(a Al)=—k(1—)VEG

( >V6+

_a_
2 9u

4 @
T 1—) VG + ke InVEG ,

+iat 2

ot al,
arv] X < = zo) =k (1—m?) VEG +L1<*}%) VE+

em 2 (5 o+ S )YEak, ttVEG
+Lm~57(k1+k2>VE+kg2CEVEG-

On aura donc, grice aux (1.6) et (2.4), pour tous les couples de
valeurs des u, v, auxquels les points des surfaces S;, S correspondent :

oF,’ al, 9%’ <al0 )
du X( ) av = Al

=—2{k (1 =) + ke (1=} VEG = 0,
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puisque S est, par hypothése, une surface harmonique, le plan xOy du
systéme de référence étant son plan de base.

Il en résulte, d’aprés le réssitat final du paragraphe 1, que le
domaine s; du plan xOy est la surface moyenne de le congruence (§;)
qui correspond de la maniére exposée dans le paragraphe 2 au plan xOy
joint & la surface S;, et que, par conséquent, la surface S;, d’apres le
théoréme cité dans le paragraphe 2, est une surface harmonique, le plan
xOy étant son plan de base.

On peut domc, gridce aux constatations précédentes, énoncer le

Théoréeme I. L enveloppée moyenne de la congruence rectiligne
que I’ on obtient en menant par la projection orthogonale de chaque point d’une
surface harmonique (non plane) S sur son plan de base la paralléle a la nor-
male & la surface en ce point, est en général une surface qui est également
harmonique ayant le méme avec la surface S plan de base. L’enveloppée moy-
enne de cette congruenee dégénére a un seul point du plan de base de la sur-
face S seulement dans le cas ot S est une surface harmonique minima (non

plane).

Il est & noter que I’hélicoide minima reglé —qui est une surface
harmonique ayant son plan directeur pour plan de base (6, p. 605) —est
la seule surface minima réelle non plane, qui est harmonique.

Cette propriété caractéristique des hélicoides minima reglés, qui
peut étre démontrée 2 1’aide de 1’équation (3. 8), 4 laquelle se raméne,
dans le cas ot la surface harmonique est une surface mlnima, 1’équation
(2. 11), est une conséquence —comme on le voit aisément (5, p. 399)—
du fait, d’aprés un théoréme établi par G. Hamel (4, p. 15) et démontré
en outre par W. G. Graustein (2, p. 181), que les helicoides minima
reglés sont les seules surfaces minima réelles non planes qui par rapport
A un systéme de coordonnées cartésiennes trirectangulaire Oxyz sont
définies par des équations de la forme f(x,y, z) =0, f(x,y, z) étant
une fonction harmonique des variables x, y, z.

Si la surface harmonique S est un hélicoide minima reglé, les pro-
jections orthogonales des génératrices rectilignes de S sur son plan
directeur qui, dans ce cas, est le plan de base de cette surface harmo-
nique, sont les droites de ce plan respectivement paralléles aux géné-
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ratrices, issues du point de rencontre de 1’axe de I’hélicoide avec son
plan directeur. Ce méme point du plan directeur de 1’hélicoide est
—comme on le reconnait facilement — le point commun aux plans per-
pendiculaires aux génératrices de la congruence (8) associée a 1’hélicoide
en leurs points moyens; par conséquent, le point de I’axe de 1’hélicoide
situé sur son plan directeur est, dans ce cas, le point, auquel dégénere
I’enveloppée moyenne de la congruence (8) associée A I’hélicoide.

4.—Supposons enfin que la surface considérée S soit une surface
harmonique (non plane) 4 courbure moyenne constante, le plan xOy du
systéeme de référence Oxyz étant son plan de base.

La surface S dont les courbures principales k,, ky, d’aprés la sup-

position faite, sont liées par une relation de la forme :
k]+k2=2c, (4 1)

est —comme 1’on sait (1, p. 297) — isothermique.

Cela étant, on peut admettre que, par le choix convenable des coor-
données curvilignes u, v sur la surface S, les courbes v = Cte, u = Cte
tracées sur S sont ses lignes de courbure, tandis que si E, F, G sont les
coefficients de la premiére forme quadratique fondamentale de S, on a:

E=G=)(u,v), F=0 4. 2)

et on peut distinguer deux cas suivant que la courbure moyenne con-
stante ¢ de S est = ou £ 0.

Si ¢ =0, la surface S —qui, dans ce cas, est une surface harmoni-
que minima non plane — est nécessairement, d’aprés ce qui est exposé
dans le paragraphe 3, un hélicoide minima reglé.

Si au contraire :

cs#0, (4. 3)

1’équation (2. 11), qui est nécessairement vérifiée en chaque point de S

et, grice 4 la relation (4. 1), dévient :
ky (P —E%) = 2c(1—8), (4. 4)

montre que, sur la surface S, n2—£2 est =£ 0.
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En outre de [’équation (4. 4) jointe a [’équation (4. 1) on obtient
pour les courbures principales k;, ko, de S les expressions:

o 1—E n2—1
kl = e 77]?:“ kg =de n‘z‘_ﬁgz .

Par ailleurs la différentiation de 1’équation (4. 4) par rapport a u
et 3 v conduit 2 deux équations qui, a ’aide des (1. 6), (2. 4) et (4. D),

(4. D)

aquiérent la forme :

kike
kl ("

’ _ kike
B8, (=T kg, — 2y, — = 3 —

2Enke, + (* —E) ke, = tn.

De ces équations, si I’on y porte les valeurs (4.5) des ky, ko, on
obtient pour les courbures géodésiques k, , ke, des lignes de courbure
v = Cte, u=Cte de S les expressions :

ke, = 4en(n®—38%) @, kg, = 4ct(E—3nY) o, (4. 6)

N S— (.7

(m*—ey)(1—1cy)’

qui montrent, eu égard au fait que les cosinus £, 1m,C sont liés par la
relation (2. 2), que sur la surface S aucune de différences n?— 382, £2— 3n?
ne peut pas étre = 0.
Les formules (4. 6), compte tenu du fait que, en vertu des (4. 2),
on a:
1 0k 1 oA )
. 4.8
1 A2 gv ke, A% Ou ’ i 8)
montrent en outre que, dans le cas envisagé, £ 1, T sont des fonctions
des u, v, qui doivent satisfaire 4 [’équation :
D fn (=38 o} + o {E(2—3n7) g} = O (4. 9)
au ] n (p av Ti q) ) 2 &
Cette équation, si 1’on y porte les valeurs (2. 4) des dérivées pre-
miéres par rapport A u et a v des §m,C et que ’on substitue k;, ks
et kg , kg, par leurs valeurs (4. 5) et (4. 6), acquiert la forme :

,I,{L(E—J,HL C) = o
< Ro(E,m, §) cAF () =0, (4. 10)
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ot Ry(E, m,C) est un polyndéme en & n,C de la forme (n*—E4* (1 —C4)"
u et v étant des entiers naturels, polynéme qui sur la surface S, d’aprés
(4.1) et (4.4), est =0 et R, (g, m, () est également un polynéme en E,n,C
a coefficients numériques qui—comme on le constate en effectuant les
opérations exigées—ne sont pas tous = 0.*

Or, dans le cas envisagé, £, n,C sont liés, d’aprés (4. 10), par la

relation :
I{l (E) n, C) = 01 (4- 11)

ot R; est le polynéme en & m,( a coefficients numériques (qui ne sont
par tous = 0), que I’équation (4. 10) renferme.

Il en résulte, eu égard au fait que E,n,C sont en outre liés par la
relation (2. 2), que, dans ce cas, quelle que soit la valeur s~ 0 de la cour-
bure moyenne constante ¢ de la surface S, £ et 1 sont des fonctions
seulement de C:

E=¢8@), n=n( (4.12)

et que, par conséquent, d’aprés (4.5), les courbures principales k;, ks
de S auront la forme :

ky = cfi(f), ke = cfz(0) (4. 13)

ou f;, f5 sont des fonctions de la seule variable C.
En outre, de deux équations (1. 6) qui, a 1’aide des (4. 1), (4. 2) et
(4. 8), prennent la forme :

* J1 est a noter que, pour la constatation du fait que les coefficients
numériques du polynéme R, (§, n, ) ne sont pas tous =0, il suffit de constater
que, pour un seul systeme de valeurs des & n, ¢ la valeur de la fonction F (E, n, §),
que 1'équation (4, 10) renferme, est =£0. En effet, on constate facilement que

Odes & n, C, on a F(é, 2, 0)=— “
V5

pour les valeurs VB 5 T

T
Vo' Vs’

ITAA 1982
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ce qui montre que le coefficient A (u, v) est une fonction de k; seulement
et, par suite, d’aprés (4. 13), que pour la valeur considérée de la con-
stante c, A est une fonction seulement de C:

A= 21(0), (4. 14)
Cela étant, les formules (4. 8) pour les courbures géodésiques kg , kg,

des lignes de courbure v =Cte, u=Cte de S, acquiérent, a 1’aide des
(2. 4) et (4. 14), la forme:

kg1=l}\~g—2k2n, kgzz—%%%—k{g. (4. 15)
On aura donc, griace aux (4.15) et (4.5) pour le rapport 1:2
la valeur : F
~—TE =4 e

tandis que, en vertu des (4. 6), on a :
O (4. 17)

kg1 - 712_322 Tl_‘
il en résulte que, quelle que soit la valeur 5= 0 de la courbure moyenne
constante ¢ de la surface S, les cosinus &, w, { doivent satisfaire a
1’équation :

(m*—&% (1+ 389 = 0.

Mais, d’aprés 1’équation (4 4) qui est nécessairement vérifiée en
chaque point de la surface réelle non plane S, dans le cas ol la constante
¢, qui y figure, est =~ 0, 1> — &2 ne peut pas étre 5~ 0. Donc, si la surface
réelle S & courbure moyenne constante ¢ est harmonique, la constante c
ne peut pas étre 5= 0 et cette constatation jointe 4 celle concernant les
surfaces harmoniques minima non planes citée dans le paragraphe 3,
permet d’énoncer le

Théoreme II. Les hélicoides minima reglés sont les seules surfa-

ces réelles non planes & courbure moyenne constante, qui sont harmoniques.
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IERLIARWIS

‘H éoyacia aiitn dvagégetar €ig tag moaynatinag wi dmmédovs dmgaveiag
tob ovviidovg tedlactdrov ydeov, Exdotng T@v dmoiwv Ta onueia Fxovv g modg
GUOTNUA XAQTEGLAVDY ouVTETAYUEVOY TOL600T0ydViov ouvietayuévag, tov 6moimv
1) wia eivar douovixy) ovvdotnols t@v Aowdv dYo, tdg, (g &% tovtov, xahovué-
vag, ydow ovvroptag, «dguovixdg &mpavelag», tob Emmédov tod cveriuatog cuv-
tetaypévov tod avriotorgoivios elg tag o tavrag cuvietayuévag TV onueiwy
widg totavtng Empaveiag xahovuévou «tmumédov Bdoewe» adrilc. Amodeixviovral
0t eic aduiy dvo xvolwg Jeworinata dgoodvra TO &v Elg Tdc domovirdg Emiga-
velag &v yéver T0 O¢ GAko eig tag douovinag dmgavelag uéong xaumvlérnrog ota-
deods. Svyxerowmévog drodenvietal Gt 1) «uéon meolBdAhovoa» tod evdeioyevoic
ounvovg, tob 6motov yevérepal eival al magdAnhol meoc tag xadérove Goupovi-
%l Empavelag elg Ta onuela adtiig ai dyduevar Gmo tdv dpddV mpoBokdv T@dV
onuelwv tovtev &ri tob dmmédov Pdocwg Tiig Emipavelag, eivar v yévelr Bmupd-
vewo xal On &xtong dowovixt) Eyovca TO avTd WETd TG domovixiic Emigpavelag, eic
v omolav O opijvog Gvriotolyel, éninedov Pdosws, éxpulilouévn eic &v povadi-
#0v onueilov tod émnédov Pdoewg Tiig douovixiis tavtng Bmpaveiag udvov eig
v megintwoty xkad)’ v alty eivar dopovixy émigdveio Ehayiotng Extdoswg xol
ovvendg Emipavela otadeQds uéong xaumvddtnrog xai O undeviriis. "Ev cvveysic
8¢ amodexvietar Gtu 1) ®owr) EAlroedig Empdvela, 1) 6mota, Og yvworov, Eivol
gmupdvela aouovixl] GAAG xol Emipdvela ghayiotng Extdoswg, eivar 1) uovy
moayuativl) wi) éminedog Empdveio oradepds wéong xaumvAdrnrog, 1) Omolw

glvaL GOUOVLXY).
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