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ANAKOINQZEIZ MH MEAQN

ANALYSE MATHEMATIQUE.—Sur les fonctions algébroides quo-
tients de deux algébroides bornées®. No/e de M. Théodore
Varopoulos. Présentée par M. C. Maltézos.

1. Ce travail, entrepris sur les conseils de M* PAUL MONTEL, expose

quelques théorémes concernant les fonction algebroides de la variables x

% 9EOA. BAPONIOYAOY.— Mepi Tov &AyeBposidov aitiveg, Evrdg ToD ndnAov &utiveg Ev, eivar mniine
TEPIOPICMENLV (bornées) &AYERPOEISHV.
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definies bornées ou non, dans le cercle |x|<1, mais égales au quotient de
deux fonctions algébroides bornées.

Soit une fonction f(x) uniforme et non bornées dans le cercle unité;
elle peut étre alors le quotient de deux fonctions bornées dans ce cercle.
Par exemple, la fonction ﬁ non bornée dans le cercle unité est le quo-

tient de deux fonctions 1, 1-x bornées dans ce cercle.

Posons f(x):—ﬁ(%

on peut toujours supposer que
|g()[<1, [h(x)[<1

en divisant au besoin les deux térmes de la fraction par un nombre supé-
rieur au module maximum des deux fonctions g(x), h(x);

. 1 .« . .
par exemple la fonction —; ic1 on a justement

lg@I=1 [hEx)|<T;

aussi 'étude de la fonction »:+“ se raméne A celle de la fonction ;*—; on a

—
g()l=lx|<1, [hE)l=]1-x|<1.
On doit & M. M. F.et R. NEVANLINNA! la condition nécessaire et suffisante
pour quune fonction uniforme, définie, pour |x|<1 soit le quotient de
deux fonction bornées; il faut et il suffit que l'intégrale

2m

[ 0
Jroglitre )] a0

ne dépasse pas un nombre M fixe, quel que soit 0<r<1. On sait que
+ +
loga=loga si a>1 et loga=0 si a<l.

2. Dans se qu'il suit, nous allons exposer quelques théorémes concer-
nant les fonctions algébroides en rapport avec le théoréme fondamental de
M. M. F. et R. NEVANLINNA.

Voici d’abord la condition necessaire et suffisante pour qu’une algé-
broide soit égale, dans le cercle unité, au quotient de deux algébroides bornées.

Théordme: Considérons ['algébroide entiere définie par ['équation

u” T g v 4 (B0
£,(x), L(x),...,fv(x) désignant des fonctions holomorphes pour |x|<1. Pour que

! F. et R. NEVANLINNA: Uber die Eigenschaften analytischer Functionen in der Umge-

burg einer singulidren Stelle oder Linie, (Acta Soc. Scient. Fennicae (5), t. 50, 1922, p. 346).
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cetle algébroide soit quotient de deux algébroides bornées dans le cercle unité,
o faut et il suffit que le cocfficients f;(x) le sotent.

1° La condition est nécessaire:
Supposons en effet que lalgébroide u(x) soit le quotient deux algébroides
bornées v(x), w(x) inférieures & »» en module dans le cercle unité, on a

u(x)=g lv(x)[<1, [w(x)|<1.

sont les v determinations de 'algébroide u(x) on a

”fi(x)=;“i+%;+"“+%5‘%)
avec
v, <v, [W<1
Soit A le nombre de branches et W;, W,, ...., W, les A déterminations de
l'algebroide W;
le produit

VV1 W2 W oo W,
est une fonction uniforme.

Or
£ ()= VW, W,... W, _V
WS WL, YW

comme f,(x) et W sont uniformes, il en sera de méme de V. D’autre part,

|V|<v, |W|<1
De méme en nous servant de rélations
Il Vi Ve
= )t
W, W,
B R
) W, W, W,
v L Ve
vf =) -
ONTUW, W, W,
on voit que chaque coefficient f;(x), f,(x),...., f,(x) est la quotient de deux

fonctions bornées.
29
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2° La condition est suffisante:
En effet, supposons que les coefficients f; (x) soient des quotients de deux

fonctions bornées dans le cercle unité et posons

fi(x)=E2; 1E®)[<1,  |g.®)|<1.

L’équation qui définit I'algébroide peut s'ecrire
g v @ % . . EguE)=0 ;

posons

v
u=—,
go

Palgébroide v est définie par 'équation

V4 g (X) V7T 4 Go(X) & (R) v -+ 2T (x) g0 (%) =0
or les coefficients

R T R

sont bornés; il en sera de méme pour lalgébroide v(x) et la relation
ux
W)= g
montre que lalgébroide u(x) se met sous la forme du quotient de deux
algébroides bornées.

Il résulte de la seconde partie de la démonstration que sz une algé-
broide u(x) est le quotient de deux algébroides bornées dans le cercle unité on
peut touwjours supposer que le dénominateur est uniforme.

On a vu, en effet, que 'on a

u(x)= 3,

v(x) étant une algébroide bornée.

3. En nous servant de l'inegalité de M. M. NEVANLINNA rappelée ci-
dessus nous pouvons établir la proposition suivante:

Théordme: Considérous I’algébroide enticre definie par I’ équation
" ed @y 0 1 (x)=0 ;

la condition necessaire et suffisante pour que cette olgébroide soit le quotient

de deux fonctions algébroides bornées dans le cercle unité est

o
mi(r)s/log|fi(re )[d0 <M

M étant un nomébre fixe.
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En effet, pour que cette algébroide u(x) soit le quotient de deux algé-
broide bornées, il faut et il suffit que les fonctions fi(x) le soient; alors, en
appliquant le théoréme de M. M. NEVANLINNA, on etablit immediatement
la proposition.

Dans le cas ou lalgébroide n’est pas entiére 2/ faut remplacer la condi-
tion ci-dessus par la sutvante

27

& i0 !
Ti(r)= log’fi (re ) l do +log+—+——+< M
r1 r,_, aeive rn‘
. s . o y
1 1 1
Iy,T,,...,Ia étant les modules des poles des fonctions fi(x) inférieurs a r.

Si x=0 est un pole, on remplace dans le second terme, son module par
Punité?,
Les resultats précédents demeurent exacts, mais ici, la fonction g,(x)

peut s'annuler dans le cercle unité.

5. Le théorédme de M. FATOU et les fonctions algébroides.

On doit & M. FATOU? la proposition suivante concernant les fonctions
uniformes. Une fonction uniforme et bornée dans le cercle unité a, presque
partout, une limite lorsqu’on atteint la circonférence en survant une rayon.

Ce resultat s'étend aux fonctions uniformes non bornées quotient de
deux fonctions bornées, comme l'ont montré M. M. NEVANLINNA.

En suivant les indications precises de M. PAUL MONTEL je démontre
le théoréme suivant qui est la generalisation du théoréme de M. FaTou

aux algébroides.

Théordme: Soit un algébroides u (x) quotient de deux algébroides bor-
nées deéfinie par [I’équation.
gu'sg ()0 4 ... 48 (E&)=0
dans le ccrcle unité ; les diverses détérminations uy, W,,...., 0y de I’algébroide
ont simultanement des limites u® ud,...., ug sur les rayons, sauf peut-étre

pour un ensemble de points de la circonférence de mesure nulle.

! R. NEVANLINNA: Uber eine Klasse meromorpher Functionen (Math-annalen, Bd 92,
1924, p. 145-154).

? P. FAToU: Series trigonometriques et series de Taylor (Acta Math. tome 30, 1906,
p. 336-400).
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En effet, les coefficiants g, g;,....,gv sont bornés et ont des modules
inférieur a4 1; donc en vertu du théoréme de M. FaTou.

2o (x) —— une limite sauf pour un ensemble (E,) de mesure nulle,

gl (X) E— » » » » » » (El) » » »

g v (X) —_ » » » » » » ( E v) » » »
or, on a mes(E;)=mes(E,)=....=mes(E,)=0. Enlevons les points de
lensemble E=E,+E;+....+E,

on a mes (E)=mes (E, +E, +... +E,)=mes (E,) + mes (E) +....+mes (E; )=0
donc tous les g;(x) ont szmultanement une limite presque partont.
Ensuite, d’aprés le théoréme des fréres RIEsz, on a, pour un g;(x)
détérminé mais quelconque.
limg;(x) O
sauf pour un ensemble E! de mesure nulle; enlevons les points de I'ensem-
ble E;.=E+E! on a:
mes (E,)=(E + E!)=mes (E) + mes (E!)=0
donc presque partout gi(x) ont exsmble des limites non toutes nulles,
D’apres le théoréme classique sur la continuité des racines les racines
Wiy Mgy .o iy
ont, presque partout, des limites finies ou infinié

i C.Q.F.D.

En particulier le théoréme s'applique au cas ou les coefficients sont
bornés.

Ces resultats font l'objet d'un memoire qui paraitra au Bulletin des
Sciences Mathématiques.

MEPIAHWIS
Eivar yvwotov &t plo povétpog ouvdptnos £(x) eivar Suvatdv va pi) elva
neptwptopéyy) évtodg o0 xdxdov |x|<1, dANG vé tibnTar Hmd poppiv mMAlxov Sbo

povotipwy cuvapticewy g(x), h(x) mepiwpiopévoy évtdg t00 xdxdov |x|<1. = %. 9

f(x)=—

1—-x

Ot 4Bedpol F et R. NEVANLINNA ebpov tijv {xaviyy xal dvayxaiay cuydi-
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Y v 6molay mpénel va mAMEY pix povétiog ouvdptnate f(x), tva SuvnBT vi tebi]

010 Ty popeyv TAlxoy 800 povoTiHWY GUVEETYCEWY

(=)
1(5e)= i(x)

TEPLWPLaREVLY EvTdg Tol xOxAov dxtivog 1.

"Bl o va yevixebow té éEaydpeve t@v NEVANLINNA émexteivoy tadta elg
TG TAELOVOTILOVG GUVALPTY|GELS.

Obtwg avedpov iy ixavijy xal dvayxaiay cuvBixny fjv mpénet v& mAned) pla
ahyebpoedg, tva abty elvar mnAixoy 300 mepiwpiopévwy &Ayebpoeddy &vtig ted
xoxdov |x|< 1.

AmoBetxvin 3’ 8t mpémer mpdg to0to xal dpxet of cuvtedestal tijg éElowoewg
wiepfi(R)u "t gt (=10

Tijc 6ptGodang TV dAyebpoetdi] va elvar TATxo 800 PoVOTILWY TEPLWPLOUEVWY CUYaP-
™oewy v T xOxAw dxtivog 1.

Ebpov éntong thv ouvbnxny tiv dpopdoay el tag dAyebpoetdels, tag W) dxe-
patag, tvo abtor éxppdlovtar B¢ mMATxa 300 Teptwptopévewy &AyeBpoetddy &vtdg tod
xwoxdov |x|< 1.

"Amodewvin énl mAéov 8t Gtav pla &Ayebpoedi)s elvar mmAlxov Sbo dAAwy
Teptwptopévey dhyebpoetddy évtdg to0 ndxdov |x| <1, Bdvapar mdvtote vé dmobéosw
gt 6 Tmapavopastg elval povéTLpog.

*Axolobbwg, yevixebwy 10 Bewpnpa t00 FATOU, drodewmviw 8t pia cuvdptn-
otg &AyeBpoetdi)c Aoy 800 meploptopévey EAyebpoetd®dy Evtog Tob AOxAov dxti-
vog 1 Eyet iy EETjc IBtdtyta: dav xadéow 1y, Wy, .. .., Uy TOUG XA&BOUG THiG GUVApP-
™oewg, of xAddot obtot Eycuaty Splov

o N |
TadToypéveg &t Ty Gxtivwy tijc mepupepelag oyedov mavtol, éxtdg Ot Ev abvolay

onpeloy tjc meprpepelag x| <1, pérpov pydevée.

XHMEIA.—Mehétn tiic émidpdoeme ¥doaeyvooimdLovyov »aliov &ml &vm-
OE®V XOVG0V, 670 ». Anu. Nideo. Avexowwdm vmo x. K. Zéyyehn.

Mapaoxevi) xohhoetdotc xovood xai weoodiogionds Tovrov.—Katd
i)y éniBpacty lwdtodyey xakiov énl Evidoewy xpucod €v dAxadxd Sadbpott, Aopbd-

ver xwpav &vtidpacte Bpadéwe xal EppaviCetar pév xat’ dpyds taxéwg xitpvog xpw-



