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AIA®OPIKH I'EQMETPIA.— Sur les surfaces-W isothermiques 2 lignes
de courbure sphériques dans les deux systdmes, par Othon
Pylarinos *.

Les surfaces-W isothermiques réelles de E*—c.-a-d. les sur-
faces réelles de WEINGARTEN de 1’espace euclidien tridimensionnel
a lignes de courbure isothermes — peuvent étre classées en quatre
catégories: a. Les surfaces de révolution, qui sont toutes isothermiques
[4, p. 83], b. Les surfaces 4 courbure moyenne constante, qui toutes
aussi sont isothermiques [4, p. 87], c. les cones et les cylindres qui sont
les seules surfaces isothermiques a courbure totale constante [5, p. 184]
et d. les surfaces de cette espéce qui n’appartiennent 4 aucune des trois
catégories précédentes et qui, dans ce qui suit, sont appelées, pour abré-
ger, surfaces- Ws.

La catégorie b, d aprés un théoréme du 2 M. OzBEK [5, p. 95],
ne contient pas de surfaces dont toutes les lignes de courbure sont sphé-
riques et il en est de méme pour la catégorie c, les génératrices recti-
lignes des cones et des cylindres étant, comme l’on sait, des lignes de
courbure de ces surfaces. Au contraire il y a de telles surfaces appar-
tenant a la catégorie a: les surfaces de révolution dont les méridiens
sont des cercles. Dans le présent article nous montrons que ces surfaces
de révolution sont les seules surfaces-W isothermiques a lignes de cour-
bure sphériques dans les deux systémes. A cet effet dans la premiére
partie nous donnons certains théorémes concernant les surfaces de la
catégorie d a lignes de courbure sphériques dans 1’un systéme et dans
la seconde partie nous montrons que méme la catégorie d ne contient
pas de surfaces dont toutes les lignes de courbure jouissent de la pro-
priété indiquée.

I
1. Soit S une surface-Ws dépourvue de points singuliers.

Si on référe S aux parametres isothermes u, v correspondant au

réseau (isotherme) de ses lignes de courbure et qu’on désigne par E, F, G;

* 0. TIYAAPINOY, Ilepi t@v icoBeppuin®v émipavei®dy -W, tdv énolwy ai ypou-
pol xapumuAdTnTos dppoTépwy TAY oixoyevel@y elvar xapmdAial opatpixal.
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’ \

E,, F,, G,, les coefficients des éléments linéaires de S référée a ces

parameétres et de sa représentation sphérique, on aura

(1,1) E:GE)\Q, FEO,
}\.2 ;\'i
(1’2) El:Ek::'_sa F1EO, G::Gk;: FRR)
Ql 92
oi k, = —;—, k, = ;— sont les courbures principales de la surface.
1 2

k, 4k,

5 de S est une fonction de

I.a courbure moyenne H =

la seule variable
(1, 3) w = o, + o,

ol ¢,, 6, sont des fonctions de u et de v respectivement [7, p. 40] et il
en est de méme, la surface étant une surface-Ws, pour sa courbure
totale K = k, k,. Par conséquent les courbures principales k, k, de S sont
aussi des fonctions de la seule variable w; ces deux fonctions doivent
vérifier [7, p. 40] I’équation différentielle

dk, dk, _ ,dH _ .
(1, 4) dw—!—dw 25 = ki—k

et de 1a on déduit aussitot la relation

(E,'8) K=H’——(£>_.

dw

Par ailleurs le coefficient A* qui figure dans les formules (1, 1) et
(1,2) est une fonction des u, v de la forme [7, p. 40]:

celr—C
dH
dw

(1, 6) 2=

ot ¢ est une constante == 0, qui doit vérifier avec les courbures princi-
pales k,(w), k,(w) I’équation de GAUSS et les deux équations de CODAZZI.
D’apreés la supposition faite pour les parameétres u, v la premiere de ces

équations peut se mettre sous la forme [9, p. 117]:

—2k,k2=—2K=%—{

0'logh*
ou*

4 a*logrk’ }

av*

et, grice a (1, 6) peut s’écrire
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_ . d% d’s, {( do, )"' ( do, >2
1,7  evn=AgaE LRt b p el F

E__l}, B {_H._+1}, czﬁ_{i},
H € H 2cK H
tandis que les deux derniéres prennent la forme [1, p. 526]:

9 log (L> —_1 % @ log<i) _ 1 o,
av 0 @@y OV ' dn 0 ¢ ~— 0, Ou

)

_H
2cK

(1,8) A=

et a I'aide de (1, 6), eu égard en méme temps au fait que k,, k, sont des
fonctions de la seule variable w =o0,-+} 0, et qu’en outre les dérivées

do, do, ) o <
i ne peuvent pas s’ annuler identiquement [7, p. 41], elles
déviennent
k 1| H k 1 H
1 == e P = — 91— —.
e ky—lk, 2 ll o H }’ k,—k, 2 {1 H }

Ces deux équations montrent, si ’on tient compte des valeurs (1, 8)
des coefficients A, B, C qui figurent dans ’équation (1, 7) et du fait que
ces coefficients ne peuvent pas s’annuler identiquement [7, p. 41],
qu’on doit avoir

(1, 10) k, %0, k,% 0.

2. Supposons maintenant que les lignes de courbure v = Cte de la

surface -Ws considérée soient sphériques.

. 1
Dans ce cas la courbure principale k, = —Q— de la surface S et les
i

coefficients E,, G, de I’élément linéaire de sa représentation sphérique

sont des fonctions des u, v vérifiant une équation de la forme [1, p. 527]:

o — & OlogVE,
! VG, v

ou ®,, @, sont des fonctions de la seule variable v.

L’équation (2, 1), si on y remplace E,, G, par leurs valeurs (1, 2)

(2, 1) + ®,,

et qu’on tienne compte de (1, 6), peut s’écrire

#* Tes points désignent les dérivées par rapport a la variable w = o, 0,.
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do,
dv

ﬁ——l-(1+i)le“2‘

est une fonction de la variable w dont la dérivée EF;, d’apres (1, 10),

dw

(2,2) a(w) = @,(v) e F(w) + @y(v)

ol B
~ Vm
~ Vek,

(2, 3) F(w)

ne peut pas s’annuler identiquement.
En différentiant 1°équation (2, 2) par rapport & u, compte tenu

do, o
3 — % 0
qu’on a -g- £ (0, il vient

do, de, , dF
> N
_— s ” . S do, dF
etil suit de 14, eu égard au fait que—d’apreés (1,10)—ona——— % 0, —=% 0,
dw dw

que les fonctions ®,(v), o,(v) doivent satisfaire 4 une équation diffé-

rentielle de la forme

do, N
(21 4) @1 W = gea %
o, a est une constante 5= 0.
Mais de 1’équation (2, 2), si on y remplace le produit @, d(\j: "

sa valeur (2, 4), on déduit aussitét qu’on doit avoir
(2, b) @,(v) =¢; = Cte
et au moyen des (1, 2), (1, 4), (1, 6), (2,4) et (2,0) la relation (2,1) peut

se mettre sous la forme

(2, 6) k= — 2YE i fo ~ e e,

a

ol a,c, ¢, sont des constantes dont au moins les deux premiéres sont == 0.
On peut donc énoncer le

Théoreme A. Les courbures principales d’une surface-Ws référée aux
paramétres isothermes u, v correspondant au réseau de ses lignes de courbure,
sont des fonctions de la seule variable w = o,(u) 4 0,(v) vérifiant, lorsque les
lignes de courbure v = Cte de la surface sont spheriques, deux équations diffé-
rentielles de la forme (1,4) et (2,6) et avec les fonctions o,(u), o,(v) Uéqua-
tion (1,7), ol a,c,c, sont des constantes dont au moins les deux premiéres

sont 0.
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3. Les lignes de courbure sphériques v = Cte de la surface S peu-
vent étre considérées comme les sections successives de la surface par une
sphere variable dont le rayon R ainsi que le rayon vecteur ¥, de son
centre par rapport au systéme de coordonnées choisi dans 1’espace et
I’angle O sous lequel S coupe cette sphére, qui, — d’aprés le théoréme
de JOACHIMSTHAL — est le méme a tous les points de chaque section,
sont des fonctions de la seule variable v.

Or, si 1’on pose :
(3, 1) A, = A(v) = —Rsin®, B, = B,(v) = Rcos 0

et qu’on désigne par E, E, et n les vecteurs - unités des directions posi-
tives des tangentes au point courant P(u,v) de S aux courbes v = Cte,
u = Cte issues de ce point et de la normale 2 S en P, on peut écrire
I’équation vectorielle de la surface par rapport au systéme de coordon-
nées considéré sous la forme [3, p. 314] :

A, ot

(3,2 f=f,<v>~W:e?v"+Biﬁ’
(&)
_ . 3 ., d¥,  dB i
¥,, A,, B, étant des fonctions de v dont les derivées = 5 sont lides
, g O .

avec fi(u,v) et sa dérivée Iy par la relation
g dg, _ _ , dB, \/ on )z_
3, 8) dv R e dv & <6V =10
ol a8 X 1 est le produit scalaire des vecteurs & et fi.

dv dv

I’équation (3, 2), si I’on tient compte que — d’aprés des formules
connues [9, p. 193] —on a:

e o i
e VE du A du VG ov L ov
I T 1 o8t, _ e
{ VE du A du
ot
(3, 5) k,g-—————i——ﬁ\[ﬁ— 1 Jlogh
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est la courbure géodésique en P de la courbe v = Cte issue de ce point,
peut se mettre sous la forme

(3, 6) T =7(v) + A(v)t, + B,(v)a.

La différentiation de 1’équation (3, 6) par rapport 4 u conduit, si
I’on tient compte des (3, 4), a la relation

(3, 7) _— Alklg =1 "l" Bk,

et cette relation, si on y remplace k,, par sa valeur (3, 5) et qu’on tienne
compte des (1, 6) et (1, 4), peut se mettre sous la forme

do, dk o — [ =
(3, 8) — A, - e"?d—w'=2\[c \/H{l—}'B,kl}e?.

Par ailleurs k,(w) doit vérifier ’équation (2, 6) qui, a I’aide de (2, 4),

peut s’écrire

do dk — : =
[¢ = ! @0y —==1 -4 - - 2
(3, 9) D, o " dw 2V ¢ \/H {1 clk,} e

et ’élimination de = entre les deux équations (3, 8) et (3, 9) conduit

dw

a la relation
AW 11— ck(w) ] = ®,(v) {1+ Bk(w)}

de laquelle on déduit, en ayant égard au fait que k, est une fonction

de w=o0,(u) -+ o,(v), dont la dérivée dl‘;’ , d’apreés (1, 10), est = 0,
qu’on doit avoir

(3, 10) A,(v) = — Rsin® = @,(v)

et

(8, 11) B(v) = Rcos® = — ¢, = Cte.

La relation (3, 11) montre que la constante ¢, qui figure dans I’équa-
tion (2, 6) ne s’annule que dans le cas o 'on a cos® =0, R étant évi-
demment == 0 et, par conséquent, dans le cas o la surface est engendrée
par des trajectoires orthogonales d’une familie de «o ' sphéres.

Mais, si 1’on a
(3,12) ¢, =—B,=0,

I’équation (3, 7) dévient A k,;=—1 et, 4 ["aide de (3, 5), elle peut

s écrire
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ce qui prouve que 1T doit étre une fonction des u, v ou, ce qui revient
au méme, des o/(u), s,(v) de la forme

(3, 14 T = §o) + L),

ou f,, f, sont des fonctions de ¢, et de ¢, dont les dérivées gcfs: ; gi

ne peuvent pas s’annuler identiquement, car, s’il n’en était pas ainsi,
la surface serait ou bien conique et, par conséquent, une surface 2 cour-
bure totale constante ou bien une surface de révolution [8, p. 329].

L’équation (3, 14), en y remplacant A par sa valeur (1, 6), peut
se mettre sous la forme

\/ITI—C_};—’: \/-i f1(0|)+ \/i fa(ﬁz)-

e? e?
En différentiant cette équation par rapport a o, il vient
. B — e d 19!
(3, 15) (VE) - Ly Ye o

o do,
e2

et de cette relation, dont le premier membre est une fonction de la seule
variable w = ¢, -+ 0,, on déduit qu’on doit avoir

A FiTh df! T e |
(3, 16) Ve ™ T a‘e

ol a’ est une comnstante =~ 0.

Il en résulte que, dans le cas envisagé, \/H doit étre une fonction
de w satisfaisant & I’équation différentielle

Vil - L V= we®

. .. df .
qu’on obtient en éliminant a’-’— entre les deux relations (3, 15) et (3, 16);
1
par conséquent, \/H doit étre une fonction de w de la forme

w
2

(3, 17) \/H = a”e? — a’e
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ot a’, a” sont des constantes. Ces deux constantes sont nécessaire-
ment =% 0, car, s’il n’en était pas ainsi, au moins ['un des coefficients
A, B, C qui figurent dans 1’équation (1, 7) serait nul.

Or, si ’on pose
(3, 18) S
on a, grice a (3, 17),

5 LLE TN ) 0 02,2
(3, 19) O e S s )
X x
a’”’x* — 2a'a’xw —a't +a’'x
(3, 20) H = ,

X

ot a’” est aussi une constante et si on porte dans la relation (1,5) les

valeurs (3, 19) et (3, 20) des H, H, on obtient pour la courbure totale de
la surface la formule

— . 2 112 2 I L2 A 4
(3, 21) K:{a x*—2a’a’’xw a—l;-a } {ax a}

x?

En outre, d’apreés (3, 19), on a

I'I. anx + a’

(3’ 22) _I:I— == a/rx _— al
et
1 H %a’ H 2a""x
IA'E =t S o ls
_ i —
(3,23) < _,
| oo i|__ wes
' el H (@a”x—a")*’
Par ailleurs 1I’équation (1, 7), si I’on pose
do, \’ n do, ;
(3, 24) (_dIli—) == (.p‘(ol)e..cl’ ( e ) = (p’z(oﬂ)e_’zcz

et qu’on tienne compte de (3, 18), peut se mettre sous la forme

Ax deo, B dg, C—B

(3, 25) 1= 92 + (A + C) X, "2; dO'z- +

< @,
et la différentiation de cette équation par rapport a o, et a o, conduit
4 deux nouvelles équations desquelles — en les retranchant — on parvient
a 1’ équation

d d B & C—B d
(8,260 Ax— 2+ 2A4Ox— = B2 P — 0.

o, x de,’ X do,
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I’équation (3, 26), si on y remplace A, B, C par leurs valeurs (1, 8)
et qu’on tienne compte des (3, 23), dévient

92" 7% de,

d02=0'

C 4 L O d:'cpi___ 2 dcpl__ Ll L P dgq)?.
(3,27) a'’x(a"'x —a’) o 2a xdUl a’ila’x al)d(ng

La différentiation successive de cette équation par rapport a o, o,,
eu égard en méme temps qu’on a e¥ =x =0, a’”’ =0, conduit 2
1’ équation

’ d:,'q)l Dia? d(pi Y dq)! ’ d2(p2 o
a’'x e + 2a’x do,? a do,’ —+ 2a o =0

dont la différentiation d’une part par rapport & o, et d’autre part par
rapport a o, montre, compte tenu qu’on a a’, a’’ =0, que les fonctions
@,(0,), @,(0,) doivent satisfaire respectivement aux équations diffé-

rentielles

d'e, d’e, |, o, o, d'g, d’qoz .
o T3 gt T2 =0, +2 = 0.

do,* do,*

Il en résulte que ,(0,), @.(0,) sont nécessairement de la forme

a,
@, = a,e”% | ’4_ e~ - a0, <3,
(3, 28)

®, = b,e% + % e + bso, -+ by,

ol ay,a,,a, a, et by, b,, by, b, sont des constantes.

L’équation (3, 25), si on y porte les valeurs (3, 28) des ¢,, @, et
qu’on tienne compte des (1, 8) et (3, 23), peut se mettre sous la forme

(8, 29) f,(w)e® + f,(w)e 4 fi(w)o, + fi(w) =0,
ol

£,(w) = (a”’x +a’) (a’a, +2a"b,) f(w) = a’a’”(a,+b,)

(aux — a/)i b 2(3.” - )
288", —4"b,)
fa(w) - (a“X s a;)z )
f‘(W):IZC.K__ a’a,x — ,+2 *x(a,w +a,)+a b‘x.

H a”’x —a’ (a”’x —a’)
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De I’équation (3, 29) on déduit aussitét qu’on doit avoir
f,(w) = L(w) = fi(w) = f,(w) = 0
et, par conséquent,
a’a,+a’bh, =0, a,+b,=0, aa,—a"b,=0,

9K — 1 a’afc — a'jbﬂ _ 9 a’x(a xw'—'{- a,) —I'—Ea”zb,x
a’”’x —a (a”’x—a’)
La derniére de ces relations, si on y remplace H par sa valeur (3, 19),
dévient
(a’a;x —a’’b,) (a”’x —a’) — 2 { a’’x (a,w -+ a,) + a’’b,x }
2¢x

(8,30) K=

olt x = eV ; on a ainsi une nouvelle expression de K en fonction de W,
qui ne peut pas coincider avec I’expression (3, 21).

Donc, au moyen des équations (1, 4), (2, 6), (1, 7) auxquelles, d’apres
le théoréme A, doivent satisfaire les courbures principales k,, k, consi-
dérées comme fonction de la variable w = o,(u) -+ o0,(v) avec les fonctions
o,(u), o,(v), lorsque les lignes de courbure v = Cte de la surface sont
sphériques et de Iéquation (3, 17) qui doit étre vérifiée en plus, si I’on
a ¢, =0, on obtient deux expressions de la courbure totale K en fonction
de w, qui ne peuvent pas coincider. Il en résulte que ’équation (3, 17)
est incompatible avec les équations (1, 4), (2,6) et (1, 7) et, par consé-
quent, que la constante ¢, = — Rcos @ qui figure dans I’équation (2, 6)
est nécessairement =& 0.

On a donc le
Théoréme B. Le rayon R de la sphére variable, dont les sections par une
surface-Ws & lignes de courbure sphériques dans Uun systéme sont ces lignes
de courbure, est lié avec I’angle @ sous lequel la surface coupe cette sphére par
une relation de la forme ¢, = — Rcos@, oi ¢, est une constante non nulle.

En outre les considérations précédentes, si 1’on tient compte du
fait que — d’aprés le théoréme de JOACHIMSTHAIL — les sections d’une
surface engendrée par des trajectoires orthogonales d’une famille de o«
sphéres par les sphéres de cette famille sont des lignes de courbure de
la surface permettent de formuler le
Théoréme C. Il n’y a pas de surfaces-Ws engendrées par des trajectoires
orthogonales des familles de o' sphéres.

La relation qui, d’aprés le théoréme B, existe entre le rayon R de
la sphére variable dont les sections par S sont ses lignes de courbure
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v = Cte et I’angle O sous lequel S coupe cette sphére admet une inter-
prétation géometrique remarquable. En effet les plans tangents & S A tous
les points d’une quelconque de ses lignes de courbure sphériques sont
tangents & une sphére =, concentrique avec la sphére X dont la section
par S est cette ligne de courbure [2, p. 240], tandis que 1’angle © sous
lequel S coupe la sphére 2 est évidemment égal 4 1’angle des normales
issues du centre commun des sphéres 3, ¥, aux plans tangents aux S, X
a un quelconque de leurs points communs. Par conséquent, le rayon R,
de la sphere X2, est R, =|Rcos®].
On peut donc, en ayant égard au théoréme B, énoncer le

Théoréme D. Les sphéres auxquelles sont tangents les plans tangents d’une
surface -Ws dont les lignes de courbure de Uun systéme sont sphériques aux

points de ces lignes de courbure ont toutes le méme rayon.

4. Supposons en plus que les sphéres, dont les sections par la sur-
face -W considérée sont ses lignes de courbure v = Cte, aient toutes le méme
rayon.

Dans ce cas, d’apreés le théoréme B, toutes ces sphéres coupent
la surface sous le méme angle ©; on aura donc, d’aprés (3, 10),

(4, 1) A, = —Rsin® = &,(v) = ¢’
oll ¢ est une constante qui, d’aprés (1, 10), est nécessairement == 0,

En outre, des deux relations (2, 4) et (4,1) on déduit qu’on doit

avoir
2
do d’o, -

4,2 (——2 = ¢, e 2% - = —c, e %%
( L) ) dV 2 ) dvz 2 )

2

a ; \
ot ¢, = o est une constante s~ 0, ce qui prouve que o,(v) doit

satisfaire 4 I’équation différentielle

(4, 3) "ﬂ+(d°)) —o0.

’

Par ailleurs I’équation (1,7), si on y porte les valeurs (4, 2) des

( do, )’ d’o, v
w = pelt siecsise

dv dv* ’
(4, 4 f oy C(da ) evm = 1w

ol
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Or en différentiant 1’équation (4, 4) par rapport 4 o, et 4 o, on
obtient deux équations, desquelles — en les retranchant — on déduit
qi’on doit avoir

d’s, do, {,(C d’o, do, \?)
du’ _dT{2<A*1> du"‘_ ( >J}

et la différentiation de cette équation par rapport & o, conduit &

b @]

On aura donc ou bien — = u, olt p est une constante qui,

A
d’aprés ce qui est cité dans le paragraphe 1, doit étre 540, ou bien

d’o, do, \'
du® ( du) e

Mais la relation

T

si on y remplace A, C par leurs valeurs (1, 8), dévient

‘ “f H ( H 1
(4, 6) {.—}Z‘-M{—.-——l},
(B \ B |
ce qui, en intégrant, conduit a
(4) 7) —I;I— =1 + u_‘euw
H

et de la on déduit aussitét qu’on doit avoir
. DA
(“L 8) H = pftee * i

’

ot w, u, n’ sont des constantes == 0.

Drautre part la différentiation de 1’équation (3, 7) par rapport a v,
eu égard au fait qu'on a A, =c¢’ £ 0, B, = — ¢, 5= 0, conduit, a "aide
des (3,0), (4, 2), (1, 6) et (1, 4), & I’équation

e H (i LY+ 3 ()= S+ = va V(1 )
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et de cette équation on déduit, si I’on tient compte des valeurs (4, 6) et

*{ H ) H , e, e . .
(4, 7) des {*} et —— que la dérivée H doit étre une fonction ration-
tH ) H

nelle des ev, e*v, tandis que, d’apres (4, 7), H est proportionnelle au
produit de eV et d’une fonction transcendante de e*v.

Il en résulte que I’équation différentielle (4, H) est incompatible
avec les équations (1, 4) et (2, 6); par conséquent, on a, dans le cas

. ., d (& . - - .
envisagé, aw (X) * 0 et, d’aprés (4, 5), on doit avoir
d’o, doy \*
(4, 9) o (R) T

On aura donc, grice aux (4, 3) et (4, 9),
d’s, d’s, [ do, \’ do, \*
du?_dvﬂ_<du)+<dv>’

ou bien, si I’on tient compte que les parameétres choisis sur S sont
|

isothermes,

(4, 10) A, (0, —0,) = A, (0, —a,),

ou A0,—oa,), A0, —0,) sont les parametres différentiels de BELTRAMI
du premier et du second ordre de o¢,(u) — o,(v) par rapport a la premiére
forme fondementale de la surface, ce qui prouve [7, p. 60] que la sur-
face-Ws considérée est applicable, dans le cas envisagé, sur une surface
de révolution. On peut donc énoncer le

Théoréme E. Une surface -Ws a lignes de courbure sphériques dans l'un
systéme est applicable sur une surface de révolution, lorsque les sphéres aux-

quelles ces lignes de courbure appartiennent ont toutes le méme rayon.

II

b. Supposons enfin que les lignes de courbure des deux systémes
v = Cte, u = Cte de la surface-Ws considérée soient sphériques.

Dans ce cas les courbures principales k,, k, de la surface et les
coefficients E,, G, de I’élément linéaire de sa représentation sphérique
sont des fonctions des u, v vérifiant deux équations de la forme

], alog\fE
VG, o

4o, o B dloaVE

(5, 1) Q= \[El du
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ot ®,, , sont des fonctions de la seule variable v tandis que F,, F, sont
des fonctions de la seule variable u [1, p. H27].

ILa premiére de ces équations, d’aprés ce qui est exposé dans
le paragraphe 2, prend, dans le cas envisagé, la forme (2, 6); de méme
la seconde par un procédé pareil a celui qui est suivi pour la réduction

de la premiére a la forme (2, 6), se réduit a

. 2 e = ,-‘i
(5)2) k§= \«/b—c \/H{l—czki}e 2,

olt ¢ est la constante qui figure dans la formule (1, 6) et b, ¢, sont aussi
des constantes qui, d’aprés le théoréme B, sont == 0.

On peut donc, en ayant égard au théoréme A, formuler le
Théoréme F. Pour que les lignes de courbure u = Cte, v = Cte d’une
surface -Ws référée aux paramétres isothermes u, v correspondant au réseau
de ses lignes de courbure, soient toutes sphériques, il faut que les courbures
principales k,, k, de cette surface soient des fonctions de la seule variable
w = o,(u) 4 o,(v) satisfaisant & U'équation (1,4), a deux équations de la
forme (2,6) et (5,2), ol a, b, c, c,, c, sont des constantes non nulles et avec

les fonctions o,(u), a,(v) & Uéquation (1,7).

6. Des deux équations (2, 6) et (b, 2), si 'on tient compte que

— d’aprés (1,4) —on a
1

(6, 1) HZ?{.k.——.kz},
on parvient aisément aux relations
o l——bcik2 e_% + 1 _aC1kl e—;"— o \/§
c
(6, 2) i
1—"C-,,k2 e—T‘:‘ + l—clkl E% _ — 9 {\/EI}
b a VC
et de 1a, en éliminant e? il vient
o AR s 4c
(673) 4[{\/H|]_H:;b_(l_clkJ(l_cikx)

Par ailleurs, en différentiant la premiére équation (6, 2) par rapport
A w, on obtient, a 1’aide de la seconde, la relation

(6, 4) — etk e Tk =0
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qui, si on y remplace 1.<1, 1'(2 par leurs valeurs (2, 6) et (b, 2), devient

c,a’ 1—oc,k,
b’ 1—cek,’

(G, 5) e2w —_—

En différentiant maintenant 1’ équation (6,5) par rapport & w et
en tenant compte des (2, 6) et (5, 2), on trouve

a

ca'l—ek, [ey ¥ ¢ —2la—iJ=
= TTeE e t e VeV
1 1 >4

et finalement, grice a (6, H),

(6, 6) - 1— = aleT + aae_?
Vi
olt
- - C — G
(61 ‘) ﬂ,:\/ca_l, aZZV-CT

sont des constantes qui, d’aprés ce qui est exposé dans les paragraphes 2
et 3, sont nécessairement == 0.

w

Or en éliminant e? entre 1’équation (6, 6) et 1’équation

[ *l w w
(6, 8) — Q-iﬁll = —ae? 4 ae ?
H
qu’on obtient par la différentiation de I’équation (6, 6) par rapport a w,
il vient
. — 2 . .
6, 9) 4[{\/1{}]—1{:—43,%}12.

On aura donc, grace aux (6, 3) (6, 9) et (6, 7),
(1 — ek, 1 — ciky) = — Ct(‘zHﬂ

ou finalement, si on remplace dans cette équation H* par sa valeur tirée
de la relation (1, 5),
(6, 10) 1 —ck, — ¢k, + c,c,H* = 0,

ce qui montre, compte tenu que S n’est pas une surface a courbure
moyenne constante, qu’on doit avoir

(6, 11) cy 7,
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Cela étant 1’élimination des k,, k,, entre (6, 10) et les relations
Hi= l{—'%’ﬁ , K=kk, conduit a la formule

_ {1 — %8+, cdl) (1 — 3c,H + cic,H')
e, — &' ’

(6, 12) K =

En outre, de 1’équation (6, 6) on tire

. eW
(6, " = (ae™ 4 )t ’
ce qui, en intégrant, conduit a
1 2
(6, 14) H_—a(ae‘v+a?)+a’
oll a’ est aussi une constante.
7. L’équation (6, 13), si 'on pose
(7, 1) e¥ =x
prend la forme
y X
T2 H=———"——
7.2 (ax +a,)’
et de 12 on déduit aisément
= x(a,x —a,) H a,x —a,
H == — ——l———z_, _— = — _.5___"
(7,3) (ax+ a,)’ H a,x +a,
B eoee oBx. Koo p e
‘ = a,x+a,’ H T ~alx+a2,
(7, 4) g
{_E} PO Dad,x
H = (a,x +a,)’ :
Par ailleurs, si I’on pose
do, )2 N 20y <_d.6_‘? )2 _— —20,
(7, b) ( dn = ‘pi(ct)e ) e = sz(ae)e by

on peut mettre 1’équation (1, 7) sous la forme (3, 25) et de cette équation
en la différentiant par rapport 4 o, et & o, et en retranchant membre
3 membre les deux équations ainsi obtenues, on parvient a 1’ équation
(3, 26) qui, si on y remplace A, B,C par leurs valeurs (1, 8) et qu’on

tienne compte des (7, 4), dévient

dl 1 3 d 1
alxﬂ(alx + a2) _dT;%— + 2a1X' (alx —I— 2&,) T;p_ —l—
(1, 6) ’ '

oo+ a) S — 2a,0ax+2,) 2 — o,

d
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En différentiant maintenant successivement cette équation par
rapport 4 o, et en tenant compte en méme temps qu'on a x = e * (),
a, 70, a,x+a, £0, on voit que la fonction ¢ (o,) doit vérifier I’équa-
tion différentielle

(7,7 dq"+9dq"+26d°‘3‘+24§;‘)*=0
1

et, par conséquent, que ¢, doit étre une fonction de o, de la forme

r — 1_‘ —20 _E‘_ —301—_11_’ —40, L
M8 o= — e M B g

ott 1, m, n, ¢’ sont des constantes, les racines du polynome caractéri-
stique de I’équation linéaire (7,7) étant 0, —2, —3, —

1.’ équation (7, 6), si I’on pose

(7)9) e“W_—_—}—;zy

peut s’ écrire

) d
aiy“ (azy + al)

— 2a,y"(ay +2a) OO - 4

2

(7, 10) 2
(P q
+afay+a) T+ + 2aayfa) - =0
1
et la différentiation successive de cette équation par rapport a o,, compte
tenu qu'on a y = e~ ¥ =& (), y=—y, a,%*0, a,y-ta, £0, montre que
@,(0,) doit satisfaire & 1’équation différentielle
d'e, d(Pz dcp» de, __
do," do, do,

dont le polynéme caractéristique admet les racines 0, 2, 3, 4; par consé-

quent, ¢, doit étre une fonction de o, de la forme

7 e 12 20, Lni 30y n, e ,”
(‘all) (93—26 +3 L= +462+C,

ott 1,, m,, n,, ¢’ sont des constantes.
Or en remplacant ¢,, ¢, dans I’équation (3, 2b) par leurs valeurs
(7, 11) et en tenant compte des (1, 6) et (7, 4), on peut mettre cette

équation sous la forme

fl(W) + fi(W)e252 + f';(W) e302 + f‘(W) ed02 — 0,
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2cK % y ’ @B ’y
- 4+ (A" 4 ) xc +——~X c

A’ B
) = rft, — 1, nom=fA A, B OB,

(A ac B | C—P
i) = (g — 24 o+ [ 5+ T5 o

I.es coefficients de cette équation algébrique en e° sont des fonc-

(7,12) fw) = —

tions de la seule variable w = 0,4+ 06,. On aura donc

) ) e QIZK (@ ey LB =g
et
(7, 1b) f(w) = f(w) = f,(w) = 0.

Les relations (7, 15), si on y porte les valeurs (7, 4) des A’, B/, ¢’
et qu’on tienne compte qu'on a x =e% =0, ax-a, =0, déviennent
trois équations algébriques en x. Or si on exprime que ces équations en x
doivent étre identiquement vérifiées, on constate facilement que les

constantes qui y figurent sont liées par les relations
(7, 16) l,=1,, ma +ma =0, na’—mna’=0.

En outre, en remplacant dans I’équation (7, 14) A’, B, C’ et H par
leurs valeurs (7, 4) et (7, 2), on obtient pour la courbure totale K

I’ expression

(7, 17) K — — a,’x’(a,x +2a,)c’ + a,a,*(2a,x 4 a,)c”

ca,(a,x +a,)

Par ailleurs, en substituant H, H dans la relation (1, ) par leurs

valeurs (6, 13) et (6, 14) et en tenant compte de (7, 1), on trouve

{a’a1(a,x +4a,)—1 }2 {a,x +a, }2 — a,’x’
aa,;x +a,)*

et en égalant les seconds membres des (7, 17) et (7, 18) on parvient

(7, 18) K =

a 1’équation algébrique en x

c{a’al(a,x “+a,)—1 }2 {alx +a, }2 — ca,’x’ +
+ a,’x*a,x + 2a,)c’ + a,a,(2a,x +a,)c”" =0

qui doit étre identiquement vérifiée.

(7,19)
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Or, en annulant les coefficients des x°, x' dans le premier membre
de I’équation (7, 19), il vient

. ]

¢ { a’aja, — 1 } = — € A,

2 ! 2 9
Daya.a’ {alaia’ —1 } -+ 2ca’a,’a,’ { a’aa,—1 } = — 2a,a,%"”
et en éliminant ¢’ entre ces deux relations, compte tenu q’on a a,, a,=0,

on reconnait qu’on doit avoir ou bien

- v 1 ==

(7, 20) al = el =0

ou bien

” L — O e L.
(7, 21) a A c o

Si on porte maintenant dans 1’équation (7, 19) d’une part les va-
leurs (7, 20) et d’autre part les valeurs (7, 21) des a’, ¢’’, on constate
qu’elle n’est identiquement vérifiée que si 'on a respectivement

, C ,
¢ = ——5 et ¢'=0.
a,

Par ailleurs les formules (6, 14) et (7, 18), si on y remplace a’
par sa valeur (7, 20) et qu’on pose —}1{— = e~ W =y, prennent la forme

1 _ 2aa,y+a’

W Yk e
ai(aiy—‘—al) a, (aQY+al)

et on voit aussitdt, en éliminant y entre ces deux équations, que K doit

étre une fonction de H de la forme

(7,"22) K =424 4 " —"3 *a "H*,
tandis que ces mémes formules, si on y porte la valeur (7, 21) de a’
deviennent
H—_ 1 ’ K — 2:1,a3x+af‘
IR ET S o a,) a,’(a;x +a,)

et I’élimination de x entre ces deux relations donne
(7, 23) K = — 2a,a,H’ — aj%a,'H",

Ainsi, dans les deux cas, K est un polynéme en H du gme degré
dont les coefficients des H°, H', H* sont nuls. D’autre part, d’aprés

ce qui est exposé dans le paragraphe 6, K est un polynéme en H du 4me
degré dont les coefficients des H°, H* ne peuvent pas s’annuler. On par-
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vient donc au moyen des quatre équations (1, 4), (2, 6), (5, 3), et (1, 7)
auxquelles doivent satisfaire les courbures principales k,, k, de S consi-
dérées comme fonctions de la seule variable w = o,(u) 4 o,(v) avec
les deux fonctions o,(u), o,(v), lorsque les lignes de courbure v = Cte,
u = Cte de cette surface sont sphériques, & deux expressions de K en
fonction de H: (6, 12) et (7, 22) ou (7, 23), qui ne peuvent pas coincider.
La premiére de ces expressions est obtenue au moyen des (1, 4), (2, 6)
et (b, 3), tandis que la seconde est obtenue 4 1’aide de ces mémes équa-
tions et de 1’équation (1, 7). Il suit de la que ces quatre équations sont
incompatibles et, par conséquent, qu’il n’y a pas de surfaces-Ws a lignes
de courbure sphériques dans les deux systémes.

Les considérations précédentes, sil’on tient compte en méme temps
de ce qui est cité dans I’introduction, permettent de formuler le
Théoréme G. Les seules surfaces-Ws isothermiques a lignes de courbure
sphériques dans les deux systémes sont les surfaces de révolution dont les

méridiens sont des cercles.
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I ERI & B ¥l 3

Al toodeomnal mooynoarixal mpdveian -W tot Edxieideiov toudractdrov
2000V — ai émpdvetar dnh. 100 WEINGARTEN, t@®v 6moimwv ai 0o oixoyéveian
TOV YOUUU®dY xapmvddtnrog dmoteholv dixtvov ioddeouov — eivar Suvatov va
ooty elg téocagag xatmyooiag : @) v T®V &k mEQLOTQOMIIC BmLpAVELDY,
al 6motar, Mg yvwotdv, eivar OAar iooteguural, B) v TV Empoaveldv péong
rapumvhétntog otadeede, al 6moiar elvar Ghar Entomg loodeomnal, y) Ty 1@V %w-
vix®v xail T®v xvhvouxdv Empavet®dy, al omotal givan af uévar icodsouxal émi-
pdvelon Ohrdls napmuddtntog otadegds, xal d) v T@V Empaved®y Tol £1dovg
ToUTOV, ai Omoial €ig ovdewiay TOV TOLOV TEDTOV KATNYOQLDY GAVIKOUY.

‘H 8evtégo narmyooia, g Exer H1dn dmodeydi, O8v meguéyer Emgoaveiac,
T@v O6molwv SAar af yoapual xapmuddtnrog eivae xaumidar o@agural, drxtong d&
xal 1 toltn, dgod, hg yvwotov, al eddvygauuor yevETELQUL TMY XOVIXDY %Al THOV
®UAvOOUK®Y Empavel@y etvat yoapual xapmavidtnrog attdv. "Avudérac § modtn
meQuéxel towavtag Empavelag @ tdg & mEQLOTEORTS Emgavelag, Td®V Omolwy of
ueonuborvol elvar xvxdor. Elg miv dmo tov &g dve (8v peragodost) titdov 2oyoa-
otav amodewvietar Gti ol &x megrotpopils avtar Empdveiar eivon af pévar ico-
Jeounal Emqdveiar - W, tdv 6molwv i yoaupal xapmvAdrnrog  dugotéomy
1V olxoyevet®v elvar xapmilar opawowal. ITeog tolto gig pév o modrov wépog
adtis dmodetviovron Sewofuara Tva dgoodyvra elg tas dmeavelag tig teTdotng
xaTNyooiag, T@v O6motwv ai youumel xapumvddtnrog TiG LGS oixoyevelag eivau
xapmilar opagixal, eig 88 10 devtepov pégog dmodewvierar STl wal 1) terdorm
ratnyopla Ofv meguéyer Emgavelag, tdv 6mofwv GAav al yoapuol xaumvAdrnrog

elvar xapmidar opaoural.



