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MA®HMATIKA.— Eine Verscharfung des Schwarzschen Lemma's*,
von C. Carathéodory.

1.— Wenn man fiir alle gleichmissig beschrinkten Funktionen, die im
Einheitskreise regulidr sind und im Mittelpunkte dieses Kreises verschwin-
den, die Zahlen f’(z) fiir einen festen Punkt des Kreises berechnet und
wenn man die obere Grenze Mo(z) dieser Zahlenmenge bestimmt, so erhilt
man ein unerwartetes Resultat. Es ist ndmlich fast selbstverstindlich, dass
Mo(z) eine nicht abnehmende eindeutige Funktion von z sein muss, die
gegen Unendlich konvergiert, wenn |z gegen Eins strebt. Normalerweise
miisste also Mo(z) monoton wachsen wenn z das Intervall 0 < z <1 be-
schreibt. In Wirklichkeit bleibt aber Mo(z) im Intervalle 0< z < /2 —1
konstant und fingt erst fiir zl> /2 -1 zu wachsen an.

Die Mitteilung der #usserst elementaren Rechnungen auf welchen
dieses Resultat beruht, das als eine bemerkenswerte Verschirfung des
Schwarzschen Lemma’s angesehen werden muss, bildet das Hauptziel der
vorliegenden Note. Ich will aber diese Gelegenheit benutzen, um zu zeigen,
wie man durch eine von der iiblichen wenig abweichenden Beweisanord-
nung, die Ableitung des Schwarzschen Lemma’s selbst und seiner wich-
tigsten Folgerungen, unabhéngig von der Kenntnis der elementaren kon-
formen Abbildungen erhalten kann.

* K. KAPAQEOAQPH.— Miax sunnAfipncig oD Afiunates tob Schwarz.

' Zusatz bei der Korrektur. Wie ich soeben bemerkte ist dieses Ergebnis schon in der

inhaltsreichen Arbeit von J. DIRUDONNE (dnn. de ' Ec. Norm., [3], 48, 1931, p. 247 - 358)
auf S. 352 enthalten, der es aber auf ganz anderem Wege erhalten hat.
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2.—Von einer analytischen Funktion wollen wir sagen, dass sie im
Einheitskreise z <1 wnwmodular beschrinkt ist, wenn sie erstens iiberall im
Inneren dieses Kreises reguldr ist und wenn zweitens in allen Punkten die-
ses Kreises der absolute Betrag (oder Modul) f(z) von f(z) der Bedingung

f(z) <1 geniigt.

Eine im Einheitskreise unimodular beschrinkte Funktion ist entweder

von der Gestalt
f(z)=ei® (9 reell) 2.1)

oder man hat in jedem Punkte des Einheitskreises
f(z) <1. (2.2)

Ein bequemes Kriterium fiir diese Klasse von Funktionen erhilt man
folgendermassen: ist f(z) im Einheitskreise reguldr und ist iiberall f(z) <1,

so ist fiir alle beliebige Folgen z, z, ... von inneren Punkten des Kreises
limsup f(zn) <1. (2.3)
n=—x

Ist dagegen fiir einen Punkt z. dieses Kreises f(z0) > 1, so gibt es auch
dann noch Folgen z, z,, ... von Punkten des Kreises, fiir welche

lim sup f(zn) > 1

n=-~
ist, wenn man verlangt, dass
Hm za =1 (2.4)
n=n~
sein soll. Auf diesen Uberlegungen beruht der folgende.

Hilfsatz.— Eine analytische Funktion f(z) ist dann und nur dann uni-
modular beschrinkt im Kreise z <1 wenn sie erstens tn diesem Kreise regulir
5t und wenn sweitens die Relation (2.3) fiir alle Folgen 2y, z,, ... von Punkten
des Kreises besteht, die der Bedingung (2. 4) geniigen.

3.— Unter den im Einheitskreise unimodular beschrinkten Funktionen
spielen diejenigen eine besondere Rolle, fiir welche, fiir alle Folgen von
Punkten, die gegen den Rand des Kreises konvergieren, die Bedingung
(2. 3) durch die schirfere Bedingung

lim f(za) =1 (3.1)

H="N)

ersetzt wird. Die Funktionen, die dieser speziellen Klasse angehéren, sollen
Einheitsfunktionen genannt werden.
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Der Hauptsatz, der die ganze Theorie beherrscht, ist folgender:
Satz 1.—Es sei vm Kreise .z <1 die Funktion 1(z) unimodular beschrinkt
und es sei B(z) eine Einhetlsfunktion. Ist dann die Funktion

o) = (3.2)

un Inneren des Kretses regulir, so gilt im selben Bereiche die Relation

w(z) <1, (3.3)

d. h. die Funktion ¢(z) st cbenfalls unimodular beschrinkt.
Es sei z, z;,... eine Folge von Punkten, fiir welche die Gleichung
(2. 4) besteht. Dann gelten die Beziehungen

lim sup @(zs) <lim —Elej Jdimsup f(za) , (3.4)
n=< n=ocv
lim ‘E(lz ) =1, lim sup f(zn) <1, (3. 5)
n—x> = 1=

aus denen in Verbindung mit dem Hilfssatze des §2 die Richtigkeit des
behaupteten Satzes folgt.

4.—Es ist sehr leicht die Einheitsfunktionen, die mit den gewdhnlichen
Polynomen viele Eigenschaften gemeinsam haben, explizite zu berechnen.
Zunéchst folgt aus ihrer Definition unmittelbar der

Satz 2.—Das Produkt von zwet Einheitsfunktionen Bi(z) und Bo(z) ist
wieder etne Einhettsfunktion. Der Quotient

E,y(2)
E(2)

st ebenfalls emne Emnheitsfunktion, falls er eine wm Einhettskreise regulire
Funktion darstellt.

Aus der Tatsache, dass die Nullstellen einer Einheitsfunktion E(z) sich
nicht gegen den Rand des Kreises z < 1 hiufen kénnen, folgt, dass E(z) nur
héchstens endlich viele Nullstellen innerhalb des Kreises enthalten kann.
Die Anzahl dieser Nullstellen soll der Grad der Einheitsfunktion genannt
werden.

Ist E(z) nicht konstant, so ist ' E(o) < 1 und es gibt mindestens einen Kreis
|z, =r <1, sodass in jedem Punkte ¢ dieses Kreises, immer E() > E(o) ist.
Hieraus folgt genau ebenso, wie fiir Polvnome, dass E(z) mindestens eine
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Nullstelle besitzt. Bemerkt man endlich, dass jede konstante Einheitsfunk-
tion notwendig die Gestalt E(z)=e!® haben muss, so erhilt man den

Satz 3.—Jede Einheitsfunktion E(z) besitst innerhalb des Einheitskredses
hichstens endlich viele Nullstellen, deren Anzahl der Grad von Elz) genannt
wird. Jede nicht konstante Einheitsfunktion ist mindestens vom ersten Grade.
Jede konstante Einhettsfunktion hat die Gestalt B(z)=e'.

Wir beweisen jetzt den

Satz 4.—Stnd o und o zwer komjugrert komplexe Zaklen, und ist die
Bedingung o <1, erfillt, so stellt der Ausdruck

ez, 0) = = (4. 1)

eme Emmhetsfunktion dar. Jede Emnhertsfunktion p* Grades kann dargestellt
werden in Form eines Produktes

E(z)=e". e(z, 04) . ... &lzy, ap). (4 .2)

Die rationale Funktion (4.1), deren einziger Pol

N
Il
Q1| =

ausserhalb des Einheitskreises liegt, ist auf dem abgeschlossenen Kreis
z. <1 reguldr. Fiir einen Punkt C der Peripherie des Einheitskreises ist,
wenn man mit € die zu { konjugierte Zahl bezeichnet, { T=1 und infolge-

dessen ist B
Lle-0 _ - a-¢

&(Ca)= Tl Seae 4.3)

@t
Jeder der Faktoren auf der rechten Seite dieser Gleichung hat den absolu-
ten Betrag Eins; es ist also €(C,a) =1 und daher ist £(z,a) eine Einheits-
funktion.

Der zweite Teil des Satzes 4 folgt sofort aus dem Satze 2, wenn man
die p Nullstellen von E(z) mit ay, ..., ap bezeichnet.

H.—Es sei jetzt h(z) eine im Einheitskreise unimodular beschrinkte
Funktion, die in einem inneren Punkte z. dieses Kreises der Bedingung

h(zo)=0 (5. 1)
geniigt. Wir definieren eine Funktion ¢(z) durch die Gleichung

/

he)= 5% o). (5.2)

iO
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Wegen der beiden letzten Relationen kann man schreiben

) h(z) - h(z,)

z -z, 2

plz)= (1—3z, 2z (5.3)

woraus folgt, dass ¢(z) eine im Einheitskreise reguldre Funktion sein muss.
Nach dem Satze 1 des §3 ist also ¢(z) unimodular beschrinkt und es folgt

also aus (5. 2)
Zo ~ 2
1-2.z

h(z) < ) (5.4)

eine Relation, die in das klassische Schwarzsche Lemma iibergeht, wenn
man fiir zo den speziellen Wert Null wahlt.
In (5.4) kann das Gleichheitszeichen nur dann angenommen werden,
wenn (z) eine konstante Einheitsfunktion ist, und es gilt daher der
Satz 5 (Lemma von Schwarz).— /st die Funktion W(z) im Einheitskreise
wunsmodular beschrinkt, ist ausserdem in etnem inneren Punkte zo dieses Kret-
ses h(zo) =0, so ist entweder 11 jedem von zo verschiedenen Punkt

h(Z) < e ) (

1-z,2

.5)

(@1}

oder W(z) o5t eine Einhettsfunktion ersten Gerades von der Gestalt

hiz)=e® == . (5.6)

o

6.—Wenn man in (5.3) die Variable z gegen z. konvergieren lisst, so
erhdlt man durch Grenziibergang

bz = — ) (6.1)

l—ZQ ZO

Dieses Resultat soll verallgemeinert werden. Wir betrachten eine unimodu-
lar beschrinkte nicht konstante Funktion g(z) und setzen

g(zo)=c; (6.2)
wir definieren eine Funktion h(z) durch die Gleichung
_ c—gl p
hiz) = 1 %e@ (6.3)

und bemerken, dass h(z) alle Eigenschaften besitzt, die im vorigen Para-
graphen verlangt wurden. Aus (6. 3) erhilt man

—hiz
gl = 1=y ()z) (6.4)
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und hieraus durch Differentiation
1-Cc

g'(2)= - m h'(z). (6.5)

Setzt man hierin z=zo, so folgt aus (6.1) und aus h(z.)=0

g'(z0)=5—, 5 @(z). (6.6)

Hieraus folgt weiter, wegen (3. 3)

” 2
1—z,

11— g)”

g'(z0) <1; (6.7)

in dieser Relation kann das Gleichheitszeichen nur dann auftreten, wenn
¢(z)= e ist. Dann miissen aber die Funktionen h(z) und g(z) Einheitsfunk-
tionen ersten Grades sein.

Ist umgekehrt

g (Z) =¢i? Ta:é , (6. 8)
so findet man
1-2z2z e L= ' X
T emie B ==& 15, (6.0)
woraus folgt, dass
1-2z°7 )
T-gmr @ =l (6.10)

ist. Es gilt also der

Satz 6.— Fiir jede unimodular beschinkte Funktion, die keine Einhents-
Sfunktion ersten Grades ist, gilt in jedem Punkte des Einheitskreises die Relation

T 2
g'(z) <_1_giz)2 : (6.11)

Ist aber g(2) eine Emheitsfunktion ersten Grades, so hat man immer

1-1g(@* (6. 12)

Bekanntlich ist dieser Satz, wenn man den Kreis z <1 als Nichteu-
klidische Ebene deutet, nichts anderes als der Satz von Zck. Wir wollen
aber unsere Untersuchung in anderer Richtung fortsetzen.

7.—Die rechte Seite von (6. 11) erhilt bei festgehaltenem z ihren
grossten Wert fiir g(z)=0. Es gilt also der

Satz 7.— Wir bilden fiir einen festen Punkt z. des Einheitskreises die
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obere Grenze M(zo) von f(zo) Jeir alle unimodular beschrinkten Funktionen.
Dann 15t
1
M(Zo) o 1‘;— s (7. I)
und diese obere Grenze wird nur fiir die Lanheitsfunktionen ersten Grades
errewcht, die tn zo verschwinden.
Durch Abschédtzung des Cauchyschen Integrales wiirde man ein dhn-
liches, allerdings viel unvollkommeneres Resultat erhalten, das in der
Relation

e (7.2)
besteht.

8. -Das Ziel unserer Untersuchung ist eine Ahnliche obere Grenze
Mo(zo) fiir alle | (z) zu bestimmen, wenn wir von den betrachteten unimo-
dular beschrinkten Funktionen noch verlangen, dass sie der Gleichung

f(o)=0 (8. 1)
geniigen sollen. In diesem Falle kann man schreiben

e)=2. gle), (8.2)
wobei g(z) wieder unimodular beschrinkt ist. Durch Differentiation von
(8.2) erhalten wir

f(z2)=g(z) + z g'(2)

und hieraus, wenn wir die Bezeichnungen des §6 benutzen und insbeson-
dere (6.6) beachten '

, 1-cc
f(Zo) =@ = 1-AZ_°—Z: QD(Zo) 5 (8. 3)
Hieraus folgt weiter
1- c

Flzo) < €] + 20 (8.4)

1'—‘Z 2 9

o

wir bemerken, dass die rechte Seite dieser Relation die genaue obere Grenze
von ' f'(zo) ' darstellt, die bei vorgeschriebenem Werte von ¢ wirklich erreicht
wird, wenn man in (8.3) die Grésse @(zo) geeignet wihlt. Ferner bemerken
wir, dass (8.4) auch fiir c¢'=1 richtig bleibt.

Setzt man also

Cp=i, o =f, (8.5)
so ist
g LD (5.6)
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Wir miissen die obere Grenze der rechten Seite dieser Relation bestim-
men, wenn y zwischen Null und Eins variiert.
Zu diesem Zwecke betrachten wir die Funktion

)2 ot 2
Ply)=y(1 -r)+r(l-y?) = (1}r)"r(Y— 1‘2r > (8.7)

N

und bemerken, dass diese Funktion monoton wichst, solange

1=
S 9t (8 8)
bleibt, um fiir grossere Werte von y wieder abzunehmen. Ist also
1-—¢*
5; &1, (8.9)
so wird W(y) seinen grossten Wert fiir y=1 erhalten. Ist aber
1-r?
o5 =18 (8. IO)
so wird das Maximum von W¥(y) fiir
1—1?
=—"%; (8.11)
erreicht. Nun nimmt die Funktion
el R
or 2\r T
monoton ab, wenn r von Null bis Eins wichst. Fiir
r=F2 -1 (8.12)

ist 1—r’=2r. Die Bedingungen (8.9) und (8. 10) sind also gleichbedeutend
mit r<)’2 1 bzw. mit r> )2 - 1.
9.—Wir haben also zwei verschiedene Fille zu behandeln. Ist erstens

JZo §V2 _1, (91)
so miissen wir in (8. 4)
y=neh = 9.2)
setzen und erhalten
filzo) £1. 9.3)

Die einzigen Funktionen fiir welche hierin das Gleichheitszeichen ange-
nommen wird, erhdlt man, wenn man in (8. 2) setzt g(z)=e'?; sie sind infol-

gedessen von der Form
f(z)=e?.z (9.4)
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Hat man zweitens
Ve —1< zo <1, (9.5)

so miissen wir in W(y) fiir y den Wert (8.11) einsetzen, und wir erhalten

nach (8.6) und (8.7) 5
f(z0) < (1+ =)

= 42z, (1- z,7) ° ®8

Um jetzt die Funktionen zu berechnen, fiir welche hierin das Gleich-
heitszeichen gilt, beachten wir, dass in (8.6) das Gleichheitszeichen nur

dann angenommen wird, wenn man in (8. 3)

ole)= < £ 9.7

ZO

setzt und selbstverstindlich ¢(z) konstant nimmt. Mit diesem Werte von
¢(z) berechnen wir h(z) aus (5.2) und hierauf g(z) aus (6.4); endlich setzen
wir in die gefundene Formel fiir y den Wert (8.11) ein. Man findet, dass
f(z) die Gestalt haben muss

e, 884 (11 )

z°(1+ z, ’) 4k (1—3 8 ’) z 6.8

Es kann schliesslich folgendes Resultat ausgesprochen werden:

Satz 8 — Wir bezeichnen mit Mo(zo) die obere Grenze von f(zo) fiir alle
unimodular beschrinkten Funktionen, die in Mittelpunkt des Einheitskreises
verschwinden. Dann ist fiir 'zo <V'2 1 immer Molzo)=1 und die obere
Grenze Mo(zo) wird nur fiir die Funktionen 1(z)=e'® z erreicht.

Fiir zo >V'2 — 1 dagegen ist

(1 + z, ’)2
4|z, (1— Zy ’)

Mo, (Zo) e

und diese obere Grenze \f(z0) wird nur fiir die Emnheitsfunktionen zwetten
Grades (9.8) erreicht.
10.— Die Tatsache, dass fiir die Funktionen f(z)=e™ z die Gleichung

' (zo) =M(z0) (10.1)

in allen Punkten der abgeschlossenen Kreisscheibe (9.1) gleichzeitig gilt,
erlaubt folgenden Satz auszusprechen:

Satz 9g.— Wir betrachten die Abbildung, die durch die Gleichung w—=1(z)
erzeugt wird, wober 1(z) den Bedingungen des Satzes 8 geniigt. Dann st die
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Linge emner Kurve Cyw, auf welche eine rektifizierbare Kurve C. abgebildet
wird, die keinen einzigen Punkt ausserhalb der Kreisschetbe (9.1) besitzt,
immer kleiner als die Linge von C., ausser fiir den Fall, dass Cw aus C, durch
eine Rolation des Einheitskreises um seinen Miltelpunkt entsteht.

Fiir Kurven C. die den Rand des Kreises (9.1) iiberschreiten, reichen
im Allgemeinen unsere Mittel nicht aus, um die genaue obere Grenze der
Lingen ihrer Bilder Cw zu berechnen. Wihlen wir z. B. fiir C, einen Bogen
eines Kreises 'z =r> /2 - 1, so ist es nicht unmoglich und sogar nicht
unwahrscheinlich, dass das Verhiltnis zwischen der Lidnge A von C, und
der oberen Grenze der Lingen aller moglichen Kurven Cw mit A variiert.
Dies hidngt mit der Tatsache zusammen, dass fiir die Einheitsfunktionen
(9.8) die Gleichung |f'(z) =Mo(z) nur im einzigen Punkte zo des Kreises
|z = zo gilt. Eine Ausnahme bildet aber der Kreis

i

Z=V§“.

Der Punkt zo kann irgendwo auf diesem Kreise liegen, immer fallen die

(10.2)

Funktionen (9.8) mit den Funktionen
filz)—e?® 22 (10. 3)
zusammen; diese sind also von der speziellen Lage von z. auf dem Kreise
(10. 2) unabhingig und wir kénnen aus diesem Grunde folgenden merk-
wiirdigen Satz aussprechen:
Satz 10.— Fiir alle unimodular beschrinkten Funktionen f(z), die im
Punkte 2=0 verschwinden, wird jeder Kreisbogen von der Linge )\, der auf

dem Kreise

2 =
‘TVs
liegt, durch die Gleichung w=1£(2) auf eine Kurve abgebildet, deren Linge
die Grisse

2L -1, 1547...%

Vs ’

nicht iberschreitet. Diese maximale Linge wird dann und nur dann erreicht,
wenn £(z) die Gestalt _
f(z)=e'®. 22
besiitzt.
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