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MAOHMATIKA —Distance 2 valeurs dans un treillis et applications
géométriques, par L. Dokas*. "Avenowddn Hmd tod "Axadnu. ». Kovor,

TToaraiodvvov.

1. Considérons 2 ensembles E = g et A # g, le premier étant un en-
semble fondamental, et le second, auxiliaire, muni d'une structure de treil-
lis avec élément nul.

Considérons le produit cartésien E X E, et une application ¢: E>—>A
telle que

(%, x) € B? =——> ¢ (x, x)=inf A
et (x, y) eE'=——=> o0 (x,y) €A

Définitions.

1. On appelle boule, le sous-ensemble MM (z, o) CE défini de la facon
suivante:

M(z,0)={x|x€E et 6(z, x) <o, 0€ A}

L’ensemble I1 (z, o) peut étre un ensemble vide.

2. Si Pensemble I (z, o) — {2} est vide et o # inf A, alors le point z
est défini comme point isolé.

3. On appelle frontiére géométrique d’un voisinage II (z,0), le sous-
ensemble IT* (z, o) de E pour lequel on a ¢ (z, x)=¢

Le point z est appellé centre de [1(z, o), et o, son rayon.

4. Soit A un sous-ensemble de E; on définit boule de centre z, par
rapport 4 A, tout ensemble [1,(z, o) satisfaisant a

x€ ANEeto(z x) <o

c'est- a3 - dire:

My(z, 0)={x | xeANEeto (z,x) <o, 0€A}

5. Dwameétre de 1 (z, o)

Soit le produit

[M4(z, 0) ] X [M4(z, o) |=IT",(z, o)
et soit I'ensemble
{o [Ms(z 0]}

Notation : sup {o[[1*s(z,0)]} =3, quand ce sup existe.
d désigne alors le diamétre de [1,(z, o).
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6. Points intérieurs du sous-ensemble A
Un point ze€A est intérieur a4 A, s'il existe une boule Il(z, o) # & et =

{z} avec o # inf. A, qui soit un sous-ensemble de A.

z ainsi défini est appelé point intérieur a A.

7. Ensemble ouvert.

Si tous les points d’un sous-ensemble A sont interiéurs a A, alors A
est ouvert.

8. LEnsemble fermé.
Cest le complémentaire de ’ensemble ouvert.

9. Le plus grand souis-ensemble ouvert, d'un sous-ensemble, est défini
comme noyau ouvert, et noté A.

Le plus petit sur-ensemble fermé d’'un sous-ensemble A est appelé
enveloppe fermée de A et noté A.

Remarque : La frontiére géométrique d’une boule ne coincide pas en
£énéral avec sa frontiére topologique. Cest-a-dire:

M (z,0) —T1 (2 o) #I1* (z, o)

Pour que la frontiére géométrique soit la méme que la frontiére topo-
logique, il faudrait avoir une structure plus large. Clest un probléme 2
considérer.

Proposttion. Par l'introduction des définitions, et des conditions expo-
sées ci-dessus, I’ espace E devient un espace topologique ordinaire. On vé-
rifie facilement les axiomes des ouverts.

Remarque : L'espace ainsi établi est un espace généralisé, généralisation
des les espaces métriques. Il contient entre autres, l'espace euclidien,
si lon considére E comme Pensemble {(a,, a,...a,), 3,€R,} et D, comme
I" ensemble des nombres réels traités par 'analyse classique.

On ne sait pas si pour chaque point il existe un systéme fondamental
de voisinages non triviaux.

Proposition.

Si 'on ajoute les conditions suivantes pour la fonction o

1) o (x,y)=0o(y,x) V (x,y) e E?
2) V o;# infA J¢; = infA tel que.
o (y, z) <e;, o (x, y) <o > (0 x,2) < g
I’ espace E devient un espace uniforme.
Soit U I'ensemble des sous-ensembles A; de EXE ot

&y e xy)<eg)
A=\ avec i # infA
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A; ainsi défini, est appelé entourage.
Si l'on ajoute la conditions,
3) o (x, y) = infA

~ y=x alorsil devient évident que 'espace

E est un espace uniforme séparé, car
NA= D out Z est la diagonale de E.
Aeu

Proposition. Si

1) U={Ve, Yo} et Vo ={(x,y) | 0 (x,y)<e}

2) Vo (xo) est la coupe, clest-a-dire

Vo (xo) = {y | 6 (x0, ¥) < 0}

3) =7 (x0) = {VQ (x0) Vo )}

Alors, les ensembles &% (xo) Vxo € E sont les filtres des voisinages
des x, d’une topologie sur E déduit de la structure uniforme.

Remarqgue : Cette topologie coincide avec la topologie définie au dé-
but, mais pour elle, nous avons des voisinages non triviaux pour chaque
élément de E.

11

On suppose en plus ci-dessous que A est complet au sens de Dedekind-
MacNeille.

Définition.

Soient un sous-ensemble B de E, et x un élément quelconque de E.

Par définition, x satisfait 4 la relation

R, avec Ba y (y € B) notée

x R, B
y

si

a) 3 1B (v, 0) € Q2 B(y) ={ensemble des boules de centre y et de
rayon o # inf. A}.

b) sup {lo ({x})] X [ME(y,0]}=

inf {o [{x}] X [005 (y,0)]}
Remarque: L'élément x peut étre isolé dans E, de méme que y dans

B. Pour cela, il suffit qu'il existe une frontiére géométrique.

[M*(y,0) C B
21
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Définition.
Soient A et B, deux ensembles de E, tels que:
a) AN B= {z}

b) 3 s (z,0) # 2 ou # {z}
o VxeAsup{o[{x} x Mg (z,0}=
inf {a[{x}] x T3 (z,0)
alors A satisfait 4 la relation R, avec B 4 z (z € B), ce qui sera noté:
A R, B
7
Remarque: La relation R, n'est pas symétrique en général, c'est-a-dire:

a)A R, B==>B R; A
z

b)xeA etyeB x R, B >y Ry, B
y x
Silona A R,B et B R,A ala fois, on dit qu’ il existe une re-

z z
lation R, entre A et B au point z.
Généralisation.

Soient A et B, deux sous-ensembles de E. On suppose que pour A et

B, il existe deux partitions ¢Z°A et &7’ B, clest-a-dire
o’A=TUAi et FB=UB;

" iel Jel
et de plus, si

a) il y une application ¢ de l'ensemble des classes de A dans len-
semble des classes de B

@ (A) =B, ot B; est une classe de B.
b) Bj N Al’:{zij}
OARB  V(jelxl
z;;

Dans ces conditions, on dit que A satisfait a la relation R, avec B A

lintersection A ) B, et on note
AR,B
ANB
Proposition.
Soient A C E et un élément z € Cg A, si

a) il existe z, € A tel que z R, A
Zo
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b) inf {6 (z,A)} €6 (z, A)

Alors, il existe un nombre fini ou infini d’ensembles auxquels appar-
tient z, et qui satisfont la relation R, avec A par rapport a différents élé-
ments de A.

Relation R, entre 2 sous-ensembles.
Définition.
Soient A etB, 2 sous-ensembles de l'espace E et 2 familles d'ensembles
de la forme:
T,={Ca:V ae A}
Ca =ensemble des éléments qui satisfont R, avec A a a
et T,={Cb:V b e B}

Cb = ensemble d’éléments qui satisfont 4 la relation R, avec B 4 b.

Si T,=T,, les 2 ensembles A et B satisfont la relation R, notée ainsi:
A R, B.

Remarque : La relation R, est symétrique.

Généralisation.
Soient 2 ensembles A et B pour lesquels:
1) il existe respectivement 2 partitions
NA=UA=4A, NM=UB=B
iel Jel
2) il existe une fonction (surjection)
@ (Ax) e Bj
3) 4 chaque (A;, B)) correspondent 2 familles
[{Fy=C,;...| définies comme précédemment
[ B il ..}
vérifiant toutes les conditions de la relation R, des 2 ensembles Ai, Bj.
Dans ce cas,on dit que les 2 ensembles A et B satisfonta la relation R,.

LA RELATION R; EST UNE RELATION D’'EQUIVALENCE

Remarque générale :

La relation R, géneralise la notion de la perpendicularité, et dans
l’espace ordinaire (euclidien), coincide avec la notion usuelle de la perpen-
dicularité. Dans un autre espace quelconque, cette notion peut avoir un
sens différent. Par exemple, dans un espace ultramétrique, 'ensemble per-
pendiculaire A une circonférence est le complément de cette circonférence.
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La relation R, déduite de la relation R,, donne 4 la notion de paral-

lélisme un sens dépendant de l'espace considéré.

EXEMPLES D’APPLICATIONS DE LA THEORIE

1/—Soit E un ensemble abstrait et soit A une famille de Moore de

parties de EXE vérifiant les conditions suivantes:

- 9 E A

cA EA=—>A9

Soit X——> X la fermeture de Moore définie par A
Soit o I'application de EXE — -—> A définie par:

o xv) ={xvy}
@nigriig (&, =g <=5y,
o définit une structure uniforme lorsque A vérifie 'axiome suivant:
VAeA IBe A# ZD:(x,y)aB, (y,z) eB
> (x,2z) € A.
2°/ —Soit G un groupe abélien, et soif A une famille de Moore de

parties de G vérifiant les conditions suivantes:
{O}eA
AeA ——>A 3 0.
Soit X —> X la fermeture de Moore définie par A
- Soit o 'application de EXE dans A définie par:
o (x,y)—x—y.
On détermine aisément la forme des boules I (x, o) (o0 € A) de G.
Si A vérifie la condition suivante:
V AeA)d BeA # O: B+ B<A, alors ¢ définit une structure uni-
forme sur E. Ce cas est réalisé quand A est la famille des sous groupes

(éventuellement invariants) de G.
3/ —Le schéma exposé dans la premiére partie peut étre généralisé en

prenant pour A un ensemble ordonné possédant uu plus petit élément _@’
et vérifiant la condition suivante:

AABe A>T AC>9: A>C B=>C.

I1 serait intéressant d’étudier la topologie définie par o sur E quand
A vérifie 'une des conditions suivantes:

a) A vérifie la condition de chaine descendante

) VA>9, 3 B> 9:A>B.
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4/ —Soit G un groupe abélien, et A une suite décroissante d’¢léments
a,>a,+1=....alaquelle est adjoint un élément minimum a_ = 7.
Soit R une fonction multivoque de G —> A.
vérifiant les conditions suivantes:
M xeG dyeA: xRy
- xRa, a,<a, =———>xRa,
vl Tzl
Soit ¢ la fonction de G —> A définie ainsi :
¢ (x)=plus grand entier n tel que x R a,
(éventuellement a_ = @ (x).
On pose @ (x—y) = o (x, y).
Ce schéma est applicable a 1'étude de la topologie m — adique d’un
anneau A commutatif.

Ces derniers exemples m’ont été fourni par M. Koskas Maurice, Attaché de Recherche au
C N.R.S. que je remercie vivement.
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