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MAOHMATIKA — Sur les Algebres de dimension paire, par Jeanne
Ferentinou - Nicolacopoulou*. ’Avexowvddn txd 1o “Axadnuaixod
%x. ®iA. Baoihelov.

Prélimimaires. On considére une R-Algtbre E de dimension n,
ot R est un anneau avec unité notée 1, mais non nécessairement asso-
ciatif. On note I = {1, o n} et on suppose qu’il existe une base (ci)¢,
telle que 4 chaque couple (i, j) € I? correspond un ¢ E{— 1, 1} etun hel
de maniére que cijcj = €cy.

Dans la premiére partie de ce travail on construit une R-Algebre A
de dimension 2n, ayant une sous-Algébre A isomorphe 4 E et on dé-
montre que :

1) Si E est commutative, A Test aussi.

2) Si E est associative, A I’est aussi.

3) Si E posséde un élément unité, qui est un élément de la base
(ci)ie,» alors A a un élément unité.

4) Ils existent deux sous-Algébres A; et Ay de A lesquelles consi-
dérées comme anneaux, sont idéaux de 1’anneau A et tout élément diffé-
rent de zéro de cettes sous-Algebres est un diviseur de zéro de A.

Dans la deuxiéme partie on suppose que R est un anneau associatif
avec unité et tel que I’équation 2x = 1 admet une solution dans R. Pour
1’Algébre A on démontre alors dans ce cas qu’elle a en plus les proprié-
tés suivantes:

5) Chacune des sous-Algeébres A; et A, est isomorphe & 1°Algébre A.

6) L anneau A est somme directe de ses idéaux Ay et A,.

7) Si I’anneau E est sans diviseurs de zéro, les idéaux A; et A, de
A sont premiers et les diviseurs de zéro de A sont les éléments les dif-
férents de O de I’ensemble A; U Ap. L’ensemble A — (A; U A,) est un grou-
poid multiplicatif et si E est un anneau associatif avec unité, alors
P:——(AIU Ay) est un monoide.

8) Si E est un division ring, alors les idéaux A, et A, sont maxi-
maux et pour tout aEK——(A1UA2) et bEA les équations ax =b et
ya = b ont des solutions dans A.
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9) Si I’'anneau E est un quasifield, alors pour tout a € ;‘:—(AIU A,)
et bEA les équations ax =b et ya=b ont une et une seule solution
dans A et I’ensemble A — (A; U A,) est un quasigroupe multiplicatif. Si en
particulier E est un corps, alors A — (A; U Ay) est un groupe.

N o te. Nous remarquons ainsi I’existence d’une nouvelle structure
«entre» 1’anneau et le corps. Nous la nommons corpomorphe et
nous la définissons comme suit : Si A est un anneau et S I’ensemble dont
les éléments sont les diviseurs de zéro de A (s’ils existent) et 1’élément
zéro de A alors, si I’ensemble A-S est un groupe multiplicatif, I’anneau A
s’appelle corpomorphe. 1l est évident que le corpomorphe est un corps,
si, et seulement si, S = {0}

10) Si E est alternative, A 1’est aussi.

Pour les définitions des notions et termes cités on a suivi le livre
de Kurosh, A.: Lectures on general Algebra (english translation) (1963)
qui, avec le livre des Mac Lane, S-Birkhoff: Algebra (1967), ont été les
principales sources bibliographiques de ce travail.

PREMIERE PARTIE

1. Construction de I’Alg2bre A.

Pour construire la R-Algébre A de dimension 2n ayant une sous-
algébre A isomorphe & E on considére un R-module A de dimension 2n
ayant une base {el, c iR egn} et tel que le sous-module A engendré par
les éléments (ei),, soit isomorphe 4 E. On note ] ={n—]— | Qn} ’
D =1IU]J, & = ewm+1-;ViED et on identifie E et A en identifiant pour
tout i€ET i et e;. On peut alors étendre sur A la multiplication de E
de la maniére suivante:

— Si (r,s)E J% on pose e;es = & & .

— Si (r,8)EI% et e;es=c¢e, on pose & €5 = e Cs==¢ &y.

Alors le R-module A est une algeébre, grace a la formule

2n 2n
(.Zaiei> (ijej) = > aibj(eiej); oi a;ER et bjER.
1=1 J=1

i,j=1y¢0.,2n

La sous algébre A et évidemment isomorphe 4 E.
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2. Propriétés des éléments de la base {el, Vsl y (@pg } .

Soient r, s, t, h, m des nombres naturels compris entre 1 et 2n,
et &, ele{— 18 1}. Alors

1. Pour tout r,s€D il existe eE{—l,l} et heD tel que
€r€s =— € €n
En particulier: si (r,s) € I? ou (r,s)E J? alors hel

si(r,s)EIXTJ ou (r,s)€J X1 alors heE].

2. &, =e VreD.

3. €:€s=eres V(r,s)ED%

4. Si e;es =cey alors €;e; = €,€; = € €.

5. ei(eres) = € (€ es).

6. (eres)er = (€res) & .

7. Si ec(eset) = eey alors € (eset) = € é€y.

8. Si (eres)er = e en alors (eres)€ =€y

En effet:

1, 2, 3 sont évidentes d’aprés les définitions.

4. Si (r,s) € I® la propriété est évidente. Si (r,s)EJ? et e;es = eey
onaura €;€;=c¢ey; on a donc e;€; ==¢€:es=¢e€y. Si (r,s)EIX]
et eres =¢eep, on construit le produit e €s = g em et on a
eres =€ €n; d’oll €€y =¢¢€En. On a donc e, =6€m, e =1¢ et
€res = €€ =€€y,. De méme si (r,s)E JXI.

5. Soit e;es=c¢ey; de la propriété précédente résulte que &.es =¢é&y.
On a donc et(eres) = e(ecen) = € (€ €n) = &; (¢ €n) = & (&:es).

6. Si eces=c¢cey; on a €es=c¢€n; d’olt (ere)et=c(ene) =
= g(€n €) = (c€n) &: = (Er€5) &;.

7. Si er(ese) =cen et eser=r¢1em, on a e (gem)=cen; dou
erem = (g1€)en et &rem = (51€)€n; on a donc & (ese) = & (6 em) =
= g;(g;€) €, = €€p.

8. Si (eres)er=cen et eres =¢€em, alors g (emer) =cep et eqey =

= (e18)en. On a donc em€ = (g;€) €n; d’olt (eres) & = & (emér) =
= g;(e1€)€n = €€y
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3. Théor2émes sur ’Algebre A.

Théoréme I SiKEest un anneau commutatif, alors A est aussi

un anneau commutatif.

D ém: E étant isomorphe a la sous-algébre A de A, A est donc
aussi commutatif et on a pour (r,s)EI® e;es=ese; et pour (r,s)€E J?
eres=¢€;6s= €5 €, = ese,. D’autre part, si (r,s)EIX] et si e;€s= €ser=
=c¢e,, On a ees=—ese, = ¢é, et de méme si (r,s)€ JXI. c.q.f.d.

Théoréme II. SiKE est un anneau associatif, alors A est aussi

un annean associatif.

Dém: Le sous-anneau A de A, étant isomorphe a E, est aussi

associatif. On a donc:

. (r) S, t) (& 13 . €r (eset) — (er es) €t.

— (r,s,t) EIX]I?  : er(eser) = ec(

_ (rvsxt)ejle : er(eset)zér( s €t

— (1,8, t) ETXIX]: ecr(eser) = & (Eser) = & (es€t) =(Eres) €= (eres)er.

— (r,s,t) EIXIXI et soit e (ese) = cen; alors € (ese) =¢eey
et on a (er€)er = er(€ser) = €r(ese) = eé€n et (eres)er =
= (e;&)€ = ¢ en; d’out er(ese)) = (ereq)er.

— (r,s,t) € J3: d’aprés le cas précédent on a € (es€) = (€res)&:;

d’Ofl €r (es et) == ér (es éz) = (ér es) ét = (er es) €t.

— (r,s,t) € JX12: d’apres le cas précédent on a e, (€s€t) = (e, &s) € ;
d’ott e (eser) = er(6:s€) = (e, &) & = (eres) et.

— (r,s,t) EI2X J: d’aprés le cas précédent on a & (es€:) = (res)é:;
d’oll e (eser) = €;(es€) = (Eres) & = (eres)ex. c.q.f.d.

Théoréme III. Sil’anneau E a comme élément unité 1°é1ément
ci de la base (ci),,, alors e; est 1’élément unité de 1’anneau A.

Dém: I’élément e; est 1’élément unité de A, c.ad. si r€I on
a ecej=e¢eje;=e¢e,;. D'autre part sirEJ et e;e;==cey, on a & —¢é,e; =

=z¢€y d’oll €&,=2¢y et e=1. Ona donc e; e;=e, et de méme e;e; =e; .
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4. Des idéaux de I’anneau A dont tout élément différent de zéro
est un diviseur de zéro de A.

Pour tout rED on pose e;=e,} €. et e/ =e,—¢€, et on note A,
la sous-algebre engendrée par (ei), et A, la sous-algtbre engendrée par
(ei');e,- Alors si e;es=¢ ey, ona ere; =(e.+ &) (es+&)=2(erest€re)=
=2(e(en48n)) =2(ceh) et eler = (e — &) (es— &) = 2(e ef), ot 2€Z+.
On a donc erei=(2¢)ey, et efey =(2¢)ey, ot 2ER. Il en résulte donc
que (ei), (resp. (ef)e;) est une base de A; (resp. A,).

Théoréme IV. Les anneaux A; et A, sont des idéaux de A
et tous les éléments les différents de zéro de A;U A, sont diviseurs de

zéro de A.

= n 2n
Dém: Soient a€A;, bEA, a =3 aiej, b= 3 Piei olt a;, fiER.

i=1 i=1

) 2n

On pose Yentr=i = Y = oy VIIEI. On a donc a= Fye;, alors
i=1

ab= %X Yiﬁj(eiej) = 3> YrBs(erGS) + 3 YrBs(erES) ~+ 3 veBs (eres) +
(i,j)e D2 (r,s)el? (r,s)eIxg (r,s)€gxI

+ Z ¥ 65 (er eS) = Z {Yr 65 (eres) +‘ ¥r B2n+x—s (er és) + Yoen+1—r Bs (ér es) +

(r,s)€g? (r,s)el2

+ Yont1—rBontios (8:8) } =S ar(Bs + Bansi—s) (e €s - Eres).

(r,s)el?

Mais si eres==¢tey, on a e e;+¢€res=c(ey+ &) =ceh.
D’ott ab € A;. De méme ba = b 3 (Bs+ﬁ2n+l—5) Or (es er""és er) EA;.

(r,s)eI?
Ce qui prouve que A, est un idéal de I’anneau A.

n 2n -
De méme si a=3S e/ EA; et b=3fiei€A, (%,BiER), on a
i i=1

i=1

ab == Z Or (BS — B2n+l—-s) (er €s— ér es) = A2 ’ et

(r,s)el?

ba = z (Bs - B?n-}—l—-s) Oy (es €r == és er) € Az .

(r,s)eI?
A, est donc un idéal de A
D’aprés les formules trouvées pour les produits ab et ba il résulte
que si aEA; et bE Ay, ona ab=>ba =0, c.a.d. tous les éléments les
différent de zéro de A;U A, sont des diviseurs de zéro de I’anmeau A.
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DEUXIEME PARTIE

On suppose que R est un anneau associatif avec unité et tel que I’équation

2x = 1 admet une solution dans R.
Evidemment 2 appartient au centre de R et la solution de 1’équa-

. . 1 :
tion 2x =1 est unique. On la note — et elle appartient au centre de R,

2

1 1 1
parce que VYyER on a y = 2-—2— y =2 —é-y = ?y 2. Donc
A1

5. Isomorphisme des algebres A, A, et A,.

Théoréme V. Les algébres A, A; et A, sont isomorphes.
Dém : On définit I’application A —> A; (resp. A —> A,) de la

n
maniére suivante: Va€E A, ol a= Ja;e;, (a; ER) on fait correspondre

i=1

a’= 3 (% a;) e (resp. a” =.§1 (% ai> ei”>. Les deux applications

i=1 i

sont évidemment bijectives.
Soit maintenant b = I fiei€ A, (BiER), b’ son image dans A, et
1=1
y ER. Alors

atb=S(a+B)e, a4b =

1=1 1

5 (@FB)el,

M=

n

n 1 ’
ya =.§1(Yai)ei, Ya'=2(§vai) e,

i=1

ab =zarﬁs(eres), ba = Zﬁras(eres);

(r,s)e]? (r,s)e]?
1 1 1 1
a’b = = — o, Ps (er es b'a’ = — = PBros (ered).
(r’sip2 2 rﬁs( r s)) (,,5)25122 2 [-J’r s( r€Cs

Mais, on a déji vu que si eres =¢een, on a eres = 2gep. Il en
résulte que les algébres A et A; sont isomorphes; de méme pour I’iso-
morphie entre A et A,.
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6. Théor2dmes relatifs a I’algebre A.

Théoréeme VI. L’anneau A est somme directe des idéaux
A] et Az.

Dém. Eneffet VrED on a e, = —2—(er + er’). Mais ezn41—r = er
i X -~ 1 7’ ! ’ x
et emy1—r=-=er. On a donc € =_—2-(er—e,). Il en résulte que A est
somme de A; et A,. Mais comme d’autre part A; 1 Ay = {0}, cette somme
est directe.

Théoréme VII. Sil’anneau E est sans diviseurs de zéro alors
1) les idéaux A, et A, sont premiers, 2) les diviseurs de zéro de A sont
exactement les éléments les différents de zéro de 1’ensemble A;U As,
3) A—(A; UAs) est un groupoid multiplicatif.

Démonstration. 1) Soient a et b deux éléments de A tels que ab € A;.
On décompose, d’apres le théoréme précédent, a =a;-ta,, b=b;+b,
ol a;, by EA; et ay, by € Ay. On a déja vu que le produit d’un élément
de A; par un élément de A, est toujours égal 4 O; on a alors
ab =a;b;ta,b,. Mais comme ab € A; il s’ensuit que azb, € A;] Az,
c.a.d. aghby=0. Or, I’Algébre A,, étant isomorphe 4 E, est sans divi-
seurs de 0; on a donc que, ou bien a, =0, d’ott a=a2a;EA;, ou bien
by=0, d’ott b=Db;EA;. L’idéal A; est donc premier et de méme
pour 1’idéal A,.

2) On sait déja (théoréme IV) que tous les éléments les différents
de 0 de A, U A, sont des diviseurs de 0 de I’anneau A. Il suffit donc que
tout diviseur de 0 de A appartient & A;U A,. En effet: soit ab = 0, sans
que a ou b sQit égal 2 0. On a abE A;NA; et les idéaux A; et A; étant
premiers, il s’en suit que a et b appartiennent & A; U A,.

3) On a évidemment K#:AIUAg, car An(AIUA2)={O}. Soient
alors a et b deux éléments de K—(AIU Ay). On écrit a=a;} a,,
b =b;+ b, et maintenant a;, az, by, by sont tous différents de 0. On
a alors ab =a;b;+asb, oll a;b;, azby5=0 parce que les algébres A, et
A, sont sans diviseurs de 0. On a donc abEK——(AIUAz). c.q.f.d.

Corollaire. Si E est un anneau associatif avec unité et sans diviseurs
de 0, alors A — (A;U A,) est un monoide multiplicatif.

Dém. Soit e I’unité de A, qui est isomorphe 4 E. Alors, e est aussi
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IPunité de K, car sinon, A étant associatif, e serait un diviseur de 0
de A, c.a.d. on aurait e€ A;UA,; or, Aﬂ(AIUAz)::{O}. On a donc
e X —TAUAY.

Théoréme VIII. Si E est un division ring, alors:

1) 81 aEK—(Alu A,) et bEK, les équations ax =b et ya=b
ont des solutions dans A.

2) Les idéaux A; et A, sont maximaux.

Dém. 1) Soit a=a;ta,, o 0z£ka;EA; et 05£a,EA,, et
b =b; -+ by, olt b; EA; et by € A,. On va prouver qu’il existe x = x; -+ x»
avec xX;E A; et x3E€ A, et tel que ax =b. En effet, A; et A, étant iso-
morphes a E, les équations a; x; = b; et a,x, = by ont des solutions dans
A; et A, respectivement et par conséquent on a ax = a;X;+ ayX,=
= b; + by =Db. De méme pour 1’équation ya =b.

2) Soit I un idéal de ’anneau A tel que A;(CI strictement; on a
donc Id- Ay, et comme AlﬂA2={0}, on a aussi I & A,. Il en résulte
donc que Id AUA,.

Soit alors dEI et dg A;UA, et b élément quelconque de A. 1l
existe alors x € A tel que dx=b; mais dx €1 c.4.d. bel. Ce qui
prouve que I = A c. 4. d. que 1’idéal A;, de méme pour A,, est maximal.

c.q-dad,

Théoréme IX. Sil'anneau E est un quasifield, alors:

1) 84 aE—A—(AIUAz) et bE A, chacune des équations ax =b et
ya=b a une et une seule solution dans A.

2) A—(AUA,) est un guasigroupe multiplicatif.

Dém. 1) En effet I’équation ax =b a une solution x € A d’aprés
le théoréme précédent. Soit t E A une autre solution de I’équation ; on
aura donc a(x —t)=0. Mais I’anneau E étant sans diviseurs de zéro et
a étant différent de O, il en résulte que x =t. De méme pour ’équation
ya = b.

2) Si a et b sont des éléments de A —(A; U A,), alors les solutions
des équations ax=b et ya=>b appartiennent aussi & A — (A;U Ay).
Mais comme on sait déjA que A —(A;UA;) est un groupoid multiplicatif
(th. VII), ca prouve que K—(AIU A,) est un quasigroupe multiplicatif.

Corollaire. Si I’anneau E est un corps, alors A —(A;UA;) est un
groupe multiplicatif.
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Dém. A— (A1 U A,) est un quasigroupe multiplicatif. Mais comme
A est un anneau associatif il en résulte que K——-(Al U A,) est un groupe
multiplicatif.

Théoréme X. Si ’anneau E est alternatif, A est aussi un
anneau alternatif.

D ém. D’aprés le théoréme d’Artin, il suffit de montrer que pour
tout (a,b)EAX A, on a

(aa)b = a(ab) et (ba)a = b (aa).

Or, si on écrit a=a;+a, et b="b; + by, (a;, b E A; et ay by E A,)
et étant donné que les anneaux A; et A, sont altérnatifs, comme isomor-
phes a E, on a

(aa)b = ((31+32) (a; +as) ) (by+bg) = (aya;+azay) (by 4 by) =

= (aja;) by -+ (azas) by = a;(a; by) ~+ as(ag by)
et a(ab) = (a;+ay) ((a1-+a.) (by + bs)) = (a1 + as) (ay by +asby) =
= a3 (a; by) -+ a5 (agby).
On montre de méme que (ba)a = b(aa). c.q.f. d.

Remarque. Dans la premiére partie on a supposé que R est un anneau
unifére non nécessairement associatif, tandis que dans la deuxiéme par-
tie on a supposé qu’il était un anneau associatif avec unité et tel que
I’équation 2x =1 a une solution dans R. Sous cette hypothése, les théo-
réemes 1 et 2 selon lesquels si E est un anneau commutatif respectivement
associatif, A 1’est aussi, se démontrent immédiatement en décomposant
les éléments de A en somme d’un élément de A, et d’un élément de A,.

HDEPIAHWIZE
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om0 -"AdyeBoar A, xal A, tiic A, aitves, dswoovpevar G¢ Saxtéhor, elva
10ecdn Tob daxtvriov A xal xdde didqogov ToD undevog atougelov Tiig Evaoewg
A UA; elvar pmdavodiagétng tod A.

II. Eic to Beﬂtsgov uéoog vmotideran, 2mi mAéov, OtL 6 daxtiiiog R elvar
neooeTalolotixog xoi 1 8Elowolg 2x = 1 2mlderar v R xal dmodewxvietor xat’
apyag otL éxdotn TV Avotéom *AlyeBodv Ay xal Ay sivor loéuoopog mog TNV
E, 6 8 daxtihiog A elvar edd ddootopa tdv idewddv Tou A; %ol A,.

"Av 6 daxtdhiog E 0gv #xer umdevodiangérag, tote dmodewxvietal GtL Ta
1dechdn A; xal Ay 10T A elvar modta, T 08 cvvohov THY undevodiangeTdv Tob A
ovumintel weog 10 (AU Ay) —{0}.

"Av gig tov Saxtvhiov E 1) diaipeoig, ué otouxeiov didgooov tod umdevig,
glvar mdvrote duvaty (xwolg va eival xat’ avdyxmv xai povoonuavtog, diéty d&v
amoxAeleTal twoa 1 {S:rtagElg undevodiargetdv 1ot E), tdére, dg dmodexvietan, ta
0eadn A; nal Ay tod A sivae uéyiota xai o xdde a € A—(AIU Ay) »al xdde
bEA ai gEowoelg ax =b xnal ya=Db &ovv Aloeig &v A.

"Av duwg elg 1ov daxtidov E 1 diaioeoic, né otouyeiov didgooov tol unde-
vlg, elvar mdvtote povoonudving duvvary, téte ail dvotéom dewondeicar EEiomd-
oelg EmAvovran povoonudviag &v A. Eig v neolntoow 8¢ 1 E elvar odpa, téte
10 A — (A U Ap) amotekel mohhamhasiaotingy pdda.

Snueiworg. ’Eugavileral oltwg 1 Uwaofis pidg véag doutig «dviiaué-
oov» daxtviiov xai oduatog. Thv dounv tavtny xakel 1 cuyyoopels 6 o W o -
topoe@ov wal tv 60ilel dg &Efic: "Eotw A doaxtvdiog xal S 10 ovvolov
pE otogelo tovg (Tuyxov vmdoxovrag) undevodiagérac Tol A xal TO undevinov
otogeiov avtod. Tdte, dv 10 ovvohov A -S elvar morlamlaciaotiny oudg, 6
daxtvdiog A xakeltar couatopogpos. Qg eival moogavés, Evog cwUATEUOQPOS
daxtilog elvar odua, 6tav, xai udvov Grav, S = {0}

Téhog, amodewxvietar eig 10 devtegov wéoog Tiic magovong doyasiag 6ti, dv

M “AlyeBoa E elvar alternative, téte 10 adto ovuPaiver xai e v A.




