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ANAKOINQZEIZ MH MEAQN

ANALYSE MATHEMATIQUE.—Sur les équations qu’on intégre en
les différentiant®. Note de M. Spyridion Sarantopoulos. Présentée
par M. Georges Rémoundos.

1.—1II est déja connu dépuis longtemps qu'on intégre une équation
différentielle de la forme

d
(1) y=A(xp), (P=ax)
en la différentiant, si Pon peut intégrer 'équation dérivée
(2) P=Etna
Soit
3) F(x, p, C)"" 0

Péquation intégrale de cette derniere. Alors l'intégrale de I'équation (1) est
le résultat de I’élimination de p entre 'équation (1) et (3). Par cette méthode
on a pu intégrer 'équation dite de Lagrange dont un cas particulier est
celle de Clairaut. On a ainsi pu intégrer, de plus, un petit nombre d’équa-
tions! qui ne sont que des formes trés particuliéres de (1).

2.—Dans un mémoire qui doit étre publié bientét nous nous occupons
d’une maniére systématique de lintégration de ces équations qu’on intégre
en les différentiant. Nous avons obtenu des résultats nouveaux, assez
interésants et généraux. Nous nous contentons d’en donner ici quelqus-uns
sans demonstration.

3.—o’) Considérons les équations différentielle

@ y=px+(p)x
(5) y=px+i(p)y”
Elles sont de formes plus générales que I'équation de Clairaut; la deu-

xiéme peut se mettre aisement sous la forme (4). On obtient l'intégrale
générale de (4) en éliminant p entre cette équation et la rélation

(6) % =f(p) T Je—

Vzlff(P)' VLdP], (c=constante).

* 3. TAPANTONOYACY.—Mepi 10V EEIGHGEQV TOV AVOREVAV Si& Sixpopicews.

! Voir Encyclopédie Allemande pag. 244 ; voir Bulletin de la Société Math. de France
1895, 25 p. 50 : Sur certaines équations qu’on intégre en les différenciant, par M. L. RAFFY,
et p. 88: Sur les équations différ. analogues a I'équation de Clairaut, par M. GOURGAT.
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f’) En généralisant la forme (4) on trouve que lintégrale générale de
'équation

(7)  y=f(p)+ [+ [pdi(p) -+

v

x+f(p)x*  (a=const. donnée)

est y:ac+c"'+'['0 [(%) dx  (c=const.),

o I(%)v] désignant la valeur de p qu'on tire de 'équation

(8) fp)=(5)

On peut écrire 'équation (7) sous la forme

‘,‘/‘ de(p)
) y - @(p)x+xve "I
pour avoir l'intégrale générale de (9) on doit lui joindre la relation
- / do(p)
(10) x=ce ®(p)—P ;

cela revient-a éliminer p entre (10) et la relation
y=@(p)x+c".

¥') Une forme plus générale que (7) est 'équation

1

(11) y=i(p)~

dont l'intégrale générale est

y:occ+§1AM *+fo l(:)v]dx I avec p=—0 [({)VI et f(p):(%)v].

L’équation (10) peut se mettre sous la forme

o+ [pdi(p)” v |x+2 A, i(p) " x*
g

(de(p)

(12) y;cp(p)"*% A, xke O,

Alors on obtient l'intégrale générale en joignant a (10) 'équation
y=o(p)x+2 A“C“
=1

4.—Les formes (11) et (12) suggérent le théoréme général qui suit:
Théoréme. Soit ['équation générale

(13) y=A(xp)+ B(x,p)

St Uintégrale genérale
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(14) F(x,p,c)=0 (ot c est une const. arbitraire)
de 'équation décivée qu’on obtient en différentiant I’ équation
W= A (X> P)’
définit pour p une fonction de x, et ¢, reduisant B (x,p) @ une nombre constant

(en général égal a une fonction de c,® (c)), I'équation intégrale de (13) est le
résultat de I’ élimination de p entre la relation (14) et I’équation

y=A(, p)+0O(c)
Ce théoréme est trés utile pour faire des généralisations importantes.

Voici quelques applications

1. L’équation différentielle

y—

y=px+{(p)x" +®[X”“’f(p)71 + 35 fipy + dp|,

olt O(u) désigne une fonction arbitraire de u, est une forme plus générale

que {4). On obtient son intégrale générale en joignant a la relation

y=px+{(p)x’ + O(c)
I'équation (6).

II. L’équation
1 » 1 1 -
(14)  y=f(p) v [+ [pdi(p) v |x+i(p)x' +O|xi(p)+
est une généralisation de (7). Son intégrale générale est

y~——0tC+Cv+®(c)+L/’o[(%)v]dx

En généralisant (9) de la méme fagon on obtient 'équation

/ de(p)
l1>(p)—p]

(15) y=¢(p)x+© [Xe
ayant comme intégrale générale le résultat de Pélimination de p entre (10)
et la relation
y=o(p)x+0(c)
On remarque que (14) et (15) peuvent étre aussi obtenues par la géné-

ralisation de 'équation y—¢(p)x moyennant le théoreme précédent.

III. L'équation de Clairaut n'est qu'une généralisation de I'équation
simple y=px, qu'on fait a l'aide du théoreme précédent.
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IV. L’équation
- dx

(16)  ypo()+O [poxe | ]
étant une généralisation de I'équation y—po(x) a pour intégrale générale
'équation

Fdx
y,:ce‘/ °(’"+®(c);
c’est-a-dire pour l'obtenir, il suffit de remplacer, dans I'équation (16), p par ¢
dx
et o(x) par ef °x) Si on a o(x)=x I'équation (16) se réduit a Péquation de
Clairaut.

V. Léquation

v

p*o(x) :1—":14/- o(x)" 5 dxl (avec v3=0 et v=k1),

y=p'o(x)+06

a pour intégrale générale '"équation qu'on obtient en éliminant p entre les

équations du systeéme

v—1

y=p'6(x)+0(c), P =o(x) v |c+T [o(x)" %dxl

V1. L’équation

y=a(x)p+b(x)+0 |a(x)pe

/‘d_x : /’_ O]
120 1 fe’ *® db(x)]

est une généralisation de 'équation lineaire du premier ordre. Son inté-
2 ’
grale générale est
o
a(x) |

c- ,/’e_‘/“_; db(x)|+b(x)+ O (0).

I8

Si 'on a b(x)=0 et a(x)=0(x) on rétombe a 'équation (16).

VII. L’équation
[ de(p) [ de(p)
@(p)—p df(p)]

y=@(p)x+{(p)+ 0O [xe o)+ | e o

est une généralisation de I'équation de Lagrange. On obtient lintégrale
générale en éliminant p entre les équations
de(p) _de(p)

“e)—p [ > jcp(r»)-p di(p)
[C+.’ ¢ 9(p)—p

y=¢(p)x+i(p)+O(c) et x—e

5.—Nous allons maintenant énoncer une proposition trés générale:
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Une équation differentielle quelconque y—A(x,p) peut se mettre sous la
forme survante

(17) yﬁ—pax“’"’)+0““p 2+ K(p,0)+P (o)

¢ élant une fonstion de x et p satisfaisant & unc relation de la forme

(18) x+ K, (p,0)=¢(op)
Alors Uintégrale générale de (17) est le résultat de I élimination de p et
o entre (17), (18), et la rélation

(19) 0?22 [opde(op)+ [0dD(c)=c

Désignons par G (p, o) le premier membre de (19). Alors on peut dire:
On obtient l'intégrale générale de 'équation différentielle

(20) y=—p®9 1 6™ K (50)+(0)+ O (C)
en éliminant p et o entre la relation

y=—3+0%+ K+®(0) +0(c)
et les (18) et (19).
Outre intégrale générale, 'équation (24) admet une solution singuliére,
On obtient cette solution en éliminant p et o entre (18), (19) et la rélation

dae(c)
dey . 1

A Tégard de cette solution singuliére, on peut énoncer la proposition
suivante:

La solution singulicre de (20), que [’on trouve comme ci-dessus, repre-
sente Uenveloppe de la famille des courbes représentées par Iintégrale géne-
rale de [ équation (20).

Comformement a cette proposition, dans tous les exemples cités: I, II,
.. VII, on peut trouver aisement, de plus, la solution singulieére de I'équa-
tion corressondante. L’équation de Clairaut n’est donc, a ce point de vue,
qu'un cas trés particulier.

6.—On peut mettre 'équation (20) sous une autre forme plus com-
mode, & un point de vue. Soit qu'on ait choisi la fonction ¢ d’avance.
Posons o=g (x, p). Soit r(c,p) la fonction qu'on en tire en résolvant cette
relation par rapport a4 x. Alors 'équation (20) se réduit a la forme

(21) y-px [r(op)dp—o [*5Pdp+P(0)+O(G(s,p))

avec
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(22) G=—o0? ("2 dp+ [6d D(0)=c

Voici une application: Soit o= "—S}) L’équation (21) et la relation (22)
deviennent
o p-1 x B n(p)\ . @
y=pX- S 5— /l/n(p) dp+@ (%3)+6(C)
V()

——— -

n / 1/ n) dp +‘/H)T? do (HT(E')’) =
Pour p=1 on trouve comme cas particulier 'équation!

(23) y:px+(1)(5%—’)+®(G)

1 [n(p) ]
wo| ox¢

=

avec

G:fn(p)dpwtfiiﬂ d@(@):c

Pour p=1 et (I)(lip—))ff x¥ n(p)V=1{(p)x* on retrouve Iéquation du
paragraphe I.
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1.—Mio péfodoc mpdg ShoxAvpwoty iy Stagpopindy EEicoewy TpHTNe Taews
Aedupévoy ¢ mpde T cuvdptnoty v elvar xal 1) Aeyopévy pébodoc Bid Sragpopi-
cewg. ‘H pébodog abty mpobimobérer &t ) Stk Stagpopicews tijg Bobeiong mpond-
ntovae EElowarg Bbvatar vo GAoxAnpwdi] xatd Tve tpémov. Oyl tvég Spwg 8-
owoetg Exouaty EAoxAMpwhi] péypr todde St& tijc peBédov Tadtng, olov M) Aeyopévy)
¢Eiowotg t00 LAGRANGE, 4] 100 CLAIRAUT ijug elvar pepint) mepintwots tjg mpd-
¢ %l Tiveg dAAat mepl T@V bmolwy ToyoAnln 6 x. RAFFY elg 10 meptodindv tijg
TFadkixiic Mabnpatiniic ‘Erapetag — Tép. 23, 1895.

‘O %. TAPANTOIIOYAOZ &oyoAodpevos xatd tpémoy ouotypatixdy mepl tdv &t
owoewv s Gvowtépw xatnyoplas elg plav tov vewtépay Statptbi)v péAdovaay va
Snpoatevdi) mpooey e, dvaxotvol dvtaiba pepixa &md ta évBiapépovia dmoteAéopata
TV Epeuv@®Y Tov, Tapéywy ta¢ Alcelg Stapbpwy YeVix®Y pope@®v Stapopikdy EEtowm-
cewy, Ty T@Y Smolwy B¢ pepixal mepimtces ddvavtar vi Bewpnbday af péypt
T008e AvBeloat. Iapéyer énlone 1o péoov xatacxevijs bowv 0édwpey Suagpoprdy &t
owoewy yeviri)s poppijc xal tév tpdémov tiic Adoews adtdv. Obtwg &modetxvier &tt,
&v 0=g(x,p) xal (0, p) Taptotd TV cuvdptyoty X Vv bpilet 1 oxéoig abty, 7
yevix) Abatg Tijg (21) elvae 0 EEaydpevoy dradorpiic @Y o xal p petald t@v (21),
(22) %ol tijg oxéoews o—g(x,p). ‘Extd¢ tijc yevixijc tadtng Aboewg Omodetnviet
tpémoy edpéoewe xal Tijg Aeyopévre Bralobong Aboewe Vjtic TapLoTd YEWPETPLXOE
v meptBaAdovoay TV xapmiAwy T Yevixdjc Adoewe.

1 g nEl\_ X o f TN o X "(p)— .
En posant dans (23) @ ( x )_—P'(p)t (P,(p)) T (P’(p)) avec P'(p)=n(p) on est de

vant I'équation donnée par M. RAFFY.



