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AIA®OPIKH TEQMETPIA.— Sur un cas spécial de déformation des

surfaces reglées gauches, par Othon Pylarinos.*

Une surface reglée gauche d’un espace euclidien a trois dimensions
admet toujours un ensemble infini de surfaces reglées gauches dont cha-
cune peut étre représentée sur elle de maniére que les génératrices
(rectilignes) des deux surfaces ainsi que leurs lignes de striction se cor-
respondent, les deux surfaces ayant en outre des normales coincidentes
en chaque couple de points homologues de leurs lignes de striction
(6, p. 45; 5, p. 158); dans cette représentation la distance des points
homologues des lignes de striction des deux surfaces est constante et il en
est de méme de 1’angle des sens choisis comme positifs sur les directions
de leurs génératrices hromologues. Cet ensemble, lorsque la surface reglée
gauche est choisie au hasard, ne contient pas en général de surfaces
pour lesquelles la représentation indiquée soit isométrique et, autant que
je sache, les surfaces reglées gauches qui admettent de telles surfaces
ne sont pas jusqu’ ici étudiées.

La représentation isométrique des deux surfaces reglées gauches
applicables ’une sur 1’autre, qui fait correspondre leurs génératrices
est appelée par E. KRUPPA déformation de Minding (4, p. 341). Cette
représentation fait correspondre nécessairement les lignes de striction
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des deux surfaces (1, p. 199) et, dans ce qui suit, le cas spécial de la
représentation de cette espéce, dans lequel les normales aux surfaces en
chaque couple de points homologues de leurs lignes de striction coin-
cident, est appelé, pour abréger, déformation (n) de Minding.

Dans la présente étude, dont 1’objet est la recherche des surfaces
reglées gauches réelles qui jouissent de la propriété indiquée, nous
montrons d’abord que deux surfaces reglées gauches réelles applicables
I’une sur l’autre, lorsque la représentation isométrique de 'une sur
I’autre est une déformation (n) de Minding, dans laquelle leurs géné-
ratrices homologues ne sont pas parall¢les, sont des surfaces & courbure
conique constante ou—ce qui revient au méme — des surfaces dont les
génératrices sont respectivement paralléles aux tangentes & deux hélices
cylindriques, dont en outre les normales communes le long de leurs lignes
de striction sont les normales principales d’une courbe; tandis que en
cas que les génératrices homologues des deux surfaces soient paralleles,
elles sont nécessairement paralléles aux tangentes soit a une courbe
plane soit & une courbe gauche a courbure totale constante. Dans ce
dernier cas les lignes de striction des deux surfaces sont des lignes de
courbure et la surface engendrée par les droites qui joignent les points
homologues de ces courbes, est une surface conique par rapport au
sommet de laquelle les deux surfaces sont symétriques. Nous donnons en
outre des théorémes qui établissent des conditions suffisantes afin qu’
une surface reglée gauche réelle admette une autre applicable sur
elle, la représentation isométrique des deux surfaces 1’une sur ’autre
étant une déformation (n) de Minding. Enfin nous montrons qu’ a une
hélice cylindrique ou a une courbe plane réelle et dépourvue de points
singuliers on peut faire associer o' surfaces reglées gauches réelles,
définies 2 un déplacement parallele pres, dont chacune admet une
autre applicable sur elle, la représentation isométrique des deux surfa-
ces [’une sur I"autre étant une déformation (n) de Minding; tandis qu’a
une courbe gauche réelle 4 courbure totale constante, dépourvue de
points singuliers, on ne peut faire associer qu’une seule surface reglée
gauche réelle, définie 4 un déplacement parallele prés, admetant une
autre applicable sur elle, la représentation isométrique des deux surfaces
I’une sur 'autre étant une déformation de Minding de ’espéce indiquée.

1. Soit R une portion d’une surface reglée gauche réelle d’un
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espace euclidien 2 trois dimensions, a parameétre de distribution =0
sur toutes les génératrices, définie par rapport au systéme de coordon-
nées choisi dans ’espace par 1’équation vectorielle

(1,1) f =g (u) + ve(u),

ot e(u) est le vecteur - unité qui détermine le sens positif sur la di-
rection des génératrices de R, le paramétre u étant I’arc de la courbe
directrice C de R, définie par 1’équation (vectorielle)

(1’2) é-:@(u)a

qui, par hypothése, est la ligne de striction de cette surface.
L E
Le produit mixte (é Ae) X e, dlaprés la supposition faite pour le
paramétre de distribution de R, est 5= 0 pour toutes les valeurs de u qui
correspondent aux points de la courbe C. Par conséquent il en est de

méme des deux vecteurs é/\g, e, dont le premier au point courant
K (u) de C est paralléle 4 la normale 4 R en K et il détermine, par
définition, le sens positif sur la direction de cette droite; par ailleurs la

dérivée e pour la valeur de u qui correspond & K, est parallele aussi,
comme on sait (7, p. 138), 4 la normale & R en ce méme point, puisque K
est le point central de la génératrice issue de ce point.

On peut donc écrire :

(1,3) e=x7,

ol

(1,4) P LA
lg A el

est le vecteur - unité qui détermine le sens positif sur la direction de la
normale 4 R au point courant K de C,

(1,5) ——

# Les points désignent les dérivées par rapport & u. Les opérations de déri-
vation et d’intégration qui seront faites dans cet article sont par hypothése
légitimes dans les intervalles considérés.
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et e=-41ou —1 suivant que (é Ae) Xe>ou<0 pour la valeur
de u qui correspond a K.
Cela posé le produit vectoriel

(1,6) z=e AT

au point K(u) de C est un vecteur - unité paralléle i la tangente & R
en K perpendiculaire a la génératrice issue de ce point. Cette tangente,
appelée tangente centrale de R en K (6, p. 32), la génératrice issue de K
et la normale 4 R en ce méme point, lorsque les sens positifs sur les
directions de ces droites sont déterminés respectivement par les vecteurs
z, e, @ forment un triddre trirectangle orienté [K; e @ z]: le triedre
central associé & la surface sur sa génératrice issue de K (6, p. 32).

Les formules pour les dérivées des vecteurs e, f, Z par rapport a
I’'arc u de la ligne de striction de R sont pareilles aux formules pour les
dérivées des vecteurs-unités qui déterminent les sens positifs sur les
directions des axes du triédre de Frenet associé 4 une courbe par rapport
a I’arc de la courbe. En effet on a pour la dérivée de e la formule (1, 3)
et pour les dérivées des 7, z les formules (5, p. 145):

(1,7 ﬁ=——xe+cz, z;=—cﬁ
ol
1.8) s_leAe)Xe

gz

et % est le coefficient qui figure dans la formule (1, 3); la valeur de x
en chaque point de C et, par conséquent, sur chaque génératrice de R,
d’aprés la supposition faite pour le paramétre de distribution de R, est
= 0 et le rapport

(1,9) — - =,

au point courant K de C est, comme on sait (3, p. 63), égal a la courbure
conique de R sur sa génératrice issue de K (2, p. 257).

Par ailleurs la dérivée
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au point K(u) de C est un vecteur - unité, puisque u est ’arc de C, qui,
étant paralleéle a la tangente 4 C en K, détermine, par définition, le sens
positif sur la direction de cette droite. Ce vecteur est, par conséquent,
paralléle au plan tangent 2 R en K.

On aura donc, en désignant par ¢ 1’angle orienté:

C T 7T
@0 (-5 <e<i)
la relation
(1,10) E:—:é:gcoscp—i—z sing ;

ce qui permet d’écrire I’équation (1,1) de R sous la forme
(1,11) = [ (e cosp + z sing) du + ve(u).

Les trois grandeurs %, ¢, @ sont des fonctions de la variable u défi-
nies pour toutes les valeurs de u, qui correspondent aux points de la
courbe C et, par conséquent, aux génératrices de R et leurs valeurs sur
chaque génératrice sont appelées par E. KRUPPA courbure, torsion et striction
de la surface sur cette génératrice respectivement (3, p. 63). Ces trois
fonctions peuvent étre considérées comme les invariants fondamentaux de
la surface par rapport & ses déplacements dans U’espace, car une surface reglée
est définie a un déplacement preés, lorsque les expressions de sa cour-
bure, de sa torsion et de sa striction sur ses génératrices en fonction de

I’arc de sa ligne de striction sont connues (6, p. 34).

Par ailleurs la valeur absolue de la premiére de ces fonctions et la
seconde sont respectivement égales & la courbure et a la torsion d’une
courbe rapportée au paramétre u, dont les tangentes sont paralléles aux
génératrices de la surface.

En effet, si 1’on considére la courbe C* définie a4 un déplacement

paralléle prés par 1’équation
(1,12) gt = e (u) du,
on reconnait aussitdt, en tenant compte que 1’on a

e 2

(1,13) "

=e =1,

que la correspondance entre cette courbe et la ligne de striction C de R,
dans laquelle aux points homologues des deux courbes correspond la
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méme valeur de u est une correspondance avec égalité des arcs homo-
logues. Dans cette correspondance les axes du triedre de Frenet associé
a la courbe C* en son point K* homologue du point courant K de C, sont
respectivement paralléles aux axes du triédre central associé 4 R sur sa
génératrice issue de K. On aura donc, en désignant par »*, ¢* la courbure
et la torsion de la courbe C* en K* et en tenant compte des (1,3), (1,1)
et (1,13).

lo* A %] e . (@AY X '@'*
lg*l° (6" A g’

ol x, o sont la courbure et la torsion de R sur sa génératrice issue du
point K et e=+41ou — 1 suivant que % est > ou < 0.

La surface développable qui admet la courbe C* comme aréte de
rebroussement et dont les génératrices sont paralléles aux génératrices
de R est appelée par G. SANNIA orientrice développable de la surface
R (6, p. 37).

2. Soit maintenant R, une seconde surface reglée gauche réelle
définie par I’équation

(2,1) T, = p (u,) 4 v, gi (u,),

ol e,(u,) est le vecteur - unité qui détermine le sens positif sur la direc-
tion des génératrices de cette surface, le paramétre u, étant ’arc de sa
ligne de striction C, définie par 1’équation

@1 = 0 (ul)'
Une représentation de la surface R, sur la surface R définie par
I’équation (1, 11), qui fait correspondre leurs génératrices ainsi que leurs
lignes de striction, peut étre établie par deux relations entre u,, v, et

u, v, qui sont nécessairement de la forme
(2,2) u, = u,(u), vi=v,(v);

pour que dans cette représentation les normales aux surfaces en chaque
couple de points homologues de leurs lignes de striction coincident, il
faut et il suffit, comme on sait (6, p. 45), que les vecteurs g, (u,), e, (u,)
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qui figurent dans 1’équation (2, 1), deviennent, a 1’aide de la premiére
relation (2,2), des fonctions de la variable u de la forme

(2,3) 8o =g () +pBalu)= { (e cos oz sing) du+pa(u)

et

(2, 4) e, =e cos ® + z sin o,
dans lesquelles le coefficient B et 1’angle ® sont des constantes:
(2, 5) f = Cte, = Cte (—n < 0 <),

la fonction v, (v) de la seconde relation (2,2) étant arbitraire.

Donc st la surface R, rapportée aux paramétres u,v est définie par une

équation de la forme

(2,6) F, = [(ecosq -+ zsing)du+4 B4 v (ecos -+ zsin o),

ot B, o (— < w < x) sont des constantes dont la premiére est =0 si ® =0 ou mx,
les surfaces R, R, sont distinctes et la représentation de ces surfaces 'une sur
Pautre, dans laquelle en leurs points homologues correspondent les mémes va-
leurs des u, v, fait correspondre leurs génératrices ainsi que leurs lignes de
striction de maniére que les normales aux surfaces en chaque couple de points
homologues de ces courbes coincident.

Il en résulte, compte tenu que R est une surface reglée gauche
choisie au hasard, que toute surface reglée gauche admet un ensemble
de o ? surfaces reglées gauches dont chacune peut étre representée sur
elle de la maniére indiquée.

Il est & noter que 1’on peut toujours choisir le sens positif sur la
direction des génératrices d’une surface R, appartenant a I’ensemble de
surfaces (2, 6), de maniére que les sens positifs sur la direction de la
normale commune des surfaces R, R, en chaque couple de points homo-
logues de leurs lignes de striction coincident, la génératrice de R, homo-
logue de la génératrice courante de R étant invariablement liée, d’aprés
(2,5), avec le triedre central de R sur cette génératrice. On aura ainsi,
en désignant par 7,z les vecteurs-unités qui déterminent les sens
positifs sur les directions de la normale a R, au point central de sa géné-
ratrice homologue de la génératrice courante de R et de la tangente
centrale de R, en ce méme point et en tenant compte de (2, 4),

(2,7) o, = 1, 21=—Esinm+2cosm.
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3. Si la représentation isométrique d’une surface R, applicable sur
la surface R définie par 1’équation (I1,11), est une déformation (n) de
Minding, 1’équation de cette surface rapportée aux parameétres u, v,
comme il résulte de ce qui est exposé dans le paragraphe précédent,
sera nécessairement de la forme (2, 6), puisque dans cette représentation,
qui fait correspondre les génératrices et les lignes de striction de ces
surfaces, les normales aux surfaces en chaque couple de points homolo-

gues de leurs lignes de striction coincident.

Il s’ensuit que, pour que I’ensemble de surfaces reglées applicables
sur la surface R contienne une dont la représentation isométrique
sur R est une déformation (n) de Minding, il faut et il suffit qu’il y ait
deux constantes f§, ® (—x< o < x) dont la premiére est 70 si ® =0 ou =,
telles que les coefficients des éléments linéaires de la surface R et de
la surface R, de I’ensemble (2, 6), qui correspond a ces constantes, soient
respectivement égaux ott — ce qui revient au méme (4, p. 342) —que les
deux surfaces admettent sur leurs génératrices homologues des courbu-
res et des strictions en valeur absolue égales, les arcs élémentaires
homologues de leurs lignes de striction étant aussi égaux en valeur
absolue.

Mais, d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe 1, si 1’on désigne
par %, o,, @, la courbure, la torsion et la striction d’une surface R, de
I’ensemble (2, 6) sur sa génératrice homologue de la génératrice courante

de R et par du, I’arc élémentaire de sa ligne de striction C,, on a

3,1) % =(é)2 (d_u>2 ol = (z,) <£u—>2 cos’ @, = (é X 5,) (d—u>2
) 1 1 dul » 0 1 dul ) 1 1 04 du,
et
du, )2 e
3,2) (Su)— .

Par ailleurs la différentiation par rapport a u des relations (2, 3),
(2,4) et (2,7), eu égard aux (1,3), (1,7) et (2,5), donne

(3,3) 8. = e (cos ¢ — Bx) + z (sin ¢ + Bo)

(3,4) e, =1 (x cos ® — o sin w), z}:-—ﬁ(usinm—l—ocosw)
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et les formules (3,2) et (3,1), grice aux (2,4), (3,3) et (3,4), deviennent

6,5 (4} = g2 = (cos @ — " + Gsim g + o
(3, 6) (% cos @ — o sin ©)* = uf [(cos @ — Bx)* + (sin @ -+ Po)*],
(3,7) (% sin @ + o cos w)* = of [(cos @ — Bx)* + (sin @ + Po)’],

(3, 6) [cos o (cos @ — Bx) + sin o (sin ¢ 4 Po)]* =
= cos’ @, [(cos @ — Bx)* + (sin @ + Bo)’].

De ces relations on déduit aussitot que, pour que les surfaces R, R,
admettent sur leurs génératrices homologues des courbures et des stric-
tions égales en valeur absolue, les arcs élémentaires homologues de leurs
lignes de striction étant aussi égaux en valeur absolue, il faut et il suffit
que les invariants x, 0, @ de R soient des fonctions de 1’arc de sa ligne
de striction vérifiant les relations

(cos @ — Bx)* + (sin @ + o)’ =1

(3,9) (% cos ® — o sin w)* = %’
[cos o (cos @ — Px) + sin o (sin @ + Po)]* = cos’ @,

o B, ® sont respectivement la distance constante des points homologues
des lignes de striction des deux surfaces et 1’angle constant des sens
choisis comme positifs sur les directions de leurs génératrices homo-
logues.

Les considérations précédentes permettent d’énoncer le
Théoréme I. Afin que parmi les surfaces reglées applicables sur une sur-

face reglée gauche réelle R il y en ait une dont la représentation isométrique

sur R est une déformation (n) de Minding, il faut et il suffit que les inva-
riants %, o, ¢ de R soient des fonctions de Uarc de sa ligne de striction vérifiant
trois relations de la forme (3, 9), le coefficient B et Pangle o (—a<w<n),

qui y figurent étant des constantes dont la premiére est =0 si o =0 ou m.

On peut donc, grice a ce théoréme, procéder a la recherche des
surfaces reglées gauches réelles qui jouissent de la propriété indiquée
dans I'introduction,  ’aide du systéme des relations (3, 9). A cet effet,
on peut distinguer deux cas suivant que 1’angle constant o, qui figure

dans ces relations est = ou = 0 ou =.
ITAA 1969 21



322 INPAKTIKA THE AKAAHMIAY AOHNQN

4. Supposons en premier lieu que les conditions (3, 9) soient véri-
fides par les invariants x, o, ¢ de la surface R définie par 1’équation
(1, 11) pour deux valeurs des constantes B, o qui y figurent, dont celle
de w est 50 ou m.

Alors les génératrices homologues de R et de la surface R, de
I’ensemble (2, 6), qui correspond & ces valeurs des f, ® et qui est appli-
cable sur R (la représentation isométrique des deux surfaces I’une sur
I’autre étant une déformation (n) de Minding), ne sont pas paralleles
et de la seconde relation (3,9), compte tenu que, d’aprés I’hypothese
faite, on a
(4,1) cos’ w # 1,
on déduit que I’on doit avoir

(4, 2) %le=c

ou %,, d’apres (1,9), est la courbure conique de R et ¢ est une constante
(s~ 0) liée avec I’angle constant o par la relation

(4,3) (cos ® — csin w)* = 1.

On aura donc ou bien

1—¢? . 2¢
4 = =——
(4, 4) cos ® [T e sino T+
ou
1—¢ 2i¢
4— _— — 1 =
(4, b) cos ® T r o sin Tt e

suivant que cos®w —csinw = +1 ou — 1.

La relation (4, 2) exprime que R est nécessairement une surface
reglée 4 courbure conique constante == 0, ou — ce qui revient au méme,
d’apreés (1, 14) — que "aréte de rebroussement de ’orientrice développable
de R est une hélice cylindrique. En outre de cette méme relation jointe
aux (3,5) et (3,6) on déduit qu’il en est de méme de la surface R,.

Par ailleurs, dans le cas envisagé, le coefficient § qui figure dans
la premiére et la troisiéme condition (3,9), n’est pas nécessairement =0,
puisque les génératrices homologues des surfaces R, R, ne sont pas, par
hypothése, paralléles. On a donc a examiner deux cas suivant que 8
est = ou =£ 0.
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a. Soit
(4, 6) p=0.

Dans ce cas les points homologues des lignes de striction des surfa-
ces R, R, coincident et, par conséquent, on a

du,

Cela étant la troisiéme condition (3, 9), grice a (4, 6), affecte la forme
(4,8) cos @ (cos @ —1) 4 sin @ sin @ =0,

tandis que la premiére, en vertu de (4, 6) est identiquement vérifiée.

De la relation (4,8) on déduit, si ’on y remplace cos , sin® par
leurs valeurs (4, 4) ou (4,5), que la striction ¢ de R doit vérifier ou bien
la relation
(4,9) c.cos@+tsingpg=0
ou la relation
(4,10) cosp—c.sing =20
suivant que cos® —c.sinow =+ 1 ou — 1.

Il en résulte que R et, par conséquent, R, sont nécessairement des surfa-
. o 48 19 .
ces gauches & striction constante (< -5 en valeur absolue), ou—ce qui re-

vient au méme — que la ligne de striction commune C des deux surfaces est
une trajectoire isogonale — non orthogonale — de leurs génératrices. Donc C,
d’aprés un théoréme connu (7, p. 143), est une géodésique des deux surfa-
ces et, par conséquent, leurs normales communes le long de C sont les norma-
les principales de cette courbe.

En outre les deux relations (4,9) et (4,10), & 1” une desquelles doit
satisfaire la striction constante ¢ de R jointes respectivement aux (4, 4)
et (4,5) montrent que la tangente & C en chaque point de cette courbe est la
bissectrice de I’angle des sens choisis comme positifs sur les directions des géné-
ratrices des surfaces R, R, issues de ce point.

Par ailleurs, des deux relations (4,9) et (4, 10), si ’on tient compte
de (4,2) et du fait que, d’aprés des formules connues (3, p. 73), la cour-
bure normale %, et la torsion géodésique o, de la courbe C tracée sur la
surface R, sont liées avec les invariants x, 6, ¢ de cette surface par les
relations

(4, 11) An =% COS @ — O sin @, oz = x sin @ -+ o cos @,
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on déduit que I’on doit avoir 6z =0 ou x, =0 suivant que la striction

¢ de R vérifie la premiére ou la seconde de ces relations.

Donc la ligne de striction C de R, qui est une géodésique de cette
surface, doit étre en méme temps une ligne de courbure et, par consé-
quent, une courbe plane, ou une ligne asymptotique et, par conséquent
une droite, suivant que ¢ vérifie la premiére ou la seconde des rela-
tions (4,9) et (4,10).

D’autre part, si R est une surface gauche & courbure conique
constante c=~0 et que sa ligne de striction C soit une ligne de courbure
ou une ligne asymptotique, la striction ¢ de R, d’aprés (4, 11) doit véri-
fier respectivement la relation (4,9) ou (4,10); ce qui prouve que, dans
ce cas, R est nécessairement une surface gauche 2 striction constante:

a(O <la|<L %) liée avec ¢ par la relation

(4,12) c.cos o+ sina=0
ou par la relation

(4,13) cosa—c.sina =0

respectivement. Donc C est une géodésique de R et, par conséquent, une
courbe plane dans le premier cas et dans le second cas une droite. En
outre les conditions (3, 9) sont vérifiées par les invariants x, o, @ de R
comme on le reconnait facilement en tenant compte que la striction
¢ = a de R est liée avec c par la relation (4, 12) ou (4, 13) respectivement,
si I’on y pose B =0 et que I’on remplace cosw, sin® par les fonctions
(4,4) ou (4,b) de la courbure conique constante ¢ de la surface.

On peut donc en ayant égard au théoréme I, énoncer le
Théoréme II. Afin que ensemble de surfaces reglées applicables sur une
surfaee reglée gauche réelle R contienne une surface dont la représentation
isométrique sur R est une déformation (n) de Minding, dans laquelle les points
homologues de leurs lignes de striction coincident, il faut et il suffit que R
soit une surface gauche & courbure conique constante == 0, dont la ligne de

striction est une droite ou une ligne de courbure.
b. Soit
(4,14) 0.
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Dans ce cas la premiére condition (3,9), si I’on y porte la valeur
(4,2) de ¢ affecte la forme

2
(4, 15) B—~(1—2_l:—c—)u=coscp—c.sin<p.

Cette relation, si 1’on pose

c ; 1
e, — S Q=
Vi+¢ Vi+¢

et que ['on tienne compte de (4,2), peut s’écrire

(4, 16) cos @ =

2 sin (0 — )
p

et sous cette forme elle exprime que les normales a la surface le long de

(4,17) % sina -+ 0. cosa=

sa ligne de striction C sont les normales principales d’une courbe (5, p. 161).
La troisi¢me condition (3,9), si I’on y substitue ¢ par sa valeur

(4,2) et que I’on tienne compte de la relation (4,3) a laquelle, grice a

(4,2), se rameéne la seconde condition (3, 9), devient

(4,18) (cos w. cos @ + sin @ . sin @ — &P x)* = cos’ @,

ot e=-41 ou — 1 suivant que cos® —c.sin o = -+ 1 ou — 1.

On aura donc, en remplacant dans (4,18) % par sa valeur tirée
de (4, 15),

2 2
. . cos @ — c . sin
(cosw.cosq;-{—smw.smqa—?s 5 (p>=cos’cp.

1-4c¢*

Cette relation est identiquement vérifiée, comme on le voit facile-
ment en y remplacant cos w, sin o par les fonctions (4,4) ou (4,5) de c¢
et € par 4+ 1 ou — 1 suivant que cos®w —c sinw=-1 ou—1. Donc les
conditions (3, 9), dans le cas envisagé, sont équivalentes aux (4,2), (4, 3)
et (4,15), dont la premiére exprime que R doit étre une surface gauche
a courbure conique constante = 0 et la troisiéme ramenée, a 1’aide de la
premieére, sous la forme (4,17), exprime que les normales 4 R le long de
sa ligne de striction C sont les normales principales d’une courbe gauche.

Par ailleurs, d’apres (2,4), (2, 7), (3,3) et (3,9), on a

(4,19) g= e (cos @ — Bx) + z(sin ¢+ o) = e cos (0 + @,) + zsin (0 + @),
ol @, est la striction de la surface R, sur sa génératrice homologue de
la génératrice courante de R.
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Or en égalant les coefficients de e et de z dans les deux membres
de (4, 18) il vient

cos (0 + @) 4 fx = cos @, sin(w + @,) — fo = sing

et 1’élimination des x, o entre ces deux relations et la relation (4, 2) donne

(4, 20) sin(w + ¢,) +c. cos(w+ @) =sinp-+c.cose
ol ¢, =+ @ ou— ¢ suivant que les strictions des surfaces R, R, sur
leurs génératrices homologues sont égales ou opposées.

On aura donc, d’aprés (4, 20),

(4,21) cosg(sinw-tc.cosw—c)+ singf{cosw—c.sinw—1)=0
ou

(4,22) cosq(sinw—+c cosw—c)+sing(—cosw4c.sinw—1)=0
suivant que ¢, = + ¢ ou — @.

Les coefficients des cos ¢, sin @ dans les relations (4, 21), (4,22), eu
égard au fait que, d’aprés (4,3), cosw, sinw sont nécessairement les
fonctions (4, 4) ou (4,5) de la courbure conique constante ¢ de R sont des
fonctions de ¢, qui ne s’annulent simultanement que dans la seconde de
ces relations pour les valeurs (4,5) des cosw, sinw; ce qui prouve que
les surfaces R, R, n’admettent des strictions égales, sur leurs génératri-
ces homologues que dans le cas olt elles sont des surfaces a striction
constante.

Les considérations précédentes permettent d’énoncer le
Théoréme III. Sila représentation isométrique des deux surfaces reglées
gauches réelles applicables I'une sur Uautre est une déformation (n) de Minding
dans laquelle les points homologues de leurs lignes de striction sont distincts
et leurs génératrices homologues ne sont pas paralléles, les deux surfaces sont
nécessairement des surfaces gauches & courbure conique constante, dont les
normales communes le long de leurs lignes de striction sont les normales princi-
pales d’une courbe gauche. Les strictions des deux surfaces sont en général
opposées ; elles ne sont égales que dans le cas oi elles sont constantes :

D’ aprés ce théoréme, en cas que I’ensemble de surfaces reglées
applicables sur une surface reglée gauche réelle R contienne une surface
dont la représentation isométrique sur elle est une déformation (n) de
Minding de 1’espéce indiquée dans ce méme théoréme, les invariants
%, 6, @ de R vérifient deux relations de la forme (4,2) et (4,17) dont la
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seconde, grice a la premieére, prend la forme (4,15); ils vérifient donc
deux relations de la forme

(4,23) 6=ocx, %= Acosg- Bsing,

les coefficients ¢, A, B qui y figurent, étant des constantes == 0 lides par

la relation
(4,24) B+ cA =0.

D’autre part, si les invariants d’une surface reglée gauche réelle
R vérifient deux relations de la forme (4, 23), les coefficients qui y figu-
rent étant des constantes 7= 0, liées par la relation (4,24), ces inva-
riants vérifient aussi, comme on le constate facilement, les conditions
(3,9), si I’on v remplace ¢ par la constante qui figure dans la premiére
relation (4, 23), B par la constante TA(TQ—F:T # 0 et cos w, sin ® par les
fonctions (4,4) ou (4,5) de c.

On peut donc, en ayant égard au théoréme I, énoncer le
Théoréme IV. Une surface reglée gauche réelle dont les invariants x, o, ¢
sont des fonctions de l’arc de sa ligne de striction vérifiant deux relations de la
Sforme (4, 23), les coefficients ¢, A, B qui y figurent, étant des constantes # 0,
liées par la relation (4, 24), admet toujours une autre applicable sur elle,
la représentation isométrique des deux surfaces Pune sur autre étant une défor-
mation (n) de Minding, dans laguelle les points homologues de leurs lignes
de striction sont distincts et leurs génératrices homologues ne sont pas paralléles.

5. Supposons en second lieu que les conditions (3,9) soient véri-
fiées par les invariants x,0, ¢ de la surface considérée R pour deux
valeurs des constantes f, ® qui y figurent, dont celle de la seconde est
0 ou =, tandis que celle de la premiére est =~ 0.

Dans ce cas la seconde condition (3,9) est identiquement vérifiée,
les génératrices homologues de R et de la surface R, de ’ensemble (2, 6),
qui correspond & ces valeurs des B, w étant paralleles, tandis que de la
premiére et de la troisiéme condition (3,9) on déduit que I’on doit avoir

(5,1) 2cosp = fr, 20.singp = — Bo’.
Par ailleurs, d’aprés (2,4), (2, 7) et (3,3), on a

(5,2) é,= e (cos @ — Bx) -+ z (sin ¢ + fo) = & (e cos @, +zsing,),
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ott @, est la striction de la surface R, sur sa génératrice homologue de
la génératrice courante de R et e=-+1 ou — 1 suivant que =20 ou .

On aura donc
(5, 3) cosp —fPBr =¢ecos@,, sing-4fo = €sinqy,,

ol @, =+ @ ou— @ suivant que les strictions des surfaces R, R, sur
leurs génératrices homologues sont égales ou opposées.

De la premiére relation (5,3) qui, si I’on y substitue ¢, par+ @,
n’est vérifiée que si e = — 1, puisque, par hypothése, § est # 0, on déduit
que 1’on doit avoir
(5, 4) e=—1 o=

Cela étant, pour que la seconde relation (b, 3) soit vérifiée, il faut
que 1’on ait ou bien 6 =0, ¢, = — @, ou, si 6£0, p,=o.

Il s’ensuit que, dans le cas envisagé, les invariants x,o0, ¢ de R
doivent vérifier ou bien les relations
(5, 5) ¢ =20, 2cosq = fx,
ou, si 60, les relations
(5, 6) 2cosqp =fx, 2sing= — fo.

Donc R doit étre ou bien une surface gauche a courbure conique
constante = 0 et, dans ce cas, ’aréte de rebroussement de son orientrice
développable est une courbe plane, ou une surface a courbure conique
# 0, dont les invariants %, ¢ sont liés par la relation
(5,7 B (x*+o") = 4
et dont, par conséquent, 1’orientrice développable admet comme aréte de
rebroussement une courbe gauche a courbure totale constante.

Dans ce dernier cas, de la seconde formule (4,11), si ’on y substi-
tue cos ¢, sin @ par leurs valeurs tirées des (5,6), on déduit que 1’on a

6y = nsing +ocosqp =0
olt oy est la torsion géodésique de la ligne de striction de R.

Donc la ligne de striction de R est une ligne de courbure de cette
surface et il en est de méme —comme on le reconnait facilement — de
la ligne de striction de la surface R,.

Par ailleurs, dans ce cas, les relations (5,2) et (2,4), grice aux
(5,4) et au fait que 1’on a @, = @, affectent la forme

pp=—ecosQp—zZsing, e = —e.
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Il s’ensuit que 1’¢quation de la surface R,, rapportée aux parame-

tres u, v, est nécessairement de la forme

ro=—glu) — ve(w) +a

olt @ est un vecteur indépendant des u, v; ce qui montre que la repré-
sentation de R, sur R, dans laquelle aux points homologues des deux
surfaces correspondent les mémes valeurs des u,v et qui, d’aprés le
théoréme I, est une déformation (n) de Minding, est une symétrie par
rapport a un centre. Par conséquent, la surface engendrée par les norma-
les communes des deux surfaces le long de leurs lignes de striction, qui
sont évidemment les droites qui joignent les points homologues de ces
courbes, est une surface conique dont le sommet est nécessairement le
centre de symétrie des deux surfaces.

On peut donc formuler le

Théoréme V. Silareprésentation isométrique des deux surfaces reglées gau-
ches réelles applicables 'une sur I’autre est une déformation (n) de Minding,
dans laquelle leurs génératrices homologues sont paralléles, les génératrices de
ces surfaces sont nécessairement paralléles aux tangentes soit & une courbe plane
soit & une courbe gauche & courbure totale constante, suivant que les strictions
des deux surfaces sur leurs génératrices homologues sont opposées ou égales.
Dans le dernier cas les lignes de striction des deux surfaces sont des lignes de
courbure et la surface engendrée par leurs normales communes le long de ces
courbes est une surface conique par rapport au sommet de laquelle les deux
surfaces sont symétriques.

1l est & noter que, dans le cas envisagé, les invariants x, 6, @ de R
sont liés par deux relations de la forme (5,5) ou (b, 6), le coefficient f8
qui y figure étant une constante = 0.

D’autre part, si les invariants x, 0, ¢ d’une surface reglée gauche
réelle R vérifient deux relations de la forme (5,5) ou (5, 6), les condi-
tions (3,9), grice a ces relations, sont aussi vérifiées par %, 0, ¢, si 'ony
pose w = n et que 1’on remplace B par la constante qui figure dans ces
relations.

On peut donc, en ayant égard au théoreme I, énoncer le
Théoréme VI. Une surface reglée gauche réelle dont les invariants »x, 6, ¢
sont liés par deux relations de la forme (5, 5) ou (5, 6), le coefficient B qui y

figure étant une constante 0, admet toujours une autre applicable sur
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elle, la représentation isométrique des deux surfaces P'une sur Uautre étant une
déformation (n) de Minding, dans laquelle leurs génératrices homologues sont

paralléles.

6. Considérons maintenant une courbe réelle C’ dépourvue de points

singuliers et définie par 1’équation (vectorielle)
(6,1) o' = o (u),

le paramétre u étant I’arc de cette courbe et désignons par «'(u), o’ (u)
la courbure et la torsion de C’ et par T (u), @' (u), b’ (u) les vecteurs - uni-
tés qui déterminent les sens positifs sur les directions des axes du triedre

de Frenet associé & C’ en son point courant P’(u).

Si %', o’ sont liées par une relation de la forme
(6,2) o’ = cn’,

ol ¢ est une constante, on reconnait facilement a 1’aide des formules
connues pour les dérivées des vecteurs T, @i’, b’ par rapport a l'arc u
de C’, que, dans le cas ot la constante ¢ qui figure dans la relation (6, 2),
est # 0, c.a.d. dans le cas olt C" est une hélice cylindrique, les deux surfa-

ces reglées définies 2 un déplacement paralleéle prés par les équations

t' b’ _
(6, 3) T = fc._ du 4 vt/
Vi4 ¢ -
et
" — cb’ _
(6, 4) T‘*:f — % g v*E,
eY14-¢ +

ott e=-1 ou—1 suivant que ¢ < ou > 0, sont gauches et en outre que
a) Les courbes v=0, v¥=0 tracées respectivement sur ces surfaces
sont leurs lignes de striction, le parameétre u étant 1’arc de chacune
d’elle, b) la premiére de ces courbes est une droite qui coupe les géné-
ratrices de la premiére surface sous un angle constant — non droit — tandis
que la seconde est une ligne de courbure plane de la seconde surface,
qui est aussi une trajectoire isogonale —non orthogonale — des généra-
trices de la surface, c) I’hélice C’ est I’aréte de rebroussement de ’orien-
trice développable commune des deux surfaces, d) le vecteur-unité @’
qui détermine le sens positif sur la direction de la normale principale

de C’ en son point courant P’ détermine aussi le sens positif sur la di-
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rection commune des normales aux deux surfaces aux points de leurs
lignes de striction homologues de P’ et e) les invariants %, o, @; »* o*, ¢*
des ces surfaces vérifient les conditions (3,9), si I’on y pose =0 et que
I’on remplace cos w, sin w par les fonctions (4, D) et (4,4) de la constante
¢ qui figure dans la relation (6, 2) respectivement.

Les considérations précédentes jointes au théoreme I permettent
de formuler le
Théoréeme VII ‘A toute portion dépourvue de points singuliers d’une hélice
cylindrique réelle on peut faire associer deux surfaces reglées gauches réelles,
définies a un déplacement paralléle prés, dont chacune admet une autre
applicable sur elle, la représentation isométrique des deux surfaces lune sur
Pautre étant une déformation (n) de Minding, dans laquelle les points homo-

logues de leurs lignes de striction coincident. Ces deux surfaces sont des sur-
" . i .
faces gauches & striction constante (< 5 en valeur absolue) et & courbure

conique constante # 0, dont les lignes de striction sont une droite sur Pune

d’elles et une ligne de courbure plane sur lautre.

Par ailleurs si I’on considére 1’équation

(6, 5) cos@p — c.sing = 6_(12ic’) ®' (1)

qu’on obtient de la relation (4, 15) en y remplacant » par la courbure
%' (1) de la courbe C’ et c par la constante = ou % 0, qui figure dans
la relation (6, 2), le coefficient § qui y figure étant une constante # 0,
on peut choisir cette constante de maniére que les fonctions ¢ (u) qui la

vérifient soient réelles dans ’intervalle des valeurs de la variable u, qui
correspondent aux points de C’.
En effet 1’équation (6,5) n’est vérifiée, comme on le reconnait

aussitdt, que si ’on a ou bien

cVI—Bn4 B V1I—B* — B, w’
(6,6) cosg= e , sing = == ;
eV14¢ eV14¢
L 8

ot f, =8—Bl/%*_—c et e=-41 ou—1 suivant que Vl—fo"— cfn” > ou<O,
ou

—cV1—Bin"* 8w L T
(6,7) cosep = , sing = — ,

e* V1 4 e V1 4 ¢
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s*BVl—l—c

Ol‘l Bl_ 2

et e*=-41 ou —1 suivant que VI—p? B2n"*+cf,n’ <ou>0.
En outre x’(u) est une fonction de u supérieurement bornée dans
I’intervalle des valeurs de u correspondant aux points de C’, puisque, par
hypothése, C’ est dépourvue de points singuliers.
Or, si M est la borne supérieure de »'(u) dans cet intervalle et que
I’on choisisse B de maniére que ’on ait

(6,9 0< 181 LES < 1,1 <

on aura 1— f2x"* >0 pour toutes les valeurs de u correspondant aux
points de C’. Donc pour toute constante B vérifiant les inégalités (6, 8)
les expressions (6, 6) et (6,7) de «’ sont des fonctions de la variable u
réelles dans ’intervalle considéré.

Si ’on considére maintenant les surfaces reglées définies a4 un
déplacement parallele prés par les équations

6,9 = [ [(cVT—_B‘;’T'Urm')f'+(V1—Bﬁn'*—cﬁ,w)s']s—v—f%Jrvt'
et
(6580} 7= [(—cV1—Bh" B’y — (VTP - cBiw')B'] ——== *V1+

dont les génératrices correspondent aux points de la courbe C’, on
reconnait facilement, lorsque f, est une constante qui vérifie les inéga-
lités (6, 8), que a) ces deux surfaces sont gauches et réelles, b) les courbes
v=0, v*=0 tracées sur elles respectivement sont leurs lignes de stric-
tion et la correspondance entre chacune de ces courbes et la courbe C’,
dans laquelle aux points homologues des deux courbes correspond la
méme valeur de u, est une correspondance avec égalité des arcs homo-
logues, c) la courbe C’ est 1’aréte de rebroussement de 1’orientrice déve-
loppable commune des deux surfaces qui, par conséquent, sont des surfa-
ces a courbure conique constante =ou 70 suivant que la constante c
qui figure dans (6, 2) est=ou 5% 0, d) le vecteur - unité @’ qui détermine
le sens positif sur la direction de la normale principale de la courbe C’
en son point courant P’ détermine aussi le sens positif sur la direction

commune des normales & ces deux surfaces aux points de leurs lignes de
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striction homologues de P et e) les invariants x, o, @; »*, 6%, @* de ces

surfaces vérifient les conditions (3,9) si I’on y remplace  par la con-
2P, ou 2B,

eV1+ ¢ V14 ¢

(4,5) de la constante ¢ respectivement.

stante

et cos , sin ® par les fonctions (4,4) ou

On peut donc, en tenant compte du théoréeme I et du fait que la
courbe considérée est une hélice cylindrique ou une courbe plane suivant
que la constante ¢ qui figure dans la relation (6,2) est % ou=0, formuler le
Théoréme VIII. “A toute portion C' dépourvue de points singuliers d’une
courbe plane réelle ou d’une hélice cylindrique réelle on peut faire associer un
ensemble de o' surfaces reglées gauches réelles, définies & un déplacement
paralléle prés, dont chacune admet une autre applicable sur elle, la représen-
tation isométrique des deux surfaces l'une sur Uautre étant une déformation (n)
de Minding, dans laquelle les points homologues de leurs lignes de striction
sont distincts et leurs génératrices homologues ne sont pas paralléles. Les sur-
faces de cet ensemble admettent toutes la méme orientrice développable dont
Paréte de rebroussement est la courbe C' et elles sont toutes des surfaces a
courbure conique constante = ou = 0, suivant que C’ est une courbe plane ou une
hélice cylindrique.

7. Supposons enfin que la courbe C’ définie par 1’équation (6, 1)
soit une courbe gauche réelle dépourvue de points singuliers, dont la
courbure %" et la torsion ¢’ sont liées par la relation
(7,1) #? =4 o't = 4c*
olt ¢ est une constante (7%= 0).

Dans ce cas on peut poser
’ ’

% . c
(7,2) cos@ = ——, sing=—5—

 /
. . o
ou ¢=-+1 ou —1 suivant que —C—<ou>0.

Cela posé, si I’on considére la surface reglée R définie a4 un dépla-
cement paralléle prés par 1’équation

. [»V—0ab .,
(,3) r—f T du v,

on reconnait facilement a 1’aide de (7, 1) et des formules pour les déri-
vées des vecteurs t’, @i’, b’ par rapport a ’arc u de C’, que a) la courbe
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v =0 tracée sur R est la ligne de striction et en outre une ligne de
courbure de R, le paramétre u étant 1’arc de cette courbe, b) le vecteur @’
qui détermine le sens positif sur la direction de la normale principale
de C’ en son point courant P’, détermine aussi le sens positif sur la
direction de la normale & R au point de sa ligne de striction homologue
de P’, c) la surface engendrée par les normales & R le long de la courbe
v=0 est une surface conique et d) les conditions (3,9) sont vérifiées

. . P 1 ’
par les invariants #, o, @ de R, si I’on y remplace § par get cos (@, sin @

par leurs valeurs (7,2) et que I’on y pose w=n. De cette derniére con-
statation, eu égard au théoréme I, on déduit que la surface R admet
une autre R, applicable sur elle, la représentation isométrique des deux
surfaces ’une sur l’autre étant une déformation (n) de Minding, dans
laquelle leurs génératrices homologues sont paralléles.

La surface R, rapportée aux paramétres u, v, d’aprés ce qui est

exposé dans le paragraphe 3, est définie par 1’ équation

»'t" —o’b’ a’ -
f,= | — du — — vt
! f Zec e £c ’
dont la différentiation par rapport 4 u et 2 v donne

0%, ®'t —o’'b’ T oF 0%,
- ————— — Yy} n = — = —t = —

ou 2¢c o ou’ ov oy

ce qui montre que la représentation (isométrique) des surfaces R, R, [’une
sur 1’autre, dans laquelle aux points homologues des deux surfaces cor-
respondent les mémes valeurs des u, v est une symétrie par rapport a un
centre; ce point est nécessairement le sommet de la surface conique
engendrée par les normales communes des deux surfaces le long de leurs
lignes de striction.
On peut donc énoncer le

Théoréme IX. ‘A toute portion dépourvue de points singuliers d’une courbe
gauche réelle & courbure totale constante on peut faire associer une seule surface
reglée gauche réelle, définie & un déplacement paralléle prés, qui admet une
autre applicable sur elle, la représentation isométrique des deux surfaces I'une
sur Pautre étant une déformation (n) de Minding. Les lignes de striction

des deux surfaces sont des lignes de courbure et la surface engendrée par leurs
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normales communes le long de ces courbes est une surface conique par rapport

au sommet de laquelle les deux surfaces sont symétriques.

Il est & noter que comme il résulte de 1’étude précédente, I’ensemble
de surfaces reglées applicables sur une surface reglée gauche réelle ne contient
qu’une seule surface au plus dont la représentation isométrique sur cette surface

est une déformation (n) de Minding.
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ratevdivoewv 1oV Gvtiotolywy yevetelp®dv avtdv. Eig 10 oldvolov tolto, Gtav 1
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-] A\ 3 ’ 5 ~ \ -] ’ ’ 3 7,3 s € ’
eddeloyevig Emqdveia elvan tuygolon, O8v dvixovv mdvrore Emipdvelan, du° Exd-
oty tdv 6molwv 7 &v Abyw dmewxdviolg elvar loopetounr], Emipdveron Emopévog
gpaoudopor Emi tiig Yewoovpévng Bmqavelag, ai d¢ eddeoyevels i dvantuxtal
Emdvelat, gic tag 6molag dvriotoolv totadrar émpdvetar, dév Exovv pedetndi.
Snuerwtéov dtt, 2av xatd Ty looperouniy dmetxdviory dvo pi) dvamtuxt®dv V-
Jeoyevdv Emeaveldv Epaguostpoy tiig wdg &l tiig dAAng ol eddvyoaupor yevé-
telgon abt®dv elvan avrioroiyor, xat® dvdyxny, Gg elvan yvowotrdv, xal al yoapuol
ovogiyEeng attdv ¥ elvar avriotoyor, i 8¢ dmewdviog elg v neglntwoty Tav-

M 3 7 3 .\ \ ° . ~ ~ 3 \ ~ 5 3
v xadelton Grewndviorg toopetouxn) xate Minding tig wdg &€mi tiic GAlng, €lg
8¢ v eidinwtéoav meplntwory, xad’ Ay xatd TV drewxdéviow tavtny ai xddetol
v do Bmpaveldv elg ta avilotolya onuela @V yoaupdv cvogiyEeng avtdy
ovunimrovy, 1 Grewdviorg el ta Enbpeva, ovvropiag ydowv, xaleitar Gmeindvi-
owg (n) »zata Minding.

Eic uv 2oyaciav tavtnyv, eic tv 6motav pelerdvrar ai mooyupatixal €0-
Feroyeveic un Gvamrtvrtal mdvelar of ¥ovoul TV moavapegouévny didtnta,
amodenvieran &v mowrolg Gt dvo moaymarikal eddeoyevels wi Gvamtvxtal Emt-
pdvetar gpappdoipor 1 wia Enl tijg dhhng, 8tav f loopetount dmewxdviorg tiig wag
gmi tilg dMAn;: elvaw drewéviorg (n) xate Minding, »ad’ fiv ai dvrioroigor yevé-
tewpod tov Oty elvon mapdAAnhor, slvar nat’ dvdywny Empdveiat otadeds nwvi-

~ ’ \ ~ c k- ’ y 2 e ~ -3
%®7g xapmuddtntog 7= 0 xal ovven®dg al EVIUYQUUUOL YEVETELQUL CUTOV ELVAL
dvriotolywe magdAnhor modg tdg Epumropévag Svo xvlwdoudy Edinwv, ol d&
notval xddetor T®V Emipavel®y Tovtwy €ig TG GviioToLye ONUETH TAV YQAUUDV
cvagiyEewg abtdy elvar of medtar xddetor wds xapmiing. “Evd, fav ol dvei-

/7 -~ 7 E-) ~ 4 ’ \ »: . 2
orouyol yevétewgar tdV dlo Emgaveldv eivar magdidnlor, da elvon avtar xat
avdyxmv maodhnlor medg tdg pantopévag elte wdg Emmédov vapmidng elte wdg

) 7 , ~ 1% c ~ 7 - oD A ’
ui) muédov xaumvdng otadepdc Suwg 6Axilg xapmvAddintog” elg v tedevtalay
tavtny meplatwowy af yoaupal cveglyEewg tév o dmpavet@y elvar xal yoaupal
rnapumvAdTnTog adtdy %ol 1 Emgdvela thy 6molav oynupatifovv al xowai xdde-
ToL Tdv S0 Empaveldv eig T GvrioTorga onuelo TdV yoauudv cvogiyEeng avtdv
glvan xovixy, Gc meog thv xooueny 8¢ tis dmpavelag tavtng ol dvo Empdvela
3 ’ 9 ’ A ’ ’ 2 ’ 4
elvar ovuperoural. *Amodeixviovrar meog tovtog Yewenuata éxgedlovia cuvi-
rag ixavdg, (va elg moaypatixiy evdeloyevii wn Avamtuxtiy Em@dveiay avri-
otouyf] A Epagudoimog &n’ adriig, tiig loouerouxiig Gnexovicewg Tig Wds TOV
Empavel®v tovtwv &ml tig dAAng otiong dmewovicewg (n) xara Minding. "Ev
téler Grodewnvietar Ot elg Exdotny mooymatxy xvlwvdouxny Exa, dmwg xal glg

Exdotny nlnedov mooypatixy xapmiAny, elvar duvatdv va dvriotoimdi cvvolov
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gvdeloyevdv moaynatix@®@v ur dvantuxt®v Empaveldv, xadogilopévmy natd moo-
éyyiowy magaddilov upetatomicewg, €lg Exdornyv TtV 6molwv dvriotouyel GAAn
gpaoudolpog &’ avtiig, tig toopetouxilg dmewovicewg Tiig mdg T®V EmMQaveldy
tovtwv émi thg dAAng oliong dmewxovicewg (n) xora Minding. *Evd eig éxdotny
moaypatixv w) éninedov xapumiAny otadepds OAuxiic xaumvAdtnroc dvrioTougel
uto povadiny) moaypatixy evdeloyevig i Gvamtvxe) Emipdvela, xa%qgt@ouévn
#atd mEoofyyloy maQuAliiov uetatomioewg, €lg TNV Omotav dvriotougel &AAM
amewoviCopuévn loouetounidg &’ avtiig, tiig Gmeixovicemg tavtng ovong Gmelxovi-

cewg (n) xata Minding.
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