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AATEBPA.— Sur les zéros des polynémes*, par Chr. Foussianis. "Avexoi-
vadn nd % K. MoAtéCov.

1. Considérons le polynome
@2) = G2+ G 227 o 0 T3
nous pourrons écrire
|P(2)|>]om—x 27| — |omz™ + ... + G 2T ey 2 L ey

ou encore, en posant |z|=¢

/

(1) €™ |p(2)|2lotm x| —( |om|@* + - . +|@m—sc41

g>_<|am_k_,|% *'"""I“O”:,ET:‘)
Supposons ¢=>1 et introduisons les notations

(2) A—iog+ ... +|0m-xt1|, B=l|om—x-o|+...4]|00|;

linégalité (1) donnera alors lieu a la suivante:

3) <~ ((p(2)| 2 [om x| — Ae*— B

Cette derniére inégalité permet de trouver dans certains cas, dans le
plan complexe, des couronnes circulaires a lintérieur desquelles ¢(z) ne
s'annule pas. Si en effet,

|tm—i|>A + B;
le second membre de (3) sera positif pour p—=1 et I'on aura alors |p(z) >0
pour toutes les valeurs de z qui se trouvent dans la couronne circulaire

() I<lz|< / loms~B

On peut facilement remplacer Panneau circulaire (4) par un autre plus
grand. Prenons encore o1 et introduisons une nouvelle constante © choisie

dans lintervalle
1==0@<ep.

Dans ces conditions la relation (1) a pour conséquence la suivante:

05 ~@(z)| >|om—k|— @A —5 B

#* XP. ®OYSIANH.— Nepi 10V pifbv 16V oAvwvipwv.
* *Avexotvdhdn xava v auvedplay tiig T AexepBplov 1933,
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Pour que le second membre de cette derniére inégalité soit positif il faut avoir

—é—B<|am_k1
et en outre

S ——
e< \/ [Om-r| —5 B
A
Comme nous avons pris © <<g, il faut donc que © satisfasse 2 la condition

AT
O< \/ ]“m—k|"—%B
A
qui est équivalente 3

(5) om i >A@%+ B

Réciproquement si © est un nombre quelconque plus grand de P'unité, satis-
faisant a'inégalité (5), la fonction ¢(z) sera différente de zéro dans la couronne

(6) ®<|21<\k/ l“m—ka_ B,

Supposons que, pour des valeurs données de A, B et @> 1, la valeur
absolue |uy | du coefficient am_i soit assez grande pour que I'inégalité

(7) |om—i| > AOk + B

qui entraine (5), soit vérifiée. Alors les deux couronnes circulaires (4) et (6)
auront des points communs et Pon sera sfir qu'il n’y a pas de racines de
¢(z) dans la couronne

(8) 1<IZ»< \k/ 'am—k,A_%B

Nous avons donc établi le théoréme:

Théoréme 1. Etant donné le polynome
PZ)—m 2™ + o 2% ... 0y Z+ 0

st powur un nombre entier k compris entre zéro et m inclusivement, il existe
un nombre © =1 pour lequel I’inégalité

|t x| >AO* + B

est verifiée, la fonction @(z) n’aura pas de racines & l'intérieur de la couronne
circulaire (8).
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2. Supposons que le polynéme ¢(z) posséde au moins une racine qui
ne se trouve pas a l'intérieur du cercle unité. Nous pourrons alors en nous
servant d'une inégalité bien connue que M.M. Carathéodory et Féjer ont
établie a propos du théoréme de Jensen!, limiter des anneaux circulaires qui
contiennent au moins une racine de ¢(z).

Désignons par r; <r,<...<rny les modules des racines de g(z) rangées
par ordre de grandeur et par 1;,rs...,1, (n<m) celles de ces racines qui
sont contenues dans un cercle |z| <<r, de rayon r donné quelconque. D’aprés
le résultat de M.M. Carathéodory et Féjer, il existe sur la périphérie de ce
cercle des points { pour lesquels

Q> 5" [9lo)

Si donc le premier coefficient o, de ¢(z) est égal 4 1, on aura évidemment

rn

Y ..o fm.
To T 2 a

(1) I o [P 4 L o [ ag] >
1

Supposons que pour une valeur de r>1 on ait

k=m—nx1;
alors en posant
(2) P=1+|om_1|+ ... +]|oy|+]|0o]
on tirera de (1)
=Pty .. .rmgrlj_H

Cette relation est équivalente a
k
rn+1 < r l/ P

et nous pouvons énoncer le théoréme suivant:
Théoréeme I1. Dans le cas on le polynome @(z) posséde k racines (k >1)

ut ne se trouvent pas & ’'iniériewr d’uu cercle
7

VA

=r dont le rayon n’est pas
inférieur a Uunité, une de ces racines au moins sera comprise dans le domaine

k
(3) tglg< sl P
le nombre P étant deéfini par I’équation (2)

3. En combinant ce dernier résultat avec notre premier théoréme nous
allons pouvoir démontrer le théoréme suivant:

' C. R. de 'Acad. des Sc., 1907.
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Théoreme II1. .57 le coefficient o, (n=1,2,...,m —1) du polynime

Q(z) =z +om 1z 4 ... +oyz+a,
satisfait @ la condition
0 f lon| > A (2A +1)m—1 4+ B,
|A=1 4t |+ ... F|ogp], B=l|oo]+]ay|+ ... +[ota—i],

aw motns N racines de ce polyndme seront situdes & I'intérieur du cercle unité.
En effet dans le cas contraire on aurait en posant k=—m —n au moins
(k + 1) racines dans le domaine |z > 1 et, d’aprés le théoréme II, 'une au moins

de ces racines se trouverait dans la couronne circulaire

k+1

1<le|<V' P

D’autre part en posant ©® —2A + 1 toutes les conditions du théoréme I sont
vérifiées; il n'y a donc pas de racines de ¢(z) dans le domaine

bl
1§\z}<\/ ota | — 1
A

ps o/ =F

Q| cul

11 faudrait donc avoir

ce qui équivaut a
2) P>‘“"'_%\7|a"|_%
A A
On a dailleurs par hypothese |a,|> AO%+ B ce qui donne

k e W - k A e
@<\/|an|—B<\/|an|—%
A A

et d’autre part par définition P—=A + B+ |ay|.

On peut donc mettre a la place de(2)

|t — & - |on| (2A +1)—B
R A

A+B+on | >

d’ou1 l'on tire

5

Ian]< B i +B
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On aurait donc a cause de (1)

(A+1)(2A+ 1)k << A,
ce qui est absurde.
NMEPIAHYIXZ

“Otay 0 pérpov cuvrelestob Twvog &vdg wolvwvipou @(z) dmepéyy Tob adpoi-
opatog oY pétpwy Ghwv TEY Aowwdv cuvteheoTdy, Tote duvapeda va elpwpev
<émoug Tob dmmédov a << |z| <P, a>1, dvtig T@v Gmoiwv 6 @(z) ve ph pmdevile-
o &t whéoy Suvdpedu va bplowpey TéTe xod o whTdog tdv pldy Tob @(z), aiTi-
veg xat EhdyuoToy S dmdpyouy dvtde Tob xdxdhov axntivog Yomg pé Thy povada. To
TeheuToioy TOUTO EmiTuyydvopey Otk xaTAAAAAOU GUYBLXGOT TOD TeomYoupévoy [
Y YvooThy dviebtrTa, Ty émolay of xx. Kapadeodwedic xal Féjer dnédefav &l
7ob Yewphpatog Tod Jensen Sk T péyioTov pétpov pide cuvapThcewg Em TG wepL-
pepelag Evog xhxdov, Evtog Tob 6motov abTn elvor Goks.

BIOMHXANIKH XHMEIA.—Mehérn émi tijc ¥dpoyovdoemg Tod éhatohdadov*,
tno T. Xonoromovdov xai’ Av. Kdvora. *Avexowvadn tno x. K. Bén.

Sxomde THe wapodone dpyaciong OmTiplev N pedéty TdV perafoldv, Tag Omolxg
dptoratar 10 Ehadhadoy xatd THY Propmyovixiy 3p0yoveGLy.

Té hadhadov 8&v cuyxataréyetar petald Tév elg Hdpoyévmoy dmofallopévewy
Ohalwy, b, Noyw THe peydhng wou Tiudig, dev cuppépe 7 0dpoYGVLGLs TOUTOU.
“Evexo tobtou #to omaviwTtdty cdnawpla, Gtay 2EetedéoBmoay elg Propmyaviany »hi-
poxo O3poyovhoeg peydhwy mosoThTwy Eheorddov, eic 76 "Eeyostasiov Ydpoyo-
védoewe Tob Iewpadc!, xatx w6 Fépog Tob 1932, xal Tig ednarpiog adTijg Emwpedh-
Bnpey, Bk vee MePBopey T& delypata, & dmoie pdc Eypmoipevoay B THY wopoloay
perérny. ‘H edxanple fto TocolTew pahdov povediwd xal xatdddnhog, xaddcov eig
&g dntehoupdvag Odpoyovdoelg Emedudxeto i dméxTwoig Mmoug Eyovrog doov To
Suvartoy SYmidTepov ampeiov THEEws, xal elg Ty peheTyVeicay mepinTwow EmeTedydy
Mmog pd anpeiov ThEswg 61°.5 xat gprdpov twdlov 2.9.

‘H Ydooydvwois. Katdk v pelerndeicav mepimtwow 7 03poydvworg &yéveto
gmt 2Eoudetepmpévon dhaohddoy, elg Fepponpaaiov 200° wepimou ol tmd wiesw 5 dvy,
Suhpneos Bt mepl Tog 6 Bpag. Qg xarakitng Exenoipevos 3 Y vixelobyog yii dwxté-
pov ué 18% Ni.

Ex tHc xavepyasiag Tadtne dhhodnoay &v hw 5 Selypata yapoxtnotldueva bg &g :

#* T. CHRISICPOULOS ET AN, KONSTA.—Sur ’hydrogénation de ’huile d’olive.
>Averowddn xate Ty cuvedplay tiig 14 Aexepfpiov 1933.
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