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MAOHMATIKH ANAAYZIZ.— Sur les transformations de Bécklund.*
Par M. A. Tsortsis, "Averowwdrdn dmo x. K. MaAréCov.

\

1. La lecture d'un Mémoire de M. Zervos a propos du Congrés de
Strasbourg en 1920, ainsi que de sa Note aux Comptes rendus' m’avait
amené a poser autrefois’ un probleme en rapport avec les transformations
de contact.

Dans les lignes qui suivent, je reprends cette question sous une autre
forme plus générale. Je me propose de communiquer a ’Académie 'énoncé
de ce probléme et les résultats principaux auxquels je suis parvenu.

On sait® qu'un systéme de deux équations de Pfaff avec un nombre
quelconque de variables peut se ramener, comme dans le cas de six varia-
bles, aux autres systémes plus simples dans lesquels le nombre croit avec
celui des variables. Ce sont les systémes que nous appellerons désormais,
d’'une maniére analogue au cas de six variables, des formes réduites (D) du
systeme primitif.

2. On pourrait alors poser le probléme suivant:

Sowent trots espaces @ n+1 dimensions d’éléments de Lie e, e’,E; on se

donne un systeme de s relations entre les éléments de ces espaces de la forme :

(]) Fh (Xh Zy Piy Xi’v Z‘v pu ayy Gy b,) =10
W=1,.....0 1= .10

avec sLan+ 1, ef une des formes réduites (D) d’un svstéme de deux cquations de
Praff a 20en+1)—s varwbles; ctablir entre les éléments de deux de ces espaces
wune correspondance de contact T, de facon que le systeme des équations (1),
apres la réduction avec un des systemes aux différentielles totales qud forment
deux des équations suivantes:

(2) dz .Zpidx;:(), dz" -X pidx;= 0, dc X bida;—0

i i—=r1 1T

determinent une correspondance de Bicklund dont la classe corresponde a la
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On dit alors que le systéme de s équations aux dérivées partielles (1),
admet par rapport a la forme de Pfaff (D), la transformation de contact T.

3. On résout, sans difficulté, ce probléme en demandant une détermi-
nation convenable de m (/n) fonctions y, ; y, désignant des fonctions de deux
groupes des variables, (xiz), (xi’,z), (aic), de sorte que le systéme formé

par les relations:

m ]I . m llj m IP‘ m a pl
Vo0, Tha iy HmZh g 0 Tk b Tk 0

U)‘H h=1 h=1t h==k

(11**1,....1n;i:l, ..... n)

aprés Iélimination des A,, détermine une transformation de contact telle
que si 'on envisage les équations (1), le systéme formé par les deux pre-
miéres des équations (2) se rameéne a la forme de Pfaff (D).

On y arrive en substituant quelques-unes des variables X;, Z, Pi; Xi} Z;, Pi;
a;, ¢, b; par les coefficients Ay, ... Am.

4. Supposons qu'on a effectué une transformation de contact T entre
les éléments des espaces e et E; alors a chaque multiplicité d’éléments
unis 4 n dimensions m de Pespace e, les relations T font correspondre une
multiplicité d’éléments unis 4 n dimensions M de lespace E et, grice aux
formules, (1) on a, en général, de méme pour lespace e ; par conséquent
nous pouvons former trois familles de multiplicités d’éléments unis
m;, M,, m;". Ces familles jouissent de la propriété suivante: on peut passer
de m; a M; par une transformation de contact et de m; ou M; & m, par une
transformation de Backlund. Et comme ces familles sont, d’aprés un résul-
tat connu, des intégrales générales, sauf dans des cas exceptionnels, de
trois systémes o,, X,, o; des équations aux dérivées partielles, on voit que,
si la transformation de contact T est bien déterminée, I'étude d’un systéme
o de 'espace e vis-a-vis du systéme correspondant ¢’ de espace e’ pour une
transformation de Backlund peut se ramener a 1'étude du systéme X de
l’espace E qui correspond a ¢ pour la transformation T, vis-a-vis de ¢

5. Ainsi on pourrait par exemple étudier la question suivante:

Y a-t-il une transformation de contact T; bien déterminée qui fasse
correspondre le systéme ¢ 4 ¢’ et réciproquement?

L’étude de ce probléme, qui en général n’est pas résolu, se simplifie
quelquefois, si 'on considére au lieu du systéme o, le systéme correspondant 2.
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M. Cartan', en s'appuyant sur quelques considérations relatives aux
formes bilinéaires alternées, a démontré que dans le cas ot s—2n+1, clest-
a-dire dans le cas ot les formules (1) aprés la réduction font correspondre
a tout élément de 'espace e un élément bien déterminé de e’ et réciproque-
ment, le probléme est toujours possible.

Le probléme nous fournit un renseignement pour le cas de s <2n+1
en faisant une détermination convenable de transformation T.

On voit, finalement, qu'on pourrait poser également un probléme

analogue a celui du § 2 lorsque le nombre des espaces dépasse 3.
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