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MAOHMATIKA.— Sur une correspondance des complexes de courbes.
Note de M.-C. P. Papaioannoun*, présentée par M. - P. Zervos.

L°objet de ce travail est de montrer comment on peut faire corres-
pondre a4 un complexe de courbes quelconque un complexe des caractéri-
stiques d’une équation F =0 aux dérivées partielles du premier ordre?.
Cette correspondance nous permettra, comme nous le verrons (§ 3), d’asso-
cier a un complexe de courbes quelconque une congruence, que j'appel-
lerai congruence focale du complexe. Nous terminons en montrant (§ 4)
comment les resultats en question peuvent étre étendus aux espaces a plus
de trois dimensions.

1. Considerons d’abord une équation aux dérivées partielles du
premier ordre

(1,1) F(X,Y»Z, P, q)=0.
Si l'intégrale complete de F=0 est
(z:2) Wix;y, 2,0, 05)==0

et que l'on pose c¢,=dc, :dc,, le complexe des caractéristiques de F=0
sera représenté par les équations

ow ow
(1,3) W=0’3?+T°3:°'

Cy

* K. II. Hawaiwdvvov, "Eni pidg dviiotoiyiag t@v OUumAeypdtov xapmilov. "Ave-
xowadn Ynod tob x%. II. Zepfol.

1 K. II. Hamaiwdvvov, Svpniéypato xoumtidav xal cvpmAéypote evde@v, xeq. IV,
AwotoiPn &ni Sidaxvopiq, 1930,
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Nous dirons que le complexe (1,3) est un complexe spécial®. Ce com-
plexe est associ¢ a l'équation F=0. Soit

(1,4) c;dc, —dc, =0,
I'équation de Pfaff, qui est associée au complexe spécial (1,3). Cette équa-
tion exprime que
(1,5) e, —c,C)ly  Cs==cl(c).
Les fonctions (1,5) sont telles que les courbes de la famille

partielle k [(1,3), (1,5)] ont une enveloppe.
Les équations d’une famille k sont

d
(1,6) W=0,5"=0, [e,=¢(c)]
et les équations de I’enveloppe L de cette famille sont?
dw dzw

(1,7) W=Oyac_l=0.E=0 [&=26,()]

L’ensemble des enveloppes des familles k constitue une congruence
[L] dont les courbes L sont de courbes intégrales (en dehors de l'inté-
grale singuliere) de I'équation (1,1). Cette congruence est représentée par
les équations (1,7), c¢,=c,(c,) étant une fonction arbitraire de c,. D’apres
une proprieté bien connue?®, on peut conclure la proposition suivante :

La surface focale d’une congruence quelconque d’un complexe des caracté-
ristiques d’une équation F =0 est une surface de la congruence des courbes
intégrales de F=0.

De la résulte le nom de congruence focale du complexe (1,3), que je
vais attribuer a la congruence (1,7).

2. Considerons maintenant un complexe de courbes quelconque

(2,1) { f(x,y,2,a,8,v)=0,
. g(X7szv0hﬁy‘Y)=0
et soit
d d
(2,2) H, (a, B, v, d_ﬁ'd—l)=0'

I’équation de Monge qui est associée a ce complexe¢, Cette équation de
Monge est associée aussi a une équation

t Pour les complexes de droites, voir : £, Vessiot, Legons de Géom. supérieure,
chap. 1X, 1919.

? P. Zervos, Le probléme de Monge, chap. I, § 1. Mémorial des Sciences Mathé-
matiques, Fascicule LIII, 1932.

8 N. Xazliddxn, Spfivn %ol ovpmAéypata xapmddov xol dmpoaverdy, § 18, 1928.

+ Fr. Engel, Neue Methode in d. Invariantheorie d. Differentialgleichungen.
Berichte der K. Sichs. - Gesellschaft d. Wiss. Math. - Phys. Klasse, 1905, Bd. LVIL. § 7
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(2.3) H (,B.v,p,q) =0,
qu’on obtient si 'on ¢élimine df: da entre les deux équations
dp dp) oH,
(2.4 H, (o By, S0 p+a 3o =o, r ma
da

Nous dirons que I'équation (2,3) est associée au complexe (2,1). Si

(2,5) W (o, B, v, €4y €2) =0
est I’intégrale compléte de (2,3), le complexe des caractéristiques est
définie par les équations

2

(2,6) W=0,—+

ac, oc, HE.

Donc :

A chaque complexe on peut faire correspondre un complexe spécial.
On établie cette correspondance par I’équation H=0 qui est associée aux
deux complexes.

3. Les équations de la congruence focale du complexe (2,6) sont
d*w
dc} .

Une courbe L de cette congruence est définie paramétriquement par
les équations

dw
raah X

(3.1) W=0, 0.

(3!2) a:a(C,), B=B(Cl)' Y=Y(Cl)'
En éliminant ¢, entre ces équations, on aura les fonctions
(3.3) B=0B:(a), y=1:(a),

qui verifient I’équation de Monge (2,2). Or, les fonctions (3,3) déterminent
une famille de courbes du complexe (2,1) ayant une enveloppe. Soit C cette
enveloppe. On voit donc qu>a chaque courbe L de la congruence (3,1)
correspond une courbe C, qui est 'enveloppe d’une famille de courbes du
complexe (2,1). L’ensemble des courbes C constitue une congruence [c].
Une surface quelconque de [c] est une nappe de la surface focale d’une
congruence du complexe (2,1). Je vais attribuer a la congruence [c] le nom
de congruence focale du complexe (2,1).

En résumé :

a) La congruence focale [c] d’un complexe quelconque correspond
a la congruence focale [L] d’un complexe spécial par I’équation de
Monge (2,2).

b) La congruence [L] est représentée par le systéme d’équation
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(3,1). Au contraire, dans le cas d’un complexe non spécial, il n’y a pas un
systéme de la forme (3,1) définissant la congruence [c]. Dans ce cas la on
peut déduire les courbes C des courbes L au moyen des fonctions (3,3).

4. On peut chercher d’étendre les résultats précédents aux complexes
de courbes d’un espace d’ordre n. Il faudrait, pour cela, s’assurer qu’étant
donné un complexe de courbes quelconque P dans l'espace R, on peut
trouver une équation associée

H (xl‘ Xy, »* Xny Py Pay o Pni— 1):0-
[’ensemble des courbes caractéristiques de H=0 -constituera le
complexe spécial correspondant au complexe P.
M. P. Zervos* a étudié la correspondance entre 1’équation H=0 et
une équation de Monge
dx, Ix,
T

Bl (5, %y, - % Y=

D’autre part Botasso® donna les conditions nécessaires et sulfisantes
pour qu’une famille simplement infinie des caractéristiques de H=0
admette une enveloppe L. L’ensemble des courbes L constituera la con-
gruence focale du complexe spécial.

On remarquera que la recherche de H=0 comprend le probléme
de'la recherche des courbes C dont I’ensemble définira la congruence fo-
cale du complexe P.

IIEPIAHYIX

‘O % IManaiodvvov foedvnoe xal &hlote, eig v &mi Sidaxtoole diator-
Biiv tov (1930) xal elg Gvaxoivasiv tov €l 10 diedvig ouvédolov @Y padnua-
uxdv v Oslo (1936), moofMinara tiic dewolog TV ovpmheyndrov xapmilov,
fitig elvan eloére oAy dredde yvwory].

’Ev t{i mogovoy avaxorvdosr deunviel odtog, mig elvar duvatdy eic Tuxdv ovu-
mheypa zopmOdov va dvtiotolyioopey, uéo uiuig 2Elodosme UE peoLrdg ToQo-
YOYOUS mOWTNG TUEEMS, TO cUUmAeypa TOV YOQUXTNOLOTIXGDY xapmOlwv Tiig &Eu-
ohoeng tavms. T Pondelq tiig dvtiotoyglog tavtne elodysr ™y #vvoiav Tov
gotioxod omwivovs Ttuydvrog ouvpmhéynatog xaumilov mooxmo®dv 8¢ diyer 1o
Oitnua tijg Enextdosng oyetindv Eayouévav elg didotnua mhetdvov t@v ToLdY
draotdosov.

V1, c.Chap. 1 § 5.
* M. Botasso, Sur une solution du probléme de Monge relatif a I’équation
f(dx,, dx,, -+ dxn) =0 a coefficients variables. C. R. Acad. de Sc. t. 140, 1905, p. 1579.



