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I. INTRODUCTION.

Le théoréme classique qui affirme que «le corps des nombres com-
plexes C est algébriquement clos» peut aussi étre interpreté de la maniére
suivante : I’anneau complété du corps des nombres algébriques (c’est-a-
dire, de la cloture du corps des nombres rationnels) est un corps algébri-
quement clos.

Ce dernier énoncé est un cas trés particulier du théoréme suivant qui
constitue le résultat principal de la présente Note: ZL’anneaw complété de
la cloture algébriqgue d’un corps commutalf de caractéristique zéro, mumnie de

sa structure untforme intrinséque, est un corps algébriguement clos.

I1. PRELIMINAIRES A LA DEMONSTRATION.

Terminologie et notations: Celles de Bourbaki' et de notre Thése®

Abréviations : e.t.o.=ensemble totalement ordonné; resp.=respectivement.

1. Une classe des filtres généralisant le filtre de Fréchet,; applications
topologigues. Soit: J un eto. (la relation d'ordre étant notée == ) sans der-
nier élément, E un ensemble non vide et (xj)ie; une famille d’éléments de
E; la famille (x;)je; munie de 'ordre induit par J, est elle-méme un e.to.
filtrant 4 droite; on peut considérer le filtre F de ses sections, qui géné-

ralise directement le filtre de Fréchet (qui correspond au cas particulier
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J=N); F est 'ensemble des parties A de E telles que A contienne tous
les x; d’indice j > jo (jo parcourt J).

Définition 1. Quand E est un espace topologique, on dira que l'e.t.o.
(xj)jey converge vers ae E si, pour tout voisinage V de a, existe un élément
jve] tel que xjeV, quel que soir j = jv.

Définition équivalente : (x;)je; converge vers aeE si le filtre des se-
ctions de (x;);ey converge vers a.

Dans le cas particulier ot tout point de E posséde un systéme fon-
damental dénombrable des voisinages et ott J=N, la définition 1 coincide
avec la définition classique pour les suites dénombrables des points dans
un espace métrique.

Définition 2. Quand E est un espace uniforme, on dira que (xj)jey est
un e.to. de Cauchy si P'ensemble (x;) (jeJ et j=jo) est aussi petit qu'on
veut, pourvu que jo soit assez grand.

Définttion équivalente : (x5)jey est un e.to. de Cauchy sile filtre des
sections de cet e.t.o. est un filtre de Cauchy-.

Dans le cas particulier ot E est un espace métrique, la définition 2
coincide avec la définition classique pour les suites dénombrables des
points. Rappelons maintenant que nous avons appelé dans notre Thése
«espace G- métrique» un ensemble muni de la structure définie par une
application E —> G (G==groupe abélien totalement ordonné, non discret,
noté additivement) vérifiant les axiomes de la distance; les espaces G —mé-
triques constituent une généralisation trés naturelle des espaces métri-
ques. Dans le cas d'une espace G —métrique la définition 2 prend la forme
suivante: Pour que (xj)jey soit un e.t.o. de Cauchy, il faut et il suffit que,
pour tout élément e >o0 de G, existe un indice je tel que | xj,—xj, | <e,
quel que soit le couple (j,, j») d'indices = je.

L’utilisation des e.t.o. de Cauchy est souvent trés commode, car elle
permet de généraliser directement les raisonnements classiques pour les
suites dénombrables.

2. Soit Ko un corps ordonné. La Ko—valeur absolue f: Ko (i) > Ko,
définie par f(a+bi)=+Va® + b? (e et be Ko) et la structure uniforme S
déduite de celle-ci seront dites «intrinséquess; elles ont été considérées en
détail dans notre Thése.

On considére ci-dessous un corps commutatif K de caractéristique
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zéro, algébriquement clos. D’aprés la théorie des corps ordonnés d'Artin et
O. Schreier, K peut toujours étre mis sous la forme Ko (i). On peut donc
supposer K muni de f et de S. L'utilisation des e.t.o. de Cauchy rend alors
immédiats les faits que Panneau complété I/{\ (resp. 120) de K (resp. Ko) est

un corps et que K=Ko (i).

1I. LE THEOREME.
Le corps K est algébriquement clos.

Cest le théoréme annonc¢é dans lintroduction; sa démonstration
utilise le lemme: LZes extensions algébrigues ordonnées d’un corps ordonné
A sont (en tant qu’ensembles totalement ordonnés) cofinales & A.

Démonstration: Soit L la cléture algébrique de A; alors, L =Lo(i),
olt Lo est une extension ordonnée de A. Pour démontrer le lemme, il suffit
de montrer qu'il n'existe pas d’élément £¢ Lo tel que, quel que soit 1’élé-
ment positif « de A, on ait E>a. En effet, £>0a impliquerait que
EH > (meN), donc que B> ay—18" "'+ .- + a0, quels que soient les
éléments positifs ao, ..., an—1 de A; donc, "> | bus | E" '+ -+ | bo |,
quels que soient les éléments bo,..., bn—1 de A; donc, £ ne pourrait an-
nuler un polynéme a coefficients dans A, contrairement a I'hypothése que
£ est algébrique sur A.

Revenons a T’hypothése du théoréme et appliquons le lemme avec
A =’12°. Comme L=Lo (i), il s’ensuit que L—{o} ne contient pas d’élément
plus grand (resp. plus petit), en valeur absolue, que tous les éléments po-
sitifs de Eo—{o}.

Ko (resp. K) étant dense dans ﬁo (resp. /IE). le résultat précédent im-
plique que L-{o} ne contient pas d’élément plus grand (ou, plus petit), en
valeur absolue, que tous les éléments positifs de Ko--{o}. D’ot, le corollaire
du lemme: .S7 un e.tfo. d’éléments de K est de Cauchy par rapport a [?, ol
est également de Cauchy par rapport a L et vice-versa.

Démonstration: La premiére assertion est conséquence du fait que
Lo—{o} ne contient pas d’élément positif plus petit que tous les éléments
positifs de Ko—{o}; 'autre assertion est évidente.

Dong, si un e.t.o. (xj)jey d’éléments de K I/{\ c L converge vers ae IE

N
dans K, il converge vers a aussi dans L.
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On peut procéder maintenant 4 la démonstration du théoréme.
) ~~
Soit £Me L et soit f(x) = Doy x" (av e K) le polyndme minimal de
v=o

M sur K. D’aprés la définition de I/\’\, av est la limite d'un e.t.o. (5™)jey de
Cauchy d’éléments de K; le corollaire du lemme implique alors que
(a;")jey converge vers ay aussi dans L. Ceci permet d’appliquer a f(x) le
théoréme «de la continuité des zéros d'un polyndéme en tant que fonctions
de ses coefficients» que nous avons démontré dans notre These et qui gé-

néralise le théoréme classique de méme nom pour le plan complexe.

D’aprés ce théoréme, quand {a;"'—> aw) , les zéros ™ (u=1,...,n) du po-

(v=0,1,..:,1)
n

lyndéme (i coefficients dans K L) f;(x) =D ;¥ x" convergent dans L resp.

v=o
vers les zéros £ de f(x). Or, comme les zéros de fj(x) appartiennent a K
(puisque K est algébriquement clos), on peut appliquer a l'e.t.o. de Cauchy
(™)jey la deuxiéme assertion du corollaire du lemme; donc, ™ est la li-
mite d'un e.to. de Cauchy par rapport 4 K d’éléments de K; donc, ™
€ ﬁ (n=1,...,n).

Les conséquences de ce théoréme pour 'extension de certains résul-
tats de ’Analyse classique au cas d’un corps commutatif de caractéristi-
que zéro, complet par rapport 4 sa structure uniforme intrinseque, seront
étudiées dans une autre Note; elles proviennent du fait qu'on peut, en
vertu de ce théoréme, supposer que le corps est & la fois complet et algé-

briquement clos.
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