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MAOHMATIKA. - Factorisation approximative des polyndémes par
une méthode itérative, par D. Markovitch*. *Avexorvd)dn omd Tod

*Axadnuaixot x. Kovor. [araiodvvov.

1 Procédé d’itération. Soit

m

1) Jay,x"=o0

une équation sur le corps C des nombres complexes et x un des ses zéros.
D’une maniére quelconque on peut exprimer x explicitement comme
P(x)

3 B =H

cest 4 dire sous la forme d’une fraction rationelle, le dégré de Q(x) etant
m—1, et le dégré de P(x) m—1 au plus.
Appliquons au second membre de (2) les transformations Tk définies
par
« _ X“'Plx)

3) T 0K

k=1,2,...,a—T.
Il deviendra alors
' P1(X)
4 X =
) 0.(x
ot il faut effectuer au moyen de 1'équation (1) la réduction des puissances
1

)

x™, x™t' .. A puissance x™ ! au plus. Il est possible de répéter les trans-

formations Tk n fois successivement, et ainsi obtenir
P Pn (X)
Qn (X) '
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Pn(x) et O (x) désignant, aprés les dites réductions des puissances x™,
x™t . des polynémes des dégrés m-1 au plus.
Par conséquent, les transformations Tk et les réductions, ont pour ef-
fet d’obtenir une suite d'identités et de retenir dans toutes les itérées (5)
les dégrés de Pn (x) resp. On (x) & m —1 de fagon que les équations
X Qn (x)—Pn (x)=0 et xQ(x)—P(x)=0
soient équivalentes et ne différent qu'a un facteur constant prés, pour cha-

que neN.
20. Convergence. Ecrivons
Pn m -1 m—1

ay (n) et By (n) étant les coefficients de Pn (x) resp. On (x) aprés la n -iéme

itération. Alors,
sz les rapports

e _ On (n)
"7 Ba(n)
o<v<m—1

tendent, avec n—> 0, vers une constante o, elle signifiera un zéro de I'équa-
tion (1), tandis que xn pour n €N fixe, représentera une valeur approchée de o.

Preuve. En effet, I'équation (6) écrite comme

m—14 m—1

DAL - Aeai
avec la condition
g: g;)) =a + & (n)
gy (n)—>w, avecn —»»,
deviendra
m—1 m—1
7) (X—‘G)Z x" By (n) - zxv Ey (n) By (n)=o.

Quand on passe a la limite, la dermiére équation recevra la forme du pro-
duit de deux facteurs, un facteur linéaire x—a et l'autre facteur polynéme
de dégré m—1. Dot la conclusion : powur tout ne€N fixe, le facteur Linéaire

X—Xvy el le facteur complementarre
m—1

> x¥ By (n)

v=o0

Sactorisent approximativement I équation (1).
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30, Forme matricielle.

En décrivant le procédé d'itération on a dit que chaque forme pour

x permet d’en deduire par les transformations Tk les formes correspondan-
tes (3) pour x?, x%,...x™"!, cest & dire une suite de fractions rationelles dont
les polynémes dans les nominateurs et dénominateurs ont des dégrés m—1
au plus. Pour accomoder I'écriture, nous écrirons maintenant la seconde
partie de (3) comme

m—1 m-—1
8) i — z x" dky 2 XY oy

=0 v=0

1<k<m-—1

Lécriture analogue est possible aussi et pour chaque forme (5). Or, il est

de méme

9) Xk = z_ xX ouw(n)/ i > ¢ ao‘v(l’l).

v=0 v=0
Tout ca nous donne la possibilité de former deux matrices carrées, matri-
ce initiale
Ooo Oot + + « Olo,m—1

1o 041 « « « O4,m—1

(10) A=

.......

Om=1,0/0m—1,1 0 It

et la matrice génératrice

"‘ ®oo(n1) dto1(n)... @ m£111)

1) Au — .Iouo(n) o1(n) ...?mﬂ(ln)

o (n) aln).. a(n)
m—1.0 m—1,1 m-1,m-1

Comme on voit les éléments de la matrice An deviennent successivement
des éléments de la matrice A par la méthode d’itération déja écrite. Mais
la loi de formation des matrices An est possible aussi au moyen des puis-
sances A?, A®.. A",.. telle que A™ = An, pour tout n €N. En effet, les trans-

formations (3) apliquées 4 (8) ou a (9) nous conduisent successivement d’
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une itération A la suivante (de la n—iéme a (n+ 1)—iéme). Cela revient au

méme que faire le produit de la matrice

too(n1) cot(n1) ... Glo,m-1(n)

12) Bn =
ko) axi(n) ... ok,m-1(n)

1<k<m-1

avec la matrice A. Mais au lieu de la matrice Bn, on peut commencer avec
la matrice initiale A et multiplier avec A. Ainsi nous aurons
A =AA=A’ A =A*A=A%An = An—1-A=A"-
Lidentité A" = A" 'A définit en méme temps la loi de formation
des coefficients, la loi recurrente, tandis que les puissances de la matrice A
les produisent immédiatement.
Donc les relations entre les aij (n) et aiv (n —1) sont

m—1
13) aij ()= aiv(n —1)-av
. s VomO
1,]=0,4,2...m—1,

La convergence exprimée dans cette forme est la suivante:

S7 la matrice génératrice A® tend, pour n—> w0, vers une matrice M de
maniere que les rapports de deux éléments, qui corvespondent a une méme
colonne de deux lgnes consécutives, tendent vers une constante o

im —3 () =a
14) aia,i(n)
He>00,1,1—1,2...;m—1,

alors o représentera un zéro de I'équation donnée (1).
La matrice génératrice posséde quelques propriétés et elles seront
maintenant énumerées.
a) Chaque rapport
aij (n)
ai-1,j (n)
pour une paire d’indices (ij),i,j=1,2,..,m—1 et pour ne N fixe signifie une

valeur approchée du zéro a;

Xn =

b) Les rapports

. oy (n)

Sl Qov (n)
o<Zv<Lm—1

représentent les valeurs approchées du zéro a élevé au puissance i€ N;
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c) Chaque polynéme

m—1

> x" iy (n)

O
qu’on peut former un moyen des éléments de la i - iéme ligne, contient ap-
proximativement les zéros restants de I'équation (1). Il faut remarquer qu’
on nest pas obligé de chercher toutes les limites (14). I suffit de prendre
les éléments de deux lignes consécutives quelconques. D’aprés mon expé-
rience, si la matrice converge, les valeurs les plus proches de a provien-
nent des rapports de deux premiéres lignes (c.a.d. pour i=1).

Mais tout de méme il reste maintenant aussi de chercher encore m
limites (jour 0,1,2,., m—1). Cependant les rapports ne sont pas arbitraires
puisque ils existent des relations linéaires entre les nominateurs et déno-
minateurs. Précisement dit, chaque nominateur d’un rapport s'exprime li-
néairement par des dénominateurs des autres rapports, et inversement. Cela
vient quand on compare deux identités pour x, une de (8) et lautre de
(9) pourk=1, aprés les avoir retourné en équations algébriques et égalé
les coefficients correspondants des x" .

11 est intéressant d’indiquer la différence entre l'itération bien connue
et Ditération écrite dans ce travail. Avant tout, cette itération s’applique
aux polvndmes réels ou complexes, tandis que l'itération classique s'applique
aussi aux fonctions transcendantes mais réelles. Le but de cet article est
d’exposer et d’appliquer la méthode aux polyndémes. Cependant nous re-
marquerons que la méthode s’applique aussi aux fonctions représentées
par les series des puissances de x.

On sait que litération classique est ordinairement définie par

Xni1 = @ (xn).

S'il sagit d’une fonction ¢(x) réelle, dérivable et définie sur un intervalle
fermé borné [a, ] pour tout ensemble de valeurs x,, x,, X,,... contenu
dans [a,p], on doit partir d’une valeur (nombre) arbitraire x, de [a,p] et
obtenir successivement les autres valeurs (nombres) approchées x,, xj, .. Xn
du zéro a. Dans notre méthode on part d’une fonction et, en itérant, on ob-
tient une suite de fonctions de méme forme mais numériquement différen-
tes.

Tandis que le procédé de l'itération classique cherche un nombre limite

o par une suite de nombres, ici au contraire on cherche la fonction limite (con-
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stante &) par une suite de fonctions Le critére de convergénce |p’(x)|<<k<1
s'obtient par les différences |x —xn | et au moyen de la formule des accrois-
sement finies. Le critére de convergence dans notre cas s'exprime par des
rapports des coefficients.

Dans le cas ol 'équation (1) appartienne au corps Re des nombres
réels, il est commode de donner une interprétation géométrique. L'inter-
Ps (x)
On (x)

nera une valeur approchée xn de a. Llintersection de la droite y=x etdela

section de ladroite y=x et d'une courbe quelconque y = = R (x) don-

droite y=a (courbe limite) donnera le zéro de 1’équation comme la limite
de la suite Rn(x). Les parties des courbes de la suite Ra(x) autour du

\

point limite se rectifient pas & pas en tendant vers la droite y=a.

40°0. Applications.

Comme on a vu la méthode peut s'appliquer immédiatement a calcu-
ler les zéros d'une équation algébrique. La condition nécessaire est que les
limites des rapports existent et tendent vers une constante a, un zéro de
Péquation. Mais il peut arriver que la limite n’existe pas. Un cas bien évi-
dent est quand Péquation en réel ne posséde que des zéros imaginaires.
Telle est par exemple I'équation x* - x + 1 = 0. Chaque forme rationelle
de x se fermera aprés quelques itérations successives, c’est 4 dire on revien-
dra de nouveaux a x. Un autre mode de divergence du procédé se manife-
ste par les diverses et discordantes valeurs des rapports d’une itération a
Pautre, quoique le procédé ne se ferme pas (est illimité).

Dans le cas o1t ’équation en réel ne posséde que des zéros imaginai-
res ou bien quand elle posséde les zéros réels et imaginaires, la méthode
ne s'employera (pour calculer les zéros imaginaires) qu'aprés une transfor-
mation linéaire de I"équation qui la transforme dans I’équation équivalente

en complexe. Ainsi par exemple équation x (x? + 1) — 1 = o, posseéde les

zéros réels et imaginaires. Si P est pair, la forme x = Th < donnera les
X

valeurs approchées du zéro réel et positif. Pour calculer les zéro imaginaires
on introduira x =t + ax, ot
(2k-H1)ai
e p*
<k £p—1.

On appliquera alors litération a I'équation 1 =t(co+cit + ...+ cpt?)
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dont les coefficients cv sont devenus maintenant complexes, et on obtiendra
les valeurs approchées des zéros imaginaires. On ne changera rien surtout
si p est impair. La transformation nous donnera les valeurs approchées des
autres zéros, d'un réel négatif et des zéros restants imaginaires. En réalité
si nous considérons ax comme un parameétre, qui doit prendre strictement
les zéros de la fonction x (1-4xP ), le procédé d’itération donnera approxi-
mativement tous les zéros de I’équation, dépendant des ax .

Cet exemple n’est pas unique. Dans le cas général, toute équation
1=x(op+0o;x + ... Fom—1x™"")=x ¢(x) dans laquelle est possible d’exprimer les
zéros de o(x) en termes finis, une fraction rationelle unique itérée nous fer-
ra de calculer plusieurs ou tous les zéros I’équation 1 — xo(x)=0. Pour mon-
trer, posons dans ’équation précédente x=t—-A, t étant le nouveau zéro,
et A un paramétre ne pouvant prendre que des valeurs qui sont les zéros
de xg(x). Sous telle condition 'équation est transformée en forme invaria-
ble 1=t(co+c,+t...cm 1t" ") =t.u(t), les coefficients ¢y étant polyndmes de
L. L’itération produira les valeurs approchées dépendant de A. On obtien-
dra chaque zéro séparément si l'on pose pour A successivement les zéros de
x3(x).

Le cas général de calculer plusieurs ou tous les zéros par une unique
itération ol il n’est pas possible d’exprimer les zéros de ¢(x) en termes fi-
nis, est essayé dans (3], mais les récherches ne sont pas terminées complé-

tement.

HEPIAHWYI=E

Awx g dpappoyiic pidg véag pedédov Emavadndewe, dideton pix véx mwpooey-

YO TN dvaAustg Tév molvwvipwy el TapdyovToc.
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