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MAGHMATIKA.— Hypergroupes valués et hypergroupes fortement
canoniques par Jean Mittas*. *Avexowvddn dn0 10¥ *Axadnuaixod

%. ®. BaoiAelov.

M. le Professeur Marc Krasner a défini dans son travail «Approxi-
mation des corps valués complets de caractéristique p =0 par ceux de
caractéristique 0» (Actes du colloque d’Algébre supérieure, C.B.R. M.,
Bruxelles 19 - 22, décembre 1956, p. 129 - 206) la notion de 1’ hypercorps
valué, qui est la suivante:

Un ensemble k muni d’une addition x + y et d’une multiplication
xy est dit un Aypercorps par rapport a ces opérations si:

I. k est un hypergroupe commutatif régulier par rapport a I’addi-
tion, autrement dit (si 1’on identifie {x} avec x et si l'on adopte la
notation habituelle pour le composé des sous-ensembles) :

I:x+4y ck;

L:x++2z2)=x+y)+z;

Li:x4+y=y+ x;

I,: (Hoek) (Vxek) [x + o= x] (o est appelé «zéro») ;

I,: Pour tout xek il existe un et un seul x’ek (noté —x) tel que

oex + x’ [on pose x —y =x + (—y)];

1,: zex 4+ y = yez — x.

1I. Le zéro o est un élément bilatéralement absorbant pour la
multiplication (autrement dit (Vxek) [xo = ox = o]) et son complément
k*=1k..{o}] est un groupe multiplicatif.

III. La multiplication est doublement distributive par rapport
a 1’addition.

(Si I’on exige que la structure satisfasse aux axiomes I 1-6 et III,
mais si 1’on remplace la condition II par la condition plus faible:

II’. La structure est un demi - groupe par rapport a la multiplica-
tion, dont o est un élément absorbant,
on obtient la structure plus général d’hyperanneau [4]).

Un hypercorps k est dit valué s’il existe sur k une distance
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ultramétrique d(x,y) [autrement dit une application de k X k dans
R, vérifiant: a) d(x,y) = 0 & x =y, b) d(x,y) = d(y, x),
c) d(x,y) < max {d(x,z), d(z, x)}, quels que soient x,y,z dans k]
telle que en posant |x|=d (o, x) on ait:

h,: Pour tout x,yek, x4y est un cercle de I’espace ultramétrique
(k, d) de rayon proportionnel ' au max {lx L1yl };

h,: Pour tout x,y,aek, (x-+ a)N(y +a)= @ implique
d(x-+a, y+a)=d(x,y) [ou, si A, B sont des sous-ensembles de k,
d(A,B)={d(a,b); (a,b)eAXB}];

h,: Pour tout x, yek, |xy|=|x]|]|y]|.

Si d est une application de k X k dans un presque - groupe tota-
lement ordonné satisfaisant a), b), ¢), h,), h,), h,), k est dit hypercorps
hypervalué.

Dans le présent travail, ayant comme point de départ la notion
ci-dessus de I’hypercorps valué, nous avons mis de coté sa partie multi-
plicative et en étudiant sa seule partie additive nous avons construit
une théorie analogue a celle des groupes valués et hypervalués.

Soit donc un hypergroupe commutatif régulier H, que nous appe-

lons canonique [3].

Définition 1. a) H est dit régulicrement valué (resp. réguliérement
hypervalué) s’il est muni d’une distance ultramétrique d (resp. hype-
rultramétrique * prenant ses valeurs dans un presque-groupe totalement

ordonné) satisfaisant aux conditions h, et h,.

1. Ainsi ce rayon a la forme ¢ max [[x|, |y|] mais, en général, on prend
comme «coefficient de proportionnalité» o pas seulement les nombres réels, mais
les nombres semi-réels quelconques d’espéce 0 ou — . Dans le cas ot d prend ses
valeurs dans un presque - groupe totalement ordonné D = 1TI'|J {0} (c’est-a-dire
réunion totalement ordonnée d’un groupe totalement ordonné I' et d’un singleton
bilatéralement absorbant o, qui est, en méme temps, le plus petit élément de D),
le coefficient de proportionnalité ¢ pourra étre un élément quelconque d’espece 0
ou — du complété de Kurepa D de D. En ce qui concerne les nombres semi-réels
et le complété de Kurepa voir [2].

2. On appelle distance hyperuliramétrigue sur un ensemble E toute application
d: EXE —>Q, ou Q est un ensemble totalement ordonné possédant un élément
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(Une telle distance d est dite compatible avec la structure d’hyper-
groupe canonique de H).

b) |x| = d(o, x) est dit valuation (resp. hypervaluation) réguliére
de x et la fonction |.|: H—> R, ainsi définie s’appelle la valuation

(resp. hypervaluation) réguliére associée a d.

Il en résulte immédiatement que H vérifie la propriété:

f,: Pour tout x,y,z, weH, (x+y)N(z-+ w) s @& implique
x+yczdw ou zt+wex+ty
et de méme la propriété un peu plus cachée:

f,: Si xex+y, ona x+t+y=x.

On remarque que ces propriétés ont un caractére purement algé-
brique.

Définition 2. Un hypergroupe canonique F vérifiant les condi-
tions f, et f, est appelé fortement canonique.

Parmi plusieurs propriétés d’un hypergroupe fortement canonique
il v a les propriétés intéressantes suivantes :

1) Pour tout xeF la différence x —x, dite hauteur de x et notée ¥,
est un sous - hypergroupe fortement canonique de F.

2) L’ensemble @, = {i; xeF} est un demi-groupe totalement
ordonné par l’'inclusion des sous-ensembles de F possédant © ={ o}
comme élément minimum.

3) Si xeF reste constant et y parcourt F, les sommes x -+ y forment
une partition de F, qui définit une relation d’équivalence dans F appelé
congruence (mod x); cette équivalence est normale dans F.

4) Pour toute relation d’équivalence R normale dans F ’ensemble-
-quotient F /R est un hypergroupe fortement canonique.

5) L’ensemble A des congruences (mod x) est totalement ordonné et
en plus les deux ensembles A et ®, sont semblables.

6) Pour tout x, vy, z€F tels que zéex |y on a:

) x+y=z4(x—x)=z+(—y).

minimum, noté o, vérifiant les conditions a), b), c) qui sont vérifiées par une
distance ultramétrique. Dans un espace hyperultramétrique (E, d) les diametres
et les rayons (par rapport & un centre) de ses sous - ensembles sont définis dans
le complété de Kurepa de Q.



SYNEAPIA THS 4 AEKEMBPIOY 1969 307

b) Deux au moins des hauteurs X, ¥, z sont égales et la troisiéme
leur est inférieure ou égale.

¢) Deux au moins des ensembles x +y, z —x, z— y sont des
singletons.

7) La relation binaire A définie par xHy &= X = § est évidemment
une relation d’équivalence dans F, appelé équivalence de hauteur. 1,°équi-
valence de hauteur jouit des propriétés:

a) L’ensemble des classes F /H est totalement ordonné par la rela-
tion d’ordre de ®,, il posséde la classe de zéro Cy (o) comme élément
minimum et est semblable 4 @, .

b) La classe Ci (0) est un groupe s’identifiant avec le groupe W
des scalaires' de F.

c¢) Pour les sommes des classes on a:

i) x < 7§ = Cu (x) + Ca (y) = Cu (y).

ii) Pour € 55, Cu (x) 4 Cu (x) =_2§H (z), si pour tout yeCy (x) la

VA
somme x + y n’est pas un singleton et Cu (x) + Cu (x) =_li§u (2), sl
A
existe un yeCy (x) tel que x4y soit un singleton. Il en résulte que

d) H est réguliere dans F et par comnséquent 1’ensemble-quotient
F /H est un hypergroupe.

e) L hypergroupe F/H est en général canonique et méme fortement
canonique sous la condition (yvxeF .. W) [Cq (x) + Cxu (x) =_é]_CH (z)].

Z2< X

On voit que 1’ hyperopération® Cy (x)+Cx (y) = [Cu (x)+Cx ()] /H
dans ¥ /H dépend exclusivement de la relation d’ordre dans F/H.

11 s’ensuit que, si ’on définit dans un ensemble totalement ordonné E
une hyperopération T de la maniére suivante: x Ty=max { X,y }, sixsky,
et xTx=<x>, 01 <x> = {weE:w<x}, alors la structure (E, T) est
un hypergroupe ; si en outre E posséde 1’élément minimum o, en définis-
sant oTo = o on obtient un hypergroupe fortement canonique. La stru-

1. Un élément s d’ un hypergroupe H (écrit multiplicativement) est dit
scalaire a droite ou a gauche, si pour tout xeH, xs, respectivement sx, est un
singleton.

2. On appelle hyperopération (binaire interne) sur un ensemble E toute
application de EXE dans P(E).
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cture est simplement un hypergroupe canonique, si E posséde o et sl
existe au moins un xeE. .{o} pour lequel xTx = (x), ou (x)=
={weE: w gx}. Un exemple simple de tel hypergroupe est I’ensemble
R4 des nombres réels > 0, qui par rapport a I’hyperopération T telle que,
pour tout xeR, .. {0}, xTx=<x>, 0TO=0 et A la multiplication
usuelle est un hypercorps de caractéristique ! 2. Ce méme ensemble est
un hypercorps de caractéristique 1, si pour tout x€Ry on a xTx = (x).
Ce dermier hypercorps est un exemple d’hypercorps qui n’est pas va-
luable ou hypervaluable, car son hypergroupe additif n’est pas fortement
canonique. L’étude particuliere de I’hypergroupe fortement canonique
(E, T) donne encore quelques autres propriétés pour les ensembles tota-
lement ordonnés.

Quant a la valuation des bypergroupes canoniques on a la proposi-
tion fondamentale suivante:

Soit H un hypergroupe canonique. Pour qu’une fonction |.|: H —>§+
(resp. H>D=T U {o }, ou D est un presque-groupe totalement
ordonné) soit la valuation (resp. hypervaluation) réguli¢re associée a
une distance ultramétrique (resp. hyperultramétrique) sur H compatible
avec 1’hyperopération d’hypergroupe canonique de H, il faut et il suffit
qu’elle vérifie les cinq propriétés suivantes :

v,: |x| =0 si et seulement si x=0;

v,: |x| =]— x| pour tout xeH ;

v,: Si x5y ona |x —y|eR4, autrement dit ’ensemble |x —y|
est un singleton ;

v,: Sup |x+y| £ max {le, ]y[} pour tout x,yeH ;

vs: Il existe un nombre semi-réel ¢ 0 (resp. un élément du

complété de Kurepa D de D) d’espece 0 ou — tel que

(V(x, v, 2, w) €H') [zex 4y = [wex + v 4= sup |z — w| < omax {Ix], |y[}]].
Dans un hypergroupe valué, donc fortement canonique, H, les

hauteurs et les valuations de ses éléments sont liées par 1’implication

2<y=|x|<]|yl, d’ot il résulte que H vérifie en plus la condition :

f,: Pour tout x,y,zeH, xez—z et y&Ez—z implique XL5.

1. Pour la caractéristique des hypercorps voir [4].
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Cette propriété a un caractére purement algébrique, comme c’est
le cas des propriétés f, et f,, D’autre part I’ensemble des valeurs de la
valuation de H coincide, & une similitude prés, avec 1’ensemble des
cercles I' = { C(o,|x]); xeH }, c’est-a-dire avec une chaine (par ’inclu-
sion) de sous - hypergroupes canoniques de H (car tout cercle centré sur
le zéro est un tel hypergroupe) possédant le sous-hypergroupe canonique
C(o, [0]) = {o} comme élément minimum et, en vertu de I’implication
précédente, pour tout x, yeH, y < x=> ye C (o, |x|).

Soit F un hypergroupe fortement canonique. En partant de A, @, et

de ®, considérons les ensembles :
A={A;AeP(A)} U {A*; AeP(d)}

&, —{Cu(0); AseP(A)} U {Cu (0); AcP ()]
ot Ay = sup A, Ay = infA (pris dans 1’ensemble E des relations
d’équivalence dans F) et Ca« (0), Ca, (o) sont les classes de F contenant
le zéro pour les relations A* et A, respectivement. Pour ces classes, qui

sont des sous-hypergroupes canoniques de F, on a Ca (0) = U Ck (o).
(mod x)eA

Ca, (0) = N Cc(o). (Si A= &, A* et A, sont respectivement 1’ égalité et
(mod x)eA

1’ équivalence universelle dans F).

Les ensembles A et ®, sont: i) totalement ordonnés ii) semblables
iii) des treillis complets.

En faisant correspondre 4 tout couple (x,y)eF’ I’ensemble
By = { (mod w)eA; x = y (mod w)} on a les propositions suivantes:

I. L’application 3: F X F—>®, U {F] définie par I’ égalité
8 (x, y) = Ca,xy (0) est une distance hyperultramétrique sur F, appelée
hyperdistance naturelle.

II. I hyperdistance naturelle sur F vérifie en plus les conditions :

h,’: Pour tout x,yeF la somme x-}y est un cercle de I’espace
hyperultramétrique (F,d) avec comme rayon le max {i, y}, autrement
dit zex+y= x4y = C(z, max{i,;‘r}).

h,”: Pour tout x, y, aeF, (x-+a) N (y-+a)= @ implique
d(x+a, y+a)=38(x,y)



310 IIPAKTIKA THS AKAAHMIAS AOHNQN

Si I’on pose 8 (o, x) = [x|, |x| est dit hypervaluation naturelle de x
etona |[x|=Clo)=Nw—w.
Axox XEW — W

1’ hypervaluation naturelle vérifie les propriétés précédentes v,—v,,

ot au lieu de R4 on a maintenant 1°ensemble &, | {F} (comprennant le

sup |x +y| pour tout x,yeF) et au lieu de v, la suivante:

(V(x,y,2, w)€eF*) [zex +y = [ wex + y > sup [z — w| < max {?, i}]]
Des propositions précédentes il résulte que ’on peut considérer le

cas olt un hypergroupe canonique H est muni d’une distance hyperul-

tramétrique d satisfaisant aux conditions :

h?: Pour tout x, yeH la somme x -+ y est un cercle de ’espace
hyperultramétrique (H, d).

h:: Pour tout x,y, a€eH, (x 4+ a) (I (y-+a) = @& implique
d(x +a,y+a)=d(x, y)

Un hypergroupe muni d’une telle distance d est dit hypervalué;
on constate que tout hypergroupe fortement canonique est hypervaluable
au sens ci-dessus. Mais cette définition n’est pas une généralisation de
la définition des hypergroupes additifs des hypercorps valués ou huper-
valués, car elle ne suppose rien au sujet du rayon du cercle x 4 y.
Une autre généralisation est donné dans mon travail «Hypergroupes
strictement hypervalués», ott on comprend par ce terme les hypergroupes
hypervalués dont la distance hyperultramétrique d, satisfaisant déja a la
condition h} , satisfait, au lieu de hf , a une autre condition plus forte.
On y demontre que tout hypergroupe fortement canonique vérifiant la
condition f, est strictement hypervalué.
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