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AIA®POPIKH TEQMETPIA.— Sur la représentation des surfaces les
unes sur les autres avec parallélisme des triddres princi-
paux, par Othon Pylarinos. *

Les droites qui joignent les points homologues des deux surfaces
d’un espace euclidien a trois dimensions, représentées 1’une sur l’autre
avec parallélisme des plans tangents, engendrent une congruence dont
les deux systé¢mes de surfaces développables, d’aprés un théoréme di
a K. M. PETERSON (4, p. 25), découpent sur chacune d’elles, lorsqu’ils
sont distincts, un réseau conjugué, nommé par lui réseau de base de la
représentation, les tangentes en chaque couple de points homologues des
deux surfaces aux courbes de leurs réseaux de base issues de ces
points étant respectivement parall¢les. Par ailleurs, d’aprés un autre
théoréme (2, p. 15), une surface S, sur laquelle les deux systémes de
surfaces développables d’une congruence de droites D découpent un
réseau conjugué, admet toujours une famille de o' surfaces (F) repré-
sentées sur elle avec parallélisme des plans tangents, les points de ces
surfaces homologues de chaque point de S étant situés sur la droite de
la congruence D issue de ce point. ILes surfaces de cette famille sont

* 0. MYAAPINOY, Ilepi 7fjg dmewxovicews pidg émipoaveiog émi dAANG petda
TOPAAANALAG TGOV TPWTEVOVTWY TPLESPWY.
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appelées par A. MYLLER (3, p. 215) surfaces paralléles a la surface S le
long de la congruence D.

Les réseaux de base des surfaces (F) dans la représentation indiquée
de ces surfaces sur S sont les réseaux découpés sur elles par les surfaces
développables de la congruence D ; or, si S est une surface courbe non
sphérique et que le réseau decoupé sur elle par les surfaces développables
de D soit le réseau (orthogonal) de ses lignes de courbure, il en est de
méme nécessairement, d’aprés le théoréme de PETERSON, des réseaux
de base de toutes les surfaces (F). Dans ce cas les faces du triédre
trirectangle formé au point courant P de S par les tangentes principales
et la normale a2 S en P, qui, dans ce qui suit, est appelé triédre principal
de la surface en ce point, sont respectivement paralleles aux faces des
trieédres principaux des surfaces (F) en leurs points homologues de P
dans la représentation de ces surfaces sur S dans laquelle 4 chaque point
de S correspondent les points des surfaces (F) situés sur la droite de D
issue de ce point et la représentation de cette espeéce, a 1’étude des deux
cas particuliers de laquelle le présent article est consacré, est appelée

représentation avec parallélisme des triédres principaux.

Dans la premiére partie nous montrons d’abord que 1’on peut toujours
faire correspondre 4 une surface donnée S un ensemble infini de
congruences de droites (A), telles que les surfaces paralléles a S le long
de chacune d’elles soient représentées sur S avec parallélisme des triedres
principaux. Ensuite nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes
afin qu’a I’ensemble (A) associé 4 une surface S appartienne une con-
gruence dont la droite issue de chaque point de S est invariablement liée
avec son triédre principal sans coincider avec sa normale en ce point et
nous patvenons a l’aide des conditions données a la détermination de

toutes les surfaces qui jouissent de la propriété indiquée.

Dans la seconde partie nous donnons une condition nécessaire et
suffisante afin que I’ensemble (A) associé & une surface S contienne une
congruence dont la droite issue de chaque point de S est située sur un
plan normal A la surface en ce point invariablement 1ié avec son triedre
principal et nous étudions le cas particulier ot la surface qui jouit de
cette propriété est isothermique.
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I

1. Comnsidérons dans un espace euclidien a trois dimensions une
surface courbe non sphérique S dépourvue de points singuliers et une
congruence de droites D qui admet S comme surface directrice.

Si I’on désigne par E, F, G; I, M, N les coefficients des deux
formes quadratiques fondamentales de la surface S rapportée 2 deux para-
metres u, v tels que les courbes v = Cte, u = Cte sont ses lignes de
courbure et définie par rapport au systéme de coordonnées choisi dans
I’espace par 1’équation vectorielle

(1, 1) = ¥(u, v),
on aura
(1, 2) F=M=0,

tandis que E, G; I,, M sont des fonctions des u,v vérifiant les deux
équations de CODAZZI, qui, grice aux (1, 2), peuvent s’écrire sous la forme :

oL Iy JL, N | 9E 6N _ 1 JL N | aG
(1,3) 6V~§{E¥+G}VOV’ 6u_‘2‘{E+G dou
et I’équation de GAUSS, qui, grace aux (1, 2), devient

LN o [ 1 oVE o 1 aVG
Lt =g =eaitee Tl B
YEG av | VG ov du | Vg Ou
En outre, d’aprés des formules connues, on a, en vertu des (1, 2),
au point courant P(u, v) de S

% _ 1 9B ot _ 1 8B o o
ouw* 2E du du 2G dv v S
n oy 1 JE or g 1 oG or
(L, 5) dudv 2E, dv du 2G ou dv '’
9’t 1 080G érf 1 oG or B
B O w96 B B T

* On suppose que les opérations de dérivation qui seront faites dans le
présent article sont légitimes dans les intervalles considérés.
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est le vecteur-unité de la direction positive de la normale a4 S en P et

on L or gn N oJf

(0 [ "Santanl B RN oot A

Par ailleurs 1’ équation vectorielle de la congruence D peut s’écrire

(1,8) R=7(uv)+p{¢t+nt +0n}
ol

. ot N 1 ot
1 % e o GF _ 1 of
4, % b VE ou’ t VG ov

sont les vecteurs-unités des directions positives des tangentes en P (u, v)
aux lignes de courbure v=_Cte, u=Cte de S issues de ce point, c.a-d.
des tangentes principales de S en P, qui avec la normale a la surface en
ce point forment son triédre principal, &, %', U’ sont les cosinus
directeurs de la droite de D issue du point P par rapport au systéme
[P; &, &, i] et p est le paramétre aux valeurs duquel correspondent
les points de cette droite.

Si I’on suppose de plus que la surface S ne coincide avec aucune
de nappes focales de D, on aura T’ =0 et, si I’on pose
Y n -
(1!10) t;=E; g;zﬂ, QM:Uy
on peut, en tenant compte en méme temps des (1,9), écrire 1’équation
(1, 8) de la congruence D sous la forme :

2 E n orf 3
VE ou ' yg ov ' "

(1, 11) R = r{u, v)—I—M{

IL’équation (1, 11), si l’on y remplace pn par une fonction des
u, v :u(u,v), définie pour tous les systémes de valeurs des u, v corres-
pondant aux points de S, détermine une surface X.

Cela étant, en différentiant cette équation par rapport a u et a v
et en tenant compte des (1, 5) et (1, 7), il vient
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OR _ o7 8 uz) e OE  um  OE L
du  Odu P du <VE + 9EVE 0u ' 9RVG ov uE}+
" i(}in)_ we  OE | wm  9G F s
av | du \ VG 2GVE 9v  2GVG ou

37( uE) ) R 7@»@»}4_
B 2EVE 9v  2EVG du

) ue  9G un 4G N}
N E s |
T ov (VG >+ 9GVE du ' ogVYG v "G .4

Les surfaces X, S se correspondent de maniére que deux points
homologues de ces surfaces correspondent au méme systéme de valeurs
des u, v ol —ce qui revient au méme — de maniére que la congruence
engendrée par les droites joignant les points homologues des deux sur-
faces soit la congruence D et, pour que cette correspondance entre les
surfaces X, S soit une représentation avec parallélisme des trieédres prin-
cipaux, il faut et il suffit, eu égard au fait que les courbes v = Cte,
u=_Cte sur la surface S sont ses lignes de courbure, que les tangentes
en chaque couple de points homologues des deux surfaces aux courbes
v=_Cte, u=Cte issues de ces points soient respectivement paralléles;
il faut et il suffit donc, comme il résulte des deux formules (1, 12), que
les fonctions w(u, v), E(u, v), n(u, v) qui y figurent, vérifient les équations
aux dérivées partielles
1 du I, 1 du N

au—}—E s =0

1,13 = o
& & VE w oy T VYG

0

et

6<un> _ué 6E+Aug Bw g

du\ Yo/ 2GVE Ov ' 26VG ou
0 B wn oG

(
Sy <| ug uE
| 5 (F5)+ stve ov — wavs 00 =
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Les équations (1, 14) peuvent s’ écrire

(1) "y & AVE_ 0 Eow, 8 m oVG_,
w du ' du YG Ov w v ' 9v  YE Odu
L. oy au au 4 _
et I’élimination des dérivées P’ By entre les équations (1, 13) et

(1,15) conduit & deux équations qui ne contiennent pas la fonction p(u, v):

gy p L £ OVE a¢ N n aVG _

W1 =Yg "Ve o ~ 0 o T Ye T VE o

0,

auxquelles doivent satisfaire, dans le cas envisagé, les fonctions E(u, v),
n(u, v).

Par ailleurs, si on exprime que les deux équations (1, 13), auxquelles
doit satisfaire la fonction p(u,v) sont compatibles et que 1’on tienne
compte des (1, 3), on parvient 4 une troisiéme équation a laquelle doivent
satisfaire les fonctions E(u,v), m(u,v):
gy L % N VB _ N o L VG

VE Ov G ov VG oOu E oOu

Mais pour chaque couple de fonctions £ (u, v), n(u, v) vérifiant les
deux équations (1, 16) 1’équation (1, 17), comme on le constate faci-
lement en tenant compte du fait que E, G; I,, N sont des fonctions des
u, v vérifiant les équations (1, 3), est aussi satisfaite; on peut donc a
un tel couple faire correspondre 4 1’aide des équations (1, 13) une fonction
w(u,v), définie & un facteur indépendant des u, v prés, vérifiant avec
les fonctions E(u,v), n(u,v) de ce couple les conditions (1, 13), (1, 14).
Par conséquent, a chaque couple de fonctions E(u,v), m(u,v) satisfai-
sant aux deux équations (1, 16) on peut faire correspondre une famille
de « ' surfaces représentées sur S avec parallélisme des triédres princi-
paux et paralleles a S le long de la congruence dont la droite issue du
point courant P(u, v) de S est paralléle au vecteur &(u, v)t, 4 (u, v)t,+ .
Les surfaces de cette famille correspondent aux fonctions u(u,v) qui
vérifient les deux équations compatibles qu’on obtient en remplacant
dans les équations (1,13) E n par les fonctions E(u,v), n(u,v) de ce
couple.
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1l en résulte que la surface considérée S admet un ensemble infini
de familles de ' surfaces représentées sur elle avec parallélisme des
triedres principaux, les surfaces de chaque famille étant paralleles a S
le long d’une congruence de droites. On peut donc faire associer a cette
surface un ensemble infini de congruences de droites (A) de maniére que
les sections de la surface par les développables de chaque congruence
de cet ensemble soient ses lignes de courbure. Les congruences de
I’ensemble (A) correspondent aux couples de fonctions E(u,v), m(u,v)
satisfaisant aux deux équations aux dérivées partielles (1,16); a cet
ensemble appartient évidemment la congruence engendrée par les nor-
males 4 la surface, pour laquelle on a E=n=0.

Pour que ’ensemble (A) contienne une congruence dont la droite
issue du point P(u,v) de S est invariablement liée avec son trieédre
principal sans coincider avec sa normale en ce point, il faut et il suffit
que E, G; L, N soient des fonctions des u, v vérifiant, comme il résulte
des (1, 16), deux équations de la forme :
oVE _

L El N Th
L b =0 ... B L
17]x VE + VG av ) En -VG + VE au

ot £, m, sont des constantes dont au moins une est == 0.

(1,18) ¢ Ve _

D’autre part, si E, G; L, N sont des fonctions des u, v vérifiant
deux équations de la forme (1, 18), les coefficients &, , n, qui y figurent
étant des constantes dont au moins une est =0, il y a o' fonctions
w(u,v), comme on le reconnait facilement en tenant compte des (1, 3),
satisfaisant aux équations qu’on obtient en remplagant £, n dans les
équations (1,13), (1, 15) par les constantes E, , m,; par conséquent la con-
gruence dont la droite issue du point courant P(u,v) de la surface S est
paralléle au vecteur (invariable par rapport a son triedre principal)
£, t, 4+ m, t, 4 @ appartient 4 ’ensemble (A) associé a cette surface.

On peut donc énoncer le
Théoréme A. ‘A chaque surface on peut faire associer un ensemble infini
de familles de o' surfaces représentées sur elle avec parallélisme des triédres
principaux, les surfaces de chaque famille étant paralléles a cette surface le
long d’une congruence de droites, ou — ce qui revient au méme— un ensemble
infini de congruences de droites (A), telles que les sections de la surface par

les développables de chacune d’elles soient ses lignes de courbure.
IT44 1969 13
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Pour que Pensemble (A) associé & une surface S contienne une congruence
dont la droite issue de chaque point de S est invariablement liée avec son
triedre principal sans coincider avec sa normale en ce point, il faut et il suffit
que les coefficients des deux formes fondamentales de S rapportée a deux
paramétres u, v tels que les courbes v = Cte, u = Cte sont ses lignes de courbures,
soient des fonctions des u, v vérifiant deux équations de la forme (1, 18), les
coefficients & , 1, qui y figurent étant des constantes dont au moins une
est =£.0.

Si I’on désigne par k,, k, les courbures normales au point P (u, V)
de la surface S de ses lignes de courbure v = Cte, u = Cte issues de ce
point, par kg, ks, leurs courbures géodésiques en ce point et par 0, 6,
les angles que la normale 4 S en P forme avec les normales principales
des courbes v = Cte, u = Cte en ce point et que [’on tienne compte que,
d’aprés des formules connues, on a

L N 1 oVE 1 e
¢ k., = L, = e e
i, e, E ' ke= g+ ku VEG ov ' ke VEG Odu
et
Kk, ks
1 0 £ = 9 5 == to"
( )2 ) kl tg 1 k., th 0:‘)

on peut mettre les conditions (1, 18) sous la forme:

(1!21) Elnlkl—Elklg_O) E‘]|kz+nxk2g=0-

2. Les conditions (1, 18) permettent de déterminer toutes les surfa-
ces qui jouissent de la propriété indiquée dans la seconde partie du
théoréme A. A cet effet nous allons distinguer deux cas suivant que les
constantes £, , n,, qui figurent dans ces conditions, sont toutes les deux
== 0, ou une d’elles s’annule.

a. Supposons en premier lieu que ’on ait
(2,1) &0, m 0.

Si la surface S, définie par 1 équation (1, 1) et référée au réseau
paramétrique (u,v) de ses lignes de courbure, est une surface non dévelop-
pable, on aura

(2, 2) = PR

N
= &
E 2% 0

G
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et, en cas que E, G; I, N vérifient deux équations de la forme (1, 18),
on en tire, en tenant compte des (1, 19), (1, 20), (2, 1) et (2, 2),

(2, 3) 0, = Cte , 0, =Cte .

Il en résulte, eu égard au fait que les torsions géodésiques des
courbes v=Cte, u=Cte s’annulent identiquement, puisque ces courbes
sont les lignes de courbure de S, qu’il en est de méme des torsions
de ces courbes, c.a-d. que les lignes de courbure de la surface sont
nécessairement planes dans les deux systémes. En outre, d’aprés (2, 3),
les plans, auxquels appartiennent les lignes de courbure de chaque
systéme, coupent la surface sous le méme angle.

Mais dans la représentation sphérique de GAUSS d’une surface non
développable a lignes de courbure planes dans les deux systémes, I’image
sur la sphére du réseau de ses lignes de courbure est un réseau isotherme
formé par deux familles de o' cercles dont les plans appartiennent res-
pectivement 4 deux faisceaux ; les axes de ces faisceaux sont deux polai-
res conjuguées r, r’ par rapport a la sphére dont le centre est, par hypo-
these, a ’origine O du systéme de coordonnées Oxyz choisi dans 1’espace.
Si u, v sont les paramétres isométriques correspondant i ce réseau iso-
therme sur la sphére et que 1’axe Oz du systéeme Oxyz soit la perpendi-
culaire commune aux droites r, r’, les axes Ox, Oy étant respectivement
paralleles a ces droites, la surface est I’enveloppe de la famille de
plans, qui est définie par rapport au systéme Oxyz soit par une équation
de la forme:

(2, 4) ux — 2vy + (W vi—1)z = 2(U+V)
soit par une équation de la forme:
2,5) xVi—a'sinu—yV1—a*shv 4 z (cos u4a chv) = U4V,

suivant que les deux polaires conjuguées r, r’ sont tangentes ou non tan-
gentes a la sphére, ot U, V sont des fonctions de u et de v respective-
ment et a’ est une constante < 1, (1, p. 506).

Dans le premier cas les coordonnées x, vy, z des points de la surface
sont des fonctions des u, v satisfaisant i 1’équation (2, 4) et aux deux
équations

(2)6) x+uZ:‘£dlI; . ——y+vz=gY,
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tandis que dans le second cas elles sont des fonctions des u, v vérifiant
1’équation (2, 5) et les deux équations

dU
du

, —yVi—a chv + z ashv = Lo .

2,7 xVl—a*cosu — zsinu =
dv

Or, si I’on désigne par 0, 1’angle sous lequel le plan de la courbe
v =_Cte issue du point P (u,v) de la surface, la coupe, on reconnait
facilement que I’on a dans le premier cas

(2, 8) cosl, = — —v
‘ Vigv?
et dans le second cas
hv
2, 9) O WU ...
l Vehlv — o?

Les formules (2, 8) et (2,9) montrent que, lorsque les lignes de
courbure d’une surface non développable sont planes dans les deux
systémes, les plans auxquels appartiennent les lignes de courbure de
chaque systéme ne la coupent jamais sous le méme angle.

Il en résulte que les coefficients des deux formes fondamentales d’une
surface non développable, rapportée a deux paramétres u, v tels que les courbes
v = Cte, u= Cte sont ses lignes de courbure, sont des fonctions des u,v qui
ne peuvent pas vérifier deux équations de la forme (1, 18), lorsque les constantes
&, m, qui y figurent, sont toutes les deux == 0.

St S est une surface développable et que les courbes u=Cte du réseau
paramétrique orthogonal (u, v) choisi sur elle soient ses génératrices
rectilignes, on aura

@, 10) G=0G(), F=M=N=0.

La seconde condition (1, 18), grice aux (2, 10) est identiquement
vérifide, tandis que la premiére exprime, si 1’on tient compte des (1, 19),
(1, 20) et (2, 1), que les lignes de courbure v = Cte, c.a-d. les trajectoires
orthogonales des génératrices rectilignes de la surface, sont des courbes
planes et en outre que les plans auxquels ces courbes appartiennent cou-
pent la surface sous le méme angle non droit, puisque la constante ,
est = 0. Mais une surface développable dont les lignes de courbure non
rectilignes jouissent de cette propriété est nécessairement engendrée par
les tangentes 4 une hélice cylindrique (1, p. 502). Donc, pour que les
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conditions (1, 18) soient vérifiées en cas que la surface considérée est
développable, il faut que la surface soit engendrée par les tangentes &
une hélice cylindrique.

D’autre part, si
(2, 11) 6 = 5 (u)

est 1’équation vectorielle d’une hélice C, u étant l’arc de cette courbe,
I’équation vectorielle de la surface S engendrée par les tangentes a C,
référée au réseau paramétrique orthogonal (u, v) dont les courbes u=Cte

sont les génératrices rectilignes de cette surface, peut se mettre sous la
forme :

(2,12) =g (u) 4 (v—u)i(u),

. dp .., . . i
ou t(u) = aﬁ— est le vecteur-unité de la direction positive de la tan-

gente & C en son point courant P (u).

Si ’on désigne par k(u), o (u) la courbure et la torsion de 1’hélice C
et que ’on tienne compte que [’on a

(2, 13) 6 = ¢k,

oll ¢ est une constante %= 0, on trouve, a ['aide des formules connues,
pour les coefficients des deux formes fondamentales de la surface S,

rapportée aux paramétres u, v, les expressions

> = ] — 2kz, FEO, G:].,
@, 14) ; (v —u)

= c(v—u)k? M=0, N=0.

I.a premiére condition (1, 18), si I’on y remplace E, G ; L par leurs
valeurs (2, 14), devient n, c = — 1, tandis que la seconde est identiquement
vérifiée. Par conséquent, lorsque la surface engendrée par les tangentes
a une hélice C dont la courbure et la torsion sont liées par la relation
(2, 13), est définie par une équation de la forme (2, 12), le paramétre u

’

étant I’arc de C, les conditions (1, 18) sont vérifiées, si I’on a

(2’ 15) Wy == = e

E, étant une constante arbitraire.
On peut donc, en tenant compte du fait que le vecteur &%, -+ &, + 7,
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ot E, m, sont des constantes == 0, n’est paralléle a aucune de faces du
triedre principal de la surface, formuler le
Théoréme B. Pour que lon puisse faire associer @ une surface S une fa-
mille de o' surfaces représentées sur elle avec parallélisme des triédres princi-
paux et paralléles @ S le long d’une congruence dont la droite issue de chaque
point de la surface est invariablement liée avec son triédre principal sans
appartenir & aucune de faces de ce triédre, il faut et il suffit que la surface
soit engendrée par les tangentes & une hélice cylindrique.

b. Supposons en second lieu que une des deux constantes &, n, qui
figurent dans les conditions (1, 18), par ex. la premiére, soit = 0.

Dans ce cas la premiére condition (1, 18) est identiquement vérifiée,

tandis que la seconde devient

: avG
9 == ()
(2, 16) u 0,

ce qui, en vertu de la seconde équation (1, 3), entraine

ON
2, 17 =10,
( ) ) au
Donc, si S est une surface non développable, pour que les conditions
(1, 18) soient vérifiées, la constante & qui y figure étant =0, il faut

que les coefficients G, N soient des fonctions de la seule variable v :
(2, 18) G = Gilw), N = N{(v).

Il en résulte que les lignes de courbure u= Cte de S doivent étre
en méme temps des géodésiques de cette surface et, par conséquent, des
courbes planes et en outre que la courbure k de ces courbes, qui est

égale a leur courbure normale k, = I(V‘ doit étre une fonction de la
seule variable v.
(2, 19) S g = ¥l

Par ailleurs la correspondance entre deux courbes quelconques
u = Cte, qu’on obtient en faisant correspondre les points de ces courbes
situés sur une méme courbe v = Cte, est, comme on le constate facilement,
une correspondance avec égalité des arcs homologues. En outre ces
courbes sont planes et elles admettent la méme courbure en leurs points
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homologues. Donc elles sont nécessairement les diverses positions d’une
courbe plane—invariable de forme—qui se meut de maniére que les traje-
ctoires de ses points coincident avec les trajectoires orthogonales de ses
positions, ou — ce qui revient au méme — de maniére quele plan, auquel
elle appartient, roule sur une surface développable fixe ou tourne autour
d’une droite fixe située sur ce plan.

D’autre part, si la surface S définie par I’équation (1,1) est une
surface de cette espéce non développable, référée au réseau paramétrique
orthogonal (u, v) dont les courbes u = Cte sont les diverses positions de
la courbe plane, qui engendrent la surface, les coefficients G, N de ses
deux formes fondamentales sont nécessairement des fonctions de la seule
variable v, tandis qu’on a F = M = 0 et les conditions (1, 18) sont véri-
fiées, lorsque la premiére des deux constantes £, , n, qui y figurent est = 0.

Par conséquent, les surfaces paralléles a S le long d’ une congruence
dont la droite issue du point courant P (u, v) de la surface est parallele

Ty OF .
ve ov T

olt 1, est une constante arbitraire, sont représentées sur S avec paral-

au vecteur (invariable par rapport a son triédre principal)

1élisme des triedres principaux.

Par ailleurs une surface développable peut étre considérée comme
engendrée par les diverses positions d’une droite qui se meut de maniére
que les trajectoires de ses points soient en méme temps les trajectoires
orthogonales de ses positions et les raisonnements précédents sont vala-
bles méme dans le cas ot S est une surface développable.

Les considérations précédentes, jointes au théoréme B, permettent
d’énoncer le
Théoréme C. Une surface S qui admet une famille de »' surfaces repré-
sentées sur elle avec parallélisme des triédres principaux et paralléles a S le long
d’une congruence dont la droite issue de chaque point de cette surface est inva-
riablement liée avec son triédre principal sans coincider avec sa normale en ce
point, est nécessairement engendrée par les diverses positions d’une droite ou
d’une courbe plane invariable de forme qui se meut de maniére que les trajec-
toires de ses points coincident avec les trajectoires orthogonales de ses positions.
Toutes les surfaces de cette espéce admettent des familles de ' surfaces repré-

sentées sur elles de la maniére indiquée.
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I

3. Supposons maintenant que la droite de la congruence D issue du
point courant P (u, v) de la surface non développable S, définie par
I’équation (1, 1) et référée au réseau paramétrique (u,v) de ses ligues de
courbure, appartienne a un plan normal A S en ce point invariablement
lié avec son triédre principal.

Dans ce cas 1’équation (1, 11) de la congruence D est de la forme:

Cy

(3)1) R=T(uyv)+ua{vE au+vé av}+un,

ot a est une fonction des u, v et c¢,, c, sont des constantes dont au
moins une est =% 0.

Pour que les surfaces paralleles 4 S le long de la congruence définie
par 1’équation (3, 1) soient représentées sur S avec parallélisme des
triedres principaux, il faut et il suffit qu’il y ait des fonctions u(u,v),
a(u, v) vérifiant les équations

au au

3.2 = lu= 0, — N=0
3,2 g T o V V
et
olg (na) o oVE X dlg (pa) ¢, VG -
(3, 3) ™ VE o 0, ¢ o ¥ W 0,

auxquelles se raménent les conditions (1, 13) et (1, 15), si I’on y remplace
€, n par leurs valeurs tirées de (3, 1).

Si une des constantes c,, ¢, qui figurent dans 1’équation (3, 1), par
ex. la premiére, s’annule, la droite de la congruence D issue du point
P (u,v) de S est située sur le plan normal 4 S en P, qui passe par la
tangente a la courbe u = Cte en ce point.

Alors les conditions (3, 2) et (3, 3) deviennent

9 (wa) _ VG _
ou ' du

® e B o

ou
et pour qu’elles soient satisfaites, il faut et il suffit, comme on le voit

N=0,

aussitot en ayant égard aux (1, 3), que G, N, a soient des fonctions de
la seule variable v ;

(3, &) G = G(v), N = N(v), o = aiv)
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et en outre que ’on ait
aN
—Cy — dv
(3, 6) w=E .f‘/G=u(v).

Les deux premiéres de ces conditions ne sont vérifiées, comme
nous [’avons déji signalé dans le paragraphe 3, que dans le cas ott S est
engendrée par les diverses positions d’une courbe plane—invariable de
forme — qui se meut de maniére que les trajectoires de ces points coin-

cident avec les trajectoires orthogonales de ses positions.

Si S est une surface de cette espéce et qu’on la référe au réseau
orthogonal (u, v) dont les courbes u = Cte sont les diverses positions
de la courbe plane, qui engendrent la surface, les deux premiéres condi-
tions (3, D) sont satisfaites, tandis qu’on a F=M =0 et a chaque
fonction a(v)on peut faire correspondre, a [’aide de (3, 6), des fonctions n
de la seule variable v de maniére que les conditions (3, 4) soient véri-
fiées. On peut donc a chaque fonction a(v) faire correspondre une
famille de o' surfaces représentées sur S avec parallélisme des triedres
principaux et paralléles a4 cette surface le long de la congruence dont
la droite issue de son point courant P(u, v) est paralléle au vecteur

ar . .
—‘% a_:; -+ n; les surfaces de cette famille correspondent aux fonctions
u de la seule variable v, qui vérifient I’équation différentielle
1 0
Loow_ o
woov VG

Si les constantes ¢, ¢, qui figurent dans 1’équation (3, 1), sont tou-
tes les deux =0, pour qu’il y ait des fonctions u, a des u, v satisfaisant
aux deux équations (3, 3), il faut et il suffit que 1’on ait

; : & § 1 VB : 0 [ 1 aVG
(3’ () Cl == ———— S = Cg — N R .

ov | VG Ov ou { YE Ou
Par ailleurs si la condition (3, 7) est vérifiée, pour chaque fonction
@ =ua des u, v satisfaisant aux équations compatibles (3, 3), la condition
de compatibilité :

0 o — ] o
(3)8) CIW{VE L}—-CQE{V(_;N}
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des deux équations (3, 2), comme on le reconnait facilement en ayant
égard aux (1, 3), est aussi vérifiée; ce qui prouve que, lorsque E, G sont
des fonctions des u, v satisfaisant A I’équation (3, 7), il y a des couples
de fonctions p, a des u, v vérifiant les équations (3, 3), (3, 4), chaque
fonction d’un tel couple étant définie a un facteur indépendant des
u, v pres.

~

En outre, si la condition (3, 7) est satisfaite, méme les équations

c, oVG _
VE ou

91g (na)

¢, oVE d1g (na)
9 ; — -
S Cs Ju

= po
VG Ov N, av i

0

sont évidemment compatibles et pour chaque fonction ¢’ = pa des u, v
vérifiant ces deux équations compatibles la condition de compatibilité :

et Y Y,
L‘f’\'{VE L}“ Czau{VGN}

o

des équations

(3, 10) aﬁ + c L=19, —c,
est aussi satisfaite. Il y a donc aussi des couples de fonctions u, a des
u, v vérifiant les équations (3,9) et (3, 10), chaque fonction d’un tel
couple étant définie 4 un facteur indépendant des u, v prés.

Il en résulte que, dans ce cas, S admet deux catégories de familles
de x' surfaces représentées sur elle avec parallélisme des triedres prin-
cipaux, les surfaces des familles appartenant 4 ces deux catégories étant
paralleles a S le long des congruences dont les droites issues du point
courant P (u, v) de S sont situées respectivement sur deux plans normaux
a S en P, invariablement liés avec son triédre principal. Ces deux plans
sont respectivement paralléles aux vecteurs

e, OF

VE ou T

¢, OF ey BE._ & OF
Ve v VE du Yo ov’

car les surfaces d’une famille appartenant a la premiére ou 4 la seconde
catégorie sont paralleles 4 S le long d’une congruence dont la droite
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issue du point P (u, v) de S est respectivement paralléle au vecteur

e, OF ¢, OF _ ¢, OF ¢, OF B
a{ﬁ %—l— VE} av}+n ou a{ﬁa—vG av}+"

On peut done, en tenant compte du fait que la condition (3, 7) est
vérifiée méme dans le cas ot une des constantes c¢,, c, quiy figurent
est =0, énoncer le
Théoréme D. Une surface non développable S n’admet une famille de =« '
surfaces représentées sur elle avec parallélisme des triédres principaux et parallé-
les a S le long d’une congruence dont la droite issue de chaque point de cette
surface est située sur un plan normal  la surface en ce point invariablement
lié avec son triédre principal, que dans le cas o les coefficients de I’élément
linéaire de cette surface rapportée @ deux paramétres u, v tels que les courbes
v = Cte, u = Cte sont ses lignes de courbure, sont des fonctions des u, v satis-
Sfaisant a une équation aux dérivées partielles de la forme (3, 7), les coefficients
¢, ¢, qui y figurent étant des constantes dont au moins une est = (.

4. Supposons enfin que la surface S définie par ’équation (1,1) soit
une surface isothermique.

Si les variables u, v sont les paramétres isométriques correspondant

au réseau (isotherme) des lignes courbure de S, on aura

(411) E=G=¥, F=0
et, si I’on pose
2
. c .
4, 2) ; =V
Cy

la condition (3, 7) devient
o lgh _ a*1g
avt ou*
Cette condition n’est satisfaite que dans le cas olt A est une fonction

des u, v de la forme :
(4, 3) 2= f, (W), (w'),

ol f, est une fonction de la seule variable w = u — vv et f, une fonction
de la seule variable w'=u + vv (6, p. 437).

Si le coefficient A est une fonction des u, v de la forme (4, 3), on
peut faire correspondre a S, d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe
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3, deux catégories de familles de o' surfaces représentées sur elle avec
parallélisme des triédres principaux; les surfaces des familles qui
appartiennent a4 ces deux catégories correspondent aux couples de fon-
ctions p(u, v), a (u, v) vérifiant respectivement les équations

o, e o ey
E i v Tov 3 N=0,
(4, 4)
alg(ua) __adlgk —0 6_1g(ua)__va£7\ —0
1 du ov av du
et
<] - [ NP
u+c, i T=10), 3y SV N=0
(4, 5)
alg(ua) algl dlg (na) algh
+ Sk av ok ou i

Les surfaces de ces familles sont paralléles 4 S le long des con-
gruences dont les droites issues du point courant P (u,v) de S sont situées
respectivement sur les deux plans normaux 2 S en P (invariablement
liés avec son trieédre principal) dont le premier est paralléle au vecteur
ot oF

e et le second est paralléle au vecteur s — ¥ ou

Il en résulte que une surface isothermique S admet deux catégories de
Sfamilles de o' surfaces représentées sur elle de la maniére indiquée, lorsque
ses lignes de courbure dans un systéme (et, par conséquent, dans I’autre) sont
des trajectoires isogonales — non orthogonales — d’une famille de ' géodé-
siques de cette surface. En effet, dans ce cas, le coefficient unique A de
1’é1ément linéaire de la surface, rapportée aux parameétres isométriques
u, v correspondant au réseau de ses lignes de courbure, est une fonction

de la seule variable w=u — vv:
(4, 6) A= A(u—vv)=LA(w),

olt v est une constante 5= 0 (5, p. 329) et, par conséquent, il est une
fonction de la forme (4, 3).

Les géodésiques de S dont ses lignes de courbure dans chaque
systéme sont des trajectoires isogonales, sont les courbes vu- v = Cte
et le second des deux plans normaux a4 S en son point P(u,v) respecti-
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: oF oF
vement paralleles aux vecteurs i +v oy est le plan osculateur en P

de la géodésique vu - v = Cte issue de ce point; ces deux plans sont

symetriques par rapport aux plans normaux a S en P, qui passent par
ses tangentes principales en ce point.

Par ailleurs S est, dans ce cas, une surface a courbure moyenne
constante applicable sur une surface de révolution et ses géodésiques
vu-+4v=_Cte sont les diverses positions d’une courbe —invariable de
forme — dont la courbure et la torsion sont liées par une relation linéaire
A coefficients constants, qui se meut de maniére que les trajectoires de
ses points soient en méme temps les trajectoires orthogonales de ses
positions (5, p. 336).

Les coefficients I, N de la seconde forme fondamentale d’une sur-
face S de cette espéce, qui, rapportée aux parameétres isométriques u, v,
est définie par 1’équation (1, 1), sont des fonctions du coefficient unique
L de son élément linéaire de la forme :

(4,7 L=HAM+4 o, N=HM—a,

ott H, est la courbure moyenne constante de S et a est une constante qui,
lorsque S est une surface non sphérique, est s~0, le coefficient A étant
une fonction de la seule variable w = u—vv satisfaisant a [’équation
différentielle

HiM—a' o dtlgh
(418) A2 "{1+V} dwvz’ )

A laquelle on parvient en substituant dans I’équation (1, 4) L, N par leurs
valeurs (4, 7) et en tenant compte du fait que A est une fonction de la
variable w.

En outre les deux derniéres des équations (4, 4) et (4, 5) prennent,
grice a (4, 6), la forme:

dlg(pa) _ — digh dlg (wa) dlgk
%) ou dw °’ av T Cdw

et de chacun de ces deux couples d’équations on tire

dlg (na) | Olg(ua)
(4, 10) v — & =0,
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ce qui montre que, dans les deux cas, le produit pa est nécessairement

une fonction de la seule variable w = u — vv.

Cela étant on déduit des deux couples d’équations (4, 9) que pour

. s ’ . C,
les familles de la premiére catégorie, pour laquelle on a — = v, na est
1

une fonction de w de la forme:

(4, 11) wa = ce'™= i ,

tandis que pour les familles de la seconde catégorie, pour laquelle on a

C, ¢

;'— = — v, ua est une fonction de w de la forme:
1

(4, 12) ne = ce' M =ch,

le coefficient ¢ qui figure dans ces deux formules étant une constante = 0.

Par ailleurs les deux premiéres des équations (4, 4) et (4, b), si I'on
y remplace I, N par leurs valeurs (4, 7) et que I'on tienne compte des
(4, 11) et (4, 12), deviennent

: o « o a
(4’ ]'5) au T (S {Hl + }Lz } ) v _ c,cv {HI }kz }
et

ow __ : - :
(4, 14) gy — G {H,—}—al}, gy — Gev {H,—l—al }

On en déduit facilement, compte tenu du fait que les équations de
chacun de ces deux couples sont compatibles, le coefficient L étant une
fonction de la seule variable w, que p est en général une fonction des
deux variables w=u—vv, w = u 4 vv, qui dans le premier cas est
de la forme:

(4, 15) L= —c¢,c { Hw + aF"(w) + ac'}
et dans le second cas est de la forme:
(4, 16) = —clc{a\v’+HlF”(w)~{-ch"},

ot ¢/, ¢’ sont des constantes et F’(w) et F”/(w) sont deux fonctions de
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la variable w satisfaisant respectivement aux équations différentielles

_ dE’ 1

o, 1) dw A
et

",

(4, 18) o 2.

Si I’on remplace maintenant u et pa dans 1°équation (3, 1) de la
congruence D d’une part par leurs valeurs (4, 15), (4, 11) et d’autre part
par leurs valeurs (4, 16), (4, 12) en tenant compte en méme temps du

fait que pour les familles des deux catégories on a respectivement

(o ¢ : : .
' =+ v, on parvient aux équations vectorielles
C,

M, 19) & = f(u,v)—i—ci,c{gz + v g{ } —c,c{H,w’+uF’(w)—}—ac'}ﬁ
et

4, 20) *"=7(u,v) -} e.ec {% — v 2: } — C,c{aw’—{—HlF"(w)-{—ch"}ﬁ

des familles des deux catégories associées A la surface considérée, ot c
est le parameétre aux valeurs duquel correspondent les familles de chaque
catégorie et ¢’, ¢’ sont les paramétres aux valeurs desquels correspon-
dent les surfaces de chaque famille appartenant & la premiére ou a la
seconde catégorie respectivement.

En différentiant I’équation (4, 20) par rapport 2 u et a v et en tenant
compte des (1, D), (4, 7) et (4, 18) il vient

0 _ 0% [ @ ye s B e ey B ]
3 = au {H— N (14v?) e +c,claw+H,F"(w)+H, ") 7 }_
o af Zi4
= gu M
(4, 21)
ot _ ot [ e o dh : o P Ll
5= 5 {H- ) (T+4v?) dw 4c,claw’+H F”(w)+H,c") 3 }~

AT ...
= 0.
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On aura donc pour les coefficients E”, F”, G”; L', M, N”’ des
deux formes fondamentales de la surface S”, définie par 1’équation (4, 20)

pour deux valeurs des paramétres ¢, ¢”’, les formules

Br =y ¥, Br=0, G”=0"¥
(4, 22)

L”=En”L, 1\”20, N/;:Ee,/N

ot e = -1 ou — 1 suivant que 1" 0" est > ou < 0 et pour les courbures
principales k,”, k,”” de S”’, qui sont égales aux courbures normales des
courbes v = Cte, u = Cte tracées sur cette surface, les formules

L// L kl Nu N k!

(4'23) kl E’,_ETI“F:ET]/’, k:l :F:EeTw:EV

ou k,, k, sont les courbures principales de S.

Les coefficients I, N, A sont des fonctions de la seule variable w,
tandis que n”’, 8", lorsqu’ a est 5= 0, sont, d’aprés (4, 21), des fonctions
des deux variables w, w’ et on reconnait facilement que les courbures
k,”, k,” de S sont liées par une relation seulement dans le cas ott a = 0.
Mais, si @ = 0, on a en chaque couple de points homologues des surfaces
S, S” k,” =k, et k, = k,, ce qui exprime que, dans ce cas, S ainsi que
toutes les surfaces de la seconde catégorie sont des surfaces sphériques.

Donc, si S n’est pas une surface sphérique, la seconde catégorie est

dépourvue de surfaces W.

Par ailleurs la différentiation de 1’équation (4, 19) par rapport & u
et a v, eu égard aux (1, 5) (4, 11), donne

ey {1— 1 (1) o e,e(H,w aF” (w)+ac)m+°‘}
__ar
=% "
(4, 24)
97" oF da o . Hi—a)
=3 { ( +v )—v;—%-c,c(le +aF (w)+ac)—l;—-}—
=5

On aura donc pour les coefficients E’, F', G’; L/, M/, N’ des deux
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formes fondamentales de la surface S’, définie par 1’ équation (4, 19) pour
deux valeurs des paramétres ¢, c’, les expressions
Elzn;!}\'z, F’—'——O, G’—:O”}\l
(4, 25) ) " ,
I, =e',, M=0, N =¢'N,
ol €= 1 ou — 1 suivant que 1’0" est > ou < 0 et pour les courbures
totale K’ et moyenne H’ de S’ les expressions

, LN LN, 1L Nl e L N
(4)26) K =y E' . —n/el;\'s) H o 2 {E; + G;}’_?Ag{n/ + 9;}-

Z

@

Les courbures K’, H” de S’ sont en général des fonctions indé-
pendantes des deux variables w, w’, qui ne sont liées par une relation
— comme on le reconnait facilement — que dans le cas ou H, est =0,

c.a.d. dans le cas ot S est une surface minimale.

Mais, si H, = 0, 1’équation (4, 8) devient

o d'lgh
o7 .= ¥
(4, 27) 5 =T S

et, grice a (4, 27), I’équation différentielle (4, 17) peut s’écrire

dF’ _ 14+ d'lgk

dw a dw’

Il en résulte que I’on peut remplacer la fonction F’(w) qui figure

o ; 1 * dlgh o R A
dans les coefficients 0°, 0" par );i;_v_ —(1%; ainsi ces coefficients
affectent la forme:

(4, 28) =122t e i SERE

Or, si I’on porte dans les formules (4, 26) les valeurs (4, 7) des L, N
et (4,28) des v, 0/, il vient

2 r -3
o ECyCe o
> ’ 1
(4»29) K'= i T 8 A ) ) H = 4 2 1'% 4

L—ee et AM—rclc'c?a

et 1’4limination de A entre ces deux relations donne

(4, 30) H +ec,ecc’aK =0.
ITAA 1969 11
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En outre, si I’on rapporte la surface S’ aux parametres u’, v’ liéds

avec u, v par les relations
(4, 31) u—vv=u, r= v, v

et que ’on tienne compte du fait que, d’apres (4, 7), (4, 25) et (4, 28), les
coefficients E’, F’, G’; I.”, M’, N’ des deux formes fondamentales de S’,
rapportée aux parameétres u, v sont des fonctions de la seule variable
W = u—vv = u’, on reconnait facilement que, pour que le réseau (u’, v’)
sur la surface S’ soit orthogonal, il faut et il suffit que la variable v soit

une fonction des u’, v’ de la forme:

v = fvE+C + o (v),

ou @ est une fonction arbitraire — non constante — de la seule variable v’.

Or, si ’on pose

T vE du’
2 r=—] = v
(4) 3 ) \ f 'Vz E' G; V ’

on trouve, a l’aide des formules connues, pour les coefficients E’, ¥’ G";
I/, M’, N des deux formes fondamentales de S’ rapportée aux parame-
tres u’, v’ liés avec u, v par les relations (4, 31), ot v est la fonction

(4, 32) des u’, v, les expressions

E' G’

(
IEI :1.’E.':i:(}1, F/'=10, G, =W
(4,38) <
WO ANE ., VG —NE o, N
!L-’ T eEdey MY v NIEVIAEN

Ces coefficients, d’apres (4, 7), (4, 25) et (4, 28), sont des fonctions
rationnelles a coefficients constants de A, qui est une fonction de la seule
variable w=u’. Il en résulte que les trajectoires orthogonales v’ = Cte
des courbes u—vv = u’ = Cte tracées sur la surface S’ sont des géodési-

ques de cette surface, dont la courbure et la torsion, égales respective-

s I . . -
ment a leur courbure normale k, = E—' et a leur torsion géodésique
1
M,’
0g = — ——-— - sont des fonctions de la seule variable u’.

VEKG:'— Fl"



ZYNEAPIA THZ 29 MA'I'OY 1969 218

Par conséquent ces courbes admettent la méme courbure et la méme
torsion en leurs points situés sur une méme courbe u’ = Cte. En outre la
correspondance qu’on obtient entre deux de ces géodésiques en faisant
correspondre leurs points situés sur une méme courbe u’ = Cte est une
correspondance avec égalité des arcs homologues. Donc elles sont néces-
sairement les diverses positions d’une courbe gauche — invariable de
forme — qui se meut de maniére que les trajectoires de ses points coin-
cident avec les trajectoires orthogonales de ses positions. I.a courbure et
la torsion de cette courbe, d’aprés (4, 7), (4, 25), (4, 28) et (4, 33), sont la
premiére une fonction rationnelle et la seconde une fonction algébrique
de X & coefficients constants; par conséquent elles sont liées par une
rélation algébrique a coefficients constants.

Les considérations précédentes permettent d’énoncer le
Théoréme E. Une surface isothermique S non sphérique, dont les lignes
de courbure dans un systéme sont des trajectoires isogonales — non orthogona-
les—d’une famille de w' de ses géodésiques, admet deux -catégories de
Sfamilles de w' surfaces représentées sur elle avec parallélisme des tricdres
principaux, les surfaces des familles appartenant a ces deux catégories étant
paralléles o S le long des congruences dont les droites issues de chaque
point de S sont situées respectivement sur deux plans normaux @ la surface en

ce point, invariablement liés avec son triédre principal.

Ces deux catégories ne contiennent pas en général de surfaces - W. Seule-
ment dans le cas o S est une surface minimale, toutes les surfaces appartenant
@ une de ces catégories sont des surfaces - W, les courbures totale et moyenne de
chacune d’elles étant liées par une ralation linéaire et homogéne & coefficients
constants. En outre chaque surface de cette catégorie est engendrée par les diver-
ses positions d’une courbe gauche dont la courbure et la torsion sont lides par
une relation algébrique & coefficients constants, qui se meut de maniére que les
trajectoires de ses points soient en méme temps les trajectoires orthogonales de

ses positions.
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NEPIAHWIX
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