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el ob pdévov aduvaTolpev v& avebpwuey adtolde, dAA& %ol @povolpey, 6TL éml doTh-

plxTwy clxaci®y dtv elvar émoTnpovinég Gpdov v otmptlwpey yvodpag.

MAOHMATIKH ANAAYZIZ.— Sur les familles quasi-normales de fonc-
tions analytiques*, Nofe de M. Th. Varopoulos. "Avexowvddy Umo
%x. K. MoaAtéCov.

1. On sait qu'une famille de fonctions est dite gwasz-normale dordre
q lorsque de toute suite infinie de fonctions de la famille on peut extraire
une suite qui converge uniformément vers une limite sauf, peut étre, en
q points, en plus, du domaine (D), appelés irréguliers. On a, par exemple,
les fonctions f(z) = n P(z), P étant un polyndéme ou une fonction quelconque
ayant un nombre fini de zéros dans le domaine envisagé. Ces fonctions
admettent, comme points irréguliers, toutes les racines du polynéme P.

Si g=o la famille est quasi - normale d’ordre O, c’est-a-dire normale.

On doit 2 M. Paul Montel le critére fondamental pour qu'une famille
f(z) de fonctions soit quasi-normalel,

Tout récemment M. Valiron dans un Mémoire, part aux Annales de
PEcole Normale Sre de Paris (1930)% a considéré une famille f(z) quasi-
normale d’ordre g, dans un domaine (D) et un systéme de quatre nombres

distincts a, b, c,d et a montré que le nombre de zéros de 3 aw moins

des fonctions
f(z) -a, f(z)-b, f(z)-c, £(z)-d.

est limité supérieurement dans le domaine (D°’), complétement intérieur
a (D), et privé de q cercles du rayon E, cercles qui dépendent de la fonction
f(z); le nombre N, qui limite les racines des fonctions f-a, f-b, f-¢, f-d,
dépend de D', ¢, a, b, ¢, d.

2. Je me propose de communiquer quelques résultats qui fournissent
une condition nécessaire pour que la famille de fonctions f(z) soit quasi-
normale d’ordre déterminé, critére qui est, pour le cas des familles normales,

la condition nécessaire et suffisante.

* @, BAPOMOYAOY. — Ilepi TOV NMIXRGVOVIXRAV OIKOYEVEIHV THV GvaAVTIRGV CUVRPTHGEWV.

! Legons sur les familles normales de fonctions analytiques et leurs applications
(Collection de Monographies sur la théorie des fonctions). Gauthier Villars, 1927, p. 67.

* Sur les familles normales de fonctions analytiques, 4n. Ze. Normale, Série 111,
47, No 3, Mars p. 82.
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Je considére la famille f(z) quasi-normale dans le domaine (D) et
le domaine (D°) intérieur & (D) troué par q trous, clest-A-dire des cercles
de rayon & Soient a et b, a5=b, le nombre des zéros de deux fonctions

i(z) -a, f(z)-b
intérieurs & (D) est nécessairement dorné pour Pune des deux fonctions,
au moins.

En effet, si ce n'était pas vrai, il existerait une fonction f,(z), extraite
de la famille, telle que, dans le domaine (D), percé de q trous de rayons
¢’, disposés n'importe comment, les fonctions

1@ -a et f(z)-b
auraient un zéro au moins; de méme il existerait une fonction f2(z) telle que
f,(z) - a et f,(z) - b
auraient deux zéros au moins, guel que soit le systéme de q trous; d'une
facon générale il existe une fonction f,(z) telle que dans le domaine (D)

les deux fonctions
fn (Z) -a et fn (Z) -b

aient n racines du moins pour n’'importe quel systéme de q trous.
De la suite des fonctions ainsi obtenue
1@, @, @, ..., @),

je peux extraire une suite partielle

fi@) 1@, ... @),

Py P2 Pn
qui converge uniformément vers une fonction limite fo partout dans (D’)
sauf, peut-étre autour de q points. La fonction limite
ne peut étre ni a ni b, sans quoi f(z)-b et f(z)-a
n'admettraient plus une infinité des zéros.

Donc fo est une fonction méromorphe dans (D°)
percé de q trous. Or, le nombre des racines de la
fonction fo-a, dans (D°), fonction qui n’est pas iden-
tiquement nulle, est évidemment borné, donc en
vertu d’une proposition classique, comme f(z) n’est
pas identique 4 la constante a, pour n assez grand
la fonction £(z) -a dans (D) percé des q trous, a autant

de zéros que la fonction fo(z)-a donc le nombre de racines de f-a est
n
P

borné; or il est, au moins, égal 4 pn et il y a contradiction.
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Nous obtenons ainsi le théoréme suivant:

Condition nécessaire pour qu’une famille de fonctions méromorphes soit
quast - normale d’ordre q.

Théoréme: Considérons une famille de fonctions f(z) méromorphes
dans un domaine (D), et deux nombres distincts a, b. St la famille f(z) est
quast - normale d’ordre q, le nombre des zéros de

f(z)-a, f(z)-b

intérienrs & (D) (domaine intériewr & D), troué par q trous de rayons e,

est borné pour Pune des deux fonctions, aw morns.

3. La condition est suffisante pour g=o.
Considérons en effet une famille de fonctions f(z) méromorphes véri-
fiant la condition ci-dessus: le nombre des zéros de

f(z)-a, f(z)-b

a,b étant deux nombres quelconques distincts, est borné dans (D) pour
I'une des deux, au moins. Je dis que la famille f(z) est zormale (quasi normale
d’ordre q=0) dans tout domaine (D’) complétement intérieur a (D).

Supposons qu'il n’en soit pas ainsi; il existerait alors un point
irrégulier dans (D) soit P ce point; autour de P, sauf pour deux valeurs
exceptionnelles au plus, les équations f(z) - A ont une infinité de racines.
Je prends a,b comme exceptionnels.

Nous affirmons donc qu'une famille f(z) de fonctions méromorphes est
normale dans un domaine (D), au moyen de la proposition qui suit:

Théoreéme: Pour que la famille de fonctions f(z) méromorphes dans le
domaine (D) soit normale il faut et il suffit que, étant donné deux nombres

quelconques a, b distincts, le nombre des zéros de
f(z)-a, f(z)-b

sott borné dans tout domaine complétement intérieur @ (D) pour Pune des

deux fonctions, aw moins.
MNMEPIAHWI=S

Mio oixoyéverr dvoduTindy ocuvapthcewy f, dvtdg évde wdmov (A), Méyeran
xavovwes) (famille normale), cuppdvewg mpde Tov Gpiopdy Tov doévra Omd Tob
P. Montel, &xv 33y vyéveow eig ploav axohoudiay pepuxhy, cuyxhivousay Gpaddc
gvtoe Tob (A).

Eav 4 abyxhworg adty AapBdvy ydpay mwavtod tob (A), dxtde ele onpeia Tob
Témou, wAhdoug q memepaapévon, 1 oixoyévex £(z) xodeitan Humavoven) TdEewe q.
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Tdéooy e Thg mpddTag, Goov xod Jx Tig deutépag, Ompyet epehiddeg %pr-
Thetov, Spethdpevov elg Tov x. P. Montel, (Lecons sur les familles normales,
P. Montel, 1927, o. 61, 67).

Boydrwg ¢ Valiron elg omépvnus wov (An. de I’Ecole Normale, 1930,
Mars, 6. 82) avépepe yvdpwopx (ouvdfun dvayxaie), tva 7 f(z) elvar fpmovoviy
<dEewe q, TF Pondelx tév Tipdy de # £(z) AapBdver dvroc o (A).

By 7% mapodoyn avaxowmeet Extidevron 3o mwpotdoeis dpopdont Thke TowxlTog
GUVOPTYGELS, TPOTAGELS, AWOTEAOUGHL, Ok MEV Thg fpixavoyinks oixoyevelag TdEewe
q=>0 cuvdhxny dvayxatay ik 88 Tie xavoviede (dvrioTongolsas elc q = 0) cuvdi-
xny ixoviy xod avoryxodoy.

EO®HPMOZMENH ANAAYTIKH XHMEIA.—Ilegl drho®d Teémov xmuixod mweoo-
drogLopod Tijg mooynoatixile 0EVTnTOog TOv Yyhevrove,* mo ». N. X.
Povocomovdov. Avexowvardn tmo % K. Zéyyeln.

‘O 7pémog obitog Baatlerar éml i dvasTpoptc Tiig conyxpblng, Omd Ty émi-
dpacwy Tiig meaypaTindic 6EGTNTOS ToU yAehxoug AN avTl peTpricswy TadTrng, OO
otadepay Fepponpacioy, elg dikpopor ypovind dixcTrhpote, TEos AP THe péomng TLLFig
Tig oTatdepdic AvasToRTc, &vakdyoy, Mg YYWGETGY, TPog THY GLRTdRVWGLY TEY IGvTwy
03poydvoy, Tk TOV Tepl 00 6 Adyog Tpdmov, apxobpeto el Thv pétpnoy ToOb dve-
oTPopEVoU  GaxyKpoy, 8vTOS HPOVIXOD TWOG JLXGTHPLXTOS, Omo TV Emidpacty TOY
Yhebnoug a@’ Evée, xol OO dexdTou xavovixod dxAbpxTog Teuywob 6Eéog, AepPavo-
pévou g mwpotlmou, &’ ETépou, Gmo cuvdiirag Deppoxpuciag peTaAnTis dAA& Tog
adTxg %ol glg Tog OO0 TWEPLTTWGELS.

Obtw, d&v Eyopey avayxny deppootaton 0dd EmPBAédemds Tvog xotd Thv ddkp-
xey THe avasTpoeis, Mg émiong d&v Eyopmey avdyxmy TwPOGILOPIGLOD TOU AVEGTPOLME-
YOU GUXY POV HETX OLLPOPOL Y,POVIXE OLXGTYLOLTA.

Ty qpyny i pedddov dvemvedodmpey éx mpoyevesTépag Hudv dpyastug.

‘Qg yvwotov ol oradegal Tiig TaylmTog dvacTtQogiis al yonoipeiovsar mwEOg pETENoLY
PH dvaloyor modg ta i6vra. U8goydvov elvar doadtwg dvdloyor xai modg tag otodegdg
nhextooltixiic dinotdoswg TV 0EEwy TV diddvimy Ta tovra Tadta.

’AMY ol petafolai tijg otadegds Swnotdosmg 6EEog Tivdg peta tiig Jsopoxgaciog magé-
xovrar vmd tod timov tob Van't Hoff.

d log K Jg
dT  RT® (1)

* N. C. ROUSSOPOULOS. — Sur un procédé simple de détermination chimique de 1’acidité
réelle du mofit. —’Ex 10U I'ewoywod xai Biopnyoavixod ’Ivetitovtov Stagidog.
* *Averowddn zatd v ouvedpiayv Tiis 23 'Oxtwplov.
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