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MA®HMATIKA — Contribution 2a la théorie des structures ordon-
nées et des structures valuées, par J. Mittas*. °Avexowvdrdn

170 100 "Axadnuairot x. ik, Baoihetov.

Depuis ’introduction de la mnotion de I’hypercorps valué (1956),
respectivement hypervalué [1], [7], [8], par M. Krasner, la question sui-
vante avait été posée: Est-ce que tout hypercorps est isomorphe a un
hypercorps residuel d’un corps (qui n’est pas supposé commutatif) hyper-
valué [2] (c’est-a-dire muni d’une valuation de Krull) par congruence
multiplicative ' ? Ou, puisque tout tel hypercorps est hypervalué? la
question : Est-ce que tout hypercorps est hypervaluable?

Desirant repondre a cette question nous avions 1’idée d’examiner
s’il existe des hypercorps possedant des «valuations archimédiennes»
analogues aux valuations homonymes dans la théorie des corps [3] (appe-

* IQANNOY MHTTA, ZvpBoAn eig Ty Oewpliav tdv Stateraypévwy xal TdOY
Satiunpéviwoy Sopdv.
1. Si k est un corps hypervalué dont I’hypervaluation prend ses valeurs
dans le presque-groupe totalement ordonné D [7], [8], [10] et ¢ est un élément
arbitraire d’espéce 0 ou — du complété de Kurepa D de D [2], alors la relation
binaire JTo telle que
x=o(Ily)e>o=x(Ilo)&e>x=o0et, si xzto, y=x (I ) &=y —x|<eo| x|
est une relation d’équivalence dans k, appelée congruence multipli-
cative, et le quotient k/ITo est un hypercorps, appelé hypercorps
residuel de k par la congruence multiplicative IT, .
2. Si K est un hypercorps et D un presque-groupe totalement ordonné, on
appelle hypervaluation de K une application |..|: K— D telle que
les axiomes suivants soient satisfaits [7], [8], ]10] :
Yy. |1X| =0 e=>x—0,
ve. 2Ex+y = lzi<max{ixl, Iyl},
vy. Sio& x4y, alors I'ensemble x -y est un singleton, autrement dit z,
72/ Extyes iz = lizll,

ve. Il existe un élément ¢ du complété de Kurepa D de D d’espéce 0
ou—tel que, si zEx+y, alors zZ€Ex+y si, et seulement si pour
tout tEz'—z on a |t| <o max {]xl, Iyl},

Ve Iy ==yl
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lées autrement pseudo-valuations [11]). Et comme tout corps ordonné
peut-étre normé par une valuation, prenant ses valeurs dans le corps
lui-méme, nous avons posé la question: Est-ce qu’il y a des hypercorps
totalement ordonnés analogues aux corps totalement ordonnés [3], [4] ?
Le présent travail est consacré i 1’étude de ces deux sujets.
Evidemment si de tels hypercorps existent, ils seront des structures
(H, +, ., <) dont le support H sera muni d’une hyperopération* x +y,
dite addition, d’une opération xy, dite multiplication,
toutes les deux partout définies, et d’une relation < d’ordre total satis-
faisant aux axiomes convenables, analogues 4 ceux des corps totalement
ordonnés. Ayant donc comme point de départ ces derniers nous posons:

Axiome I. I.’ensemble H est, par rapport a I’ad-
dition x4y et 4 la multiplication xy un hyper-
cor ps, autrement dit les axiomes suivants sont satisfaits [6]:

L L (49 te=x+y+32)

2. x+y=y+zx,

3. (30€H) (vx€H) [o+ x =x] (I’élément o est évidemment
unique est appelé le zéro de H),

4. Pour tout x€H il existe un et un seul
x’EH tel que oEx+x" [le x* est noté —x et appelé
Iopposé de x et on ecrira x+(—y) = x—y],

. zEx+y=>yEz—x.

3

I,. Le zéro est un élément bilatéralement
absorbant par rapport a4 la multiplication (autre-

1. On appelle hyperopération [5] (binaire interne) sur un ensem-
ble E une application EXE —> & (E), ou & (E) est ’ensemble des parties de E.
On identifie, quand rien ne s’y oppose, les éléments e EE et les singletons
correspondants {e}' Comme d’habitude, on écrit I’hypercomposé des x, ycE soit
comme produit (et on a xyE E au lieu de xy € E pour le composé), soit, si
I’hyperopération est désignée par un signe special 4+, 4, o, etc. comme x-+vy,
X4y, X0y etc. On étend I’hyperopération a4 1'ensemble des parties & (E) en po-
sant, si A, B&E, AB=|Jab.

(a, b))l EA X B
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ment dit xo =ox =0) et son complément!? H*=H...{o}
dans H est un groupe multiplicatitf
I,. La multiplication est doublement distri-

butive par rapport a2 IPaddition.
(x+y)z =xz+yz et z(x+y) = zx-+zy.

Axiome II. 1. Pour tout x, yEH fixés, a lieu une
et une seule, des relations, x<y, x=y,y<x (olx=y
est 1’égalité maturelle, c’est-a-dire, signifie une relation
satisfaite si, et seulement si x coincide avec y).

2. 51 x<y et y<z on a %<z

Axiome III. 1. Si x<y on a?
(x+a)..(v+a)<y+a si (xta)..(v+a)@
x+a<(y+a)..(x+a), si (v+a)..(x+a)£@

2. x<y et o<a=ax<ay et xa<ya.

De ces axiomes résultent facilement les propriétés suivantes, cor-
respondant aux propriétés analogues des corps totalement ordonnés.

a) e reciproque de Iaxiome IIIt est encore
vrai, c’est-a-dire:
(x+a)..(y+a)<y+a ou x4+a<(y+a)..(x+a)=x<y.

b) Si o< x, alers —x< o, autrement dit il exi-
ste dans H des éléments positifs et des éléments
négatifs.

¢c) Le produit de deux éléments d°un méme
signe est positif, le produit de deux éléments
de signes différents est négatifs.

d) On a 0<1, donc —1<o0 (o1 1 est Punité de H).

e) o<x=0<x!, donc aussi x<o=x"1<o.

f) Le reciprogue de axiome [II2 est aussi vrai,
c’est-a-dire, si 0<a et ax<ay ou xa<ya, alors x<y.

3. xy=>—y< —x. De méme o< x<y=y ! <xL

1. On va noter A..B le complement de I’ensemble B dans 1’ensemble A
(que 1’on ne suppose pas contenir B), c’est-a-dire {x EA:x€ B}.

2. Si A, B sont deux sous-ensembles de H differents de vide, A < B signi-
fie que pour tout a& A et pour tout bEB on a<b [7].
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Si nous définissons pour les éléments de H la valeur abso-
lue comme dans le cas des anneaux totalement ordonnés, il est évi-
dent que

g) Ix| =|—x|
et il résulte

h) |xyl = Ix]||y]l.

De ces mémes axiomes nous déduisons aussi les lemmes suivants:

Lemme 1. Pour tout x, yEH la somme x-}y est

un sous-ensemble convexe de H.

Lemme 2. On a —1<(1—1)..{—1,1}< 1.
Il en résulte qu’on peut poser pour achever la définition de la
structure (H, +, -, <) I’axiome suivant, appelé

Axiome de l’existence de coefficient de proportionalité: 11
existe un élément o despéce 0 ou—du complété
de Kurepa H de ® (par rapport 4 son ordre <)
tel que o<<o<K1, que

1—1={zeH :|z|< e},

d’ott il résulte immediatement la

Proposition 1. Pour tout x€H on a x—x=(1—1)|x|
=[x|(1—1) ={zeH: |zI<elx|} ={z€H:|z||xle}.

Remarques 1. a) Il est évident que pour tout x € H on a ox = xp,
c’est-a-dire le coefficient de proportionalité g est un élément permutable
avec tout élément x € H et cette propriété, évidemment, aura aussi lieu
pour la valeur d’appui de o.

b) Si @ = o la structure (H, -}, -, <) est visiblement un corps tota-
lement ordonné (puisque tout élément x € H est un scalaire [5], [6]).

Proposition 2. Soient x, yEH. Alors:
i) Si |yl<elx|, on a
o<Ly=min(x+y)=x, y<o=max(x+y)=x.
ii) Si olx|<|yl, on a
o<y=x<x+y, y<o=x+y<x
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Corollaire 1. Si ¢=1, alors pour tout x, yEH un
au moins de ces éléments est un élément extré-
me du sous-ensemble x-4y.

En raison de 'universalité de cette propriété nous particularisons
le probléme en supposant que o = 1. Nous démontrons que pour cette

valeur nous avons la propriété suivante :

Lemme 3. Pour tout x, yEH la somme x-+y est
un sous-ensemble borné de H.

Aprés ce lemme et la particularisation du probléme pour la valeur
o0 =1 il résulte que nous pouvons poser pour accomplir la définition de
la structure (H, 4, +, <) I’axiome suivant:

Axiome IV. 1. Pour tout x, yEH la somme x4y
est un segment de H.
2. On a 1—1={zeH:|zI1<1}=[—1,1].

Remarques 2. Il en résulte facilement que

a) Pour tout x€EH ona x—x = [—|x]|, |x]],

b)oEx+y=0<x+y ou x+y<o,

c) Si |[x|=£|yl, alors xEx+ye=ydEx+y.

En remarquant maintenant que dans un corps totalement ordonné,
en raison de la monotonie de [’addition, on a x=£ty=x+a=£Ly-|a,
nous distinguons au fait, ot les sommes x -+a, y-}+a sont des sous-
ensembles de H, deux cas de structures (H, -4, -, <), selon que 1’impli-
cation ci-dessus a ou n’a pas lieu en général. Nous allons examiner dans
la suite chacun de ces cas.

A) Au premier cas la définition de la structure (H, -}, -, <) est

accomplie par [’axiome :

Axiome V. Si x=£y, alors x-+ta=£y-+a.

Il s’ensuite facilement la

Proposition 3. Pour tout x, yEH* la somme x4y
nest pas un singleton.

Une consequence importante de ce qui précéde est que nous pouvons
définir moyennant des sommes x -}y une application f: HXH — H telle
que a tout couple d’éléments (x,y) H*XH* correspond comme image
le bout f(X,y) du segment x-+y qui est différent de x et de y, si
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ofEx+y,etosi oEx—ty;etsiun deséléments x ou y est o, I’'image
f(x,y) est I’autre élément. Ainsi est définie une opération binaire xoy
sur H, appelée addition derivée de H, telle que xoy=f(x,y).

Pour 1’addition dérivée évidemment on a la
Proposition 4. Pour x, yEH tels que |y|<|x| on a

min (x+y), si ofx+y et y<o
() xoy={max(x-ty), si ofx+y et oy
o , si oEx—+tvy

Il est clair que cette proposition determine la valeur de xoy pour
tout x, y€ H.

Si nous appelons maintenant présque-corps la structure véri-
fiant tous les axiomes d’un corps sauf 1’associativité de 1’addition et
presque-corps multiplicativement monotone le
presque-corps qui est muni d’un ordre total tel que la multiplication

soit monotone, nous avons la

Proposition 5. I,a structure (H,o0,.,<) qui résulte
de la structure (H,+4,:,<) par le remplacement
de I’addition x4y par I’addition dérivée xoy est
un presques-corps multiplicativement monotone.

Ce résultat permet de resoudre le probléme de compatibilité du
systéme des axiomes 1-V. En effet si (H, 4, -, <) est une structure
satisfaisante a ces axiomes et si (H, 0, - ,<) est le presque-corps correspon-
dant, vice versa on peut définir I’hyperopération x + y a partir de [’opé-
ration xo y et de I’ordre <. Cette définition s’applique & un presque-corps
arbitraire muni d’un ordre total (H, o, ., <) et permet de lui faire cor-
respondre une structure (H, -, ., <). Les axiomes I1-V sont compati-
bles si, et seulement si, parmi les structures ainsi obtenues il y a une
qui satisfait 4 ces axiomes. Et nous prouvons qu’il n’y en a pas.

Considérons en effet un presque-corps totalement or-
donné (p, o, -, <), qui, par définition, est une structure vérifiant
tous les axiomes d’un corps totalement ordonné, sauf celui de 1’associati-
vité de 1’addition, et définissons sur p une hyperopération x .y, appelée
hyperaddition, en posant pour tout x, yEp tels que |y|<|x]|,
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[xoy, x], si y£—x et y<o
() x%y=)[x, x0Yy], i yg—x o oy
[—lxlsleJ si y s=a=X

ce qui définit la valeur de "hypersomme x4y pour tout x, yEp
[On voit facilement que si xoy est ’addition derivée de celle d’un
hypercorps totalement ordonné (H, -+, ., <), x4y coincide avec celle
x -} v de cet hypercorps]. Nous constatons alors que la nouvelle structure
(py %, .. <) qui résulte de (p, o, -, <) par le remplacement de ’addition
x oy par ’hyperaddition x4y vérifie tous les axiomes I-V, sauf, le
I.1,1 (c’est-a-dire ’associativité de ’addition), qui n’est jamais satisfait
quel que soit le presque-corps de départ. Nous avons abouti ainsi au

théoréme important suivant :

Théorédme 1. LLe systéme des axiomes I-V n’est
pas compatible. En particulier ["axiome I I,1
est incompatible avec le systéme des autres
axiomes, qui est compatible.

Il résulte donc que des hypercorps totalement ordonnés définis par
les axiomes I-V n’existent pas. Au contraire nous pouvons considerer

les structures suivantes, définies comme suit :

Définition 1. On appelle presque-hypercorps la
structure (P,+,.), plus générale que celle de
I’hypercorps (H,+,.), définie par les mémes axio-
mes L I,L,I, sauf le I.LI1 guwt. est remplacé par
’axiome:

I,1 Quels sue soient x, yEP on a x+y=£4d.

Définition 2. Un presque-hypercorps dont le sup-
port est muni en plus par une relation d’ordre
total < et qui est tel que les axiomes II-V pré-
cédents soient vérifiés est appelé presque-hy-
percerps totalement wirdonneé.

Nous vérifions facilement qu’un presque-hypercorps totalement
ordonné jouit de toutes les propriétés que nous avons déja trouvé avec

1’admission de 1’associativité et nous avons encore la

Proposition 6. I,a structure (p, %, ., <) résultant
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d’un presque-corps totalement ordonné (p,o,.,<)
si nous remplacons son addition xoy par son
hyperaddition x4y est un presque-hypercorps
totalement ordonné dont 1’addition derivée
coincide avec 1’addition du presque-corps de
départ.

Soit maintenant (P, 4, ., <) un presque-hypercorps totalement
ordonné quelconque. La valeur absolue de ses éléments vérifie, comme
nous avons vu, les propriétés:

V,. o< |x]; |[x|=0¢2x = o,

V,. {zy|=|x]|]|y],
et nous démontrons qu’elle vérifie aussi les :

Vy. z€x+y=z|Ix|o]y],

V,. Il existe des éléments x, y, zEP avec zEx +y tels que
lz] > max {|x], Iy|}.

Définition 3. Soient P un presque-hypercorps et k
un corps totalement ordonné. Une application
w:P—>k sera appeléde valuation archimédienne
(ou pseudo- valuation) de P a4 valeurs dans k si elle
vérifie les axiomes suivantes:

i) o<w(), wix)=o0&x =o0,

ii) wixy) = w(x)w(y),

i) zEx +vyv = w(x)wi(x) 4+ w(y),

iv) Il existe au moins un couple d’éléments x,
yEP et au moins un zEx 4y tels que w(z)>max{w(x), w(y)}.

Si donc nous appelons presque-hypercorps par fait tout presque-
hypercorps totalement ordonné qui provient par la construction (y) d’un
corps totalement ordonné il résulte de ce qui précede la

Proposition 7. Tout presque-hypercorps parfait
(P,+,:,<) peut étre pseudo-valué a4 valeurs dans
son corps (P,o, ., <) de départ.

Remarque 3. Fvidemment si un presque - hypercorps parfait est
commutatif (c’est-a-dire sa multiplication est commutative) et tel que son

support soit saturé par rapport a sa relation d’ordre alors son corps de
départ est isomorphe 2 I’ensemble R des nombres réels.
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B) Dans ce cas, ott I’axiome V n’a pas lieu, il n’est pas assuré que
la proposition 3 est valable et, par conséquent, il ne faut pas exclure
I’éventualité que la somme x -}y, pour x, y € H*, soit un singleton. De
cas possible A présenter, celui, selon lequel pour tout x, yE H tels que
o0& x+y la somme x-+y est un singleton, améne a la solution du pro-

bléme posé au commencement:

Soit en effet la structure (H, 4, -, <) définie par les axiomes :
I*-1II* = I - III
IVv* = IV 2

V* Pour tout x, yEH tels que o x-+y la somme
x+y est un singleton.
D2 la proposition 2 et du corollaire 1, qui évidemment ont aussi

lieu au cas présent, il résulte immédiatement la

Proposition 8. Pour tout x, yEH tels que |y|<|x|

et ofx+y on a x+y=x.
Ensuite nous démontrons le théoréme important suivant :

Théoréme 2. L’axiome I. 1,1, concernant asso-
ciativité de PPhyperopération de la structure
(H, +, -, <), résulte des autres axiomes. Autre-
ment dit tout presque-hypercorps vérifiant les
axiomes II*-V*¥ est un hypercorps.

Nous remarquons que, comme auparavant, nous pouvons définir
sur H une addition dérivée xoy, qui, évidemment, mainte-

nant sera:
x , si ofx+y et |y|<Ix|
Xoy=1y , si ofx+4y et |x|<|y|
o , si oEx-+ty
et nous démontrons facilement que la structure (H, o, ., <) est aussi

un presque-corps multiplicativement monotone. Nous démontrons aussi
que, inversement, si nous prenons comme point de départ un presque-corps
multiplicativement monotone quelconque (p, o, -, <) et nous définissons
sur p, comme précédemment une hyperaddition x,y, qui sera donc

X, si yg—x et ly|<|x]

Xy =17Y, i yok—x et |x| <l
[—le’lxll) si y = —X
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la structure résultante (p, %, ., <) satisfait aux axiomes I*-V* Par

conséquent on a le

Théoréme 3. e systéeme des axiomes I*¥-V* est
compatible.

Les structures satisfaisantes 2 ces axiomes seront appelées hyper-
corps faiblement ordonnés et, évidlemment, puisque nous avons
x Ex —x sans que ce dernier implique que x —x =X, car 0 EX —X,
il résulte que ces hypercorps ne sont pas fortement canoniques [8], [9],

[10] et, par conséquent, nous avons la

Proposition 9. Aucun hypercorps faiblement or-
donné nest hypervaluable.

Soit (H, -+, -, <) un hypercorps faiblement ordonné et (H* U {o}, - )
le presque-groupe de ces éléments positifs avec le zéro. Moyennant la
valeur absolue des éléments de I’hypercorps donné nous avons évidem-
ment |’application |--|: H—> H* U {0}, qui vérifie, comme il est clair,
des conditions v,-v, de I’hypervaluation (voir page 1, note de pied 2)
les v,-v,, v,. Si donc, nous introduisons la

Définition 4. Si K est un hypercorps et D un pres-
que-groupe totalement ordonné, on appelle hyperva-
luation faible de K (a valeur dans D) toute applica-
tion |--|:K—>D telle que les conditions v,-v,, v, soient

vérifiées nous concluons facilement la

Proposition 10. Tout hypercorps faiblement ordonné
est faiblement hypervalué par la valeur absolue de

ses éléments.
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O *Axadnuairog . PiA. Bactdeiov magovoldlov tag Gvotéow dvaxot-
vaoelg Aéyel Ta £E7g ¢

"Eyxo v tuy va dvaxowdon eic 1y Axadnuiav *Adnvadv o goya-
olag 0D taxtnod xadnyntod tiig ITohvteyviriic Syohiic tobd ITavemotnuiov Oco-
oalovixng %. I. Mitta, cvvretayuévag yarhioti.

‘H mowtn t@v &oyacidv adtdv &xel, v petapodoel, TOV GCUUTANQWUEVOV
tithov «Svpfodt) eig )y Yewolav TV dwatetayuévov xal Sotipumuévav doudvr.
‘Qg dopal Yewgotvrar 0@ t0 rahovueva dlyefowna vmegodpnata. Eilval yvootov
6t €v Umegodpo Otagpéoer Gmo €v ovvmideg alyefoixdov odua xatd tovto, T
1] €lg 10 medrtov mododeolg eivar mohvormavrog, dmAadn Gri To ddooiouo dvo
arotgelov tod Umegowpotog Otv eivou, yevixdg, €v otougelov GAAd v um) xevov
vroovvokov Tob vmegoduatog. “H #vvoia tol tmegoduartog, xal pdioto tob dua-
TiNUEVOL, TEOERYETAUL G0 Exelvny &vog datiumuévoyr oduatog xatd tov axdlov-
Yov todmov : Eic dwatiumuévov ocdpa 6piCopey nardAinrov oyéov ioodvvauiag,
xalovpévny «molhamhaciaotinny tooduvauiav» towwdtyy, dote TO UV yvouevov
do xhdoswv tig &v Adyw iooduvapioc v eivar wdhv xddolg adtiic, &vd Tto
ddootopa dvo xhdoswv va eivar ovvévopa xAdoswv avtiic. Kal 7 uév #vvoia tod
vmegowpatog 6oiletar Gmod tag ddtnrag tob mnhixov - xAdoewv Tob Yewoovuévou

c

oopatog, Mg mEog TNV dxheyeicav icoduvvauiav, 1 8¢ Evvoia tol Samiumuévou
VEQoWuUaTog 60ileTan, wue ratdAinlov todmov, amd Exelvny tol doyuol diotium-
uévov cOUaToS.

Eic to nudéuevov tdoa medBinua, dv dniadn =dde Vmegodua eivar iod-
noo@ov meog €v Vmegodua - Vrokolmwy Evoe cduatos Epmdiacuévov pe Stariun-
ow xora Krull, 6 ovyyoagelg tiig magovong dvaxowvdoswe £Eerdler v mepi-
ATOOWV %ot TGOV VIAQYovY UmeQomuare Statumuéva doymundelmg, %ot tov
o tob Pwoov padmuatinot Kurosh dodévra Goov, ta 6moia v eivar Gvdloya

OV aoyuundelog Statiunuévov copdromv.
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‘H nagovoo dvaxoivwolg dgieowvetar &ig thv ueAétny 1ol dve tideuévou
o 10l cvyyoapéws domtiuarog, ta sEaydusva Of thg merbtng avtiig, yoMlovia
3. ~ -~ ~ /’ 4 c 3 ’ 3 \
€00l podnuatizod ocvuforicuod, Véher etioy O Eviiagepouevog cig T «Ilpa-
xuna> thg nuetéoag “Axadnuiog.
‘H devtépo t@v avaxowvadeewv tod x. I. Mijtta e, v uetagodost, TOV
tithov CEni xhdoedv tivov vregovvdetindv dopdv». Me tov Gpov «bmepovvie-
A ’ ”n A\ c ~ < 4 2 -~ c \ o\ /’ -

X dour)r, 1| xal amAdeg «bmepdour}», &vvoel 6 cuyyoaqevg €v ovvohov Epmdio-
v A ’ k=) ’ ~ c ~ { 24 \ k-] 7 B ¢
ouévov pé piav tovhdyiotov Stueld) «vmepmedativ>. ‘O #dn xai &vwoltegov yvwotog
;-] A A ’ (74 ~ [ ’ 3 ~ 3 A\
eig ™y pnodnuoatny Piloyoagiav Goog tiig Uneomodtems, EmeEnysitar €ig v
goyaotav tod %x. MWtta, &mov ovrog, 8xtdg TV 1O Yvwotdv Vmegdoudv, 00ilel
%ol véag xatnyootag vmepovvdetinv dopdv. Eig Aemtopsed) uekétmy tov &v Aoyw
véwv vmepdoudv moofaivel eic v magoloav foyaciav tov 6 cuyyoagevg Gmo-

dewxviwv wolouévag Evilagegovoac mTEOTAGELS.



