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FEQMETPIA. — Uber die Beweglichkeit der Polyeder. Das statische
Analogon™ won A. Roussopoulos. *Avexowddn 1m0 . Kwvoravrivov
MoaoAtéCov.

I. DAS KONTINUIERLICHE POLYEDER UND SEINE ELEMENTE. DEFI-
NITIONEN. — 1. — Ein beliebig zweiseitiges Polyeder im Raume wird durch
eine kontinuierliche polyedrische Haut mit ebenen polygonalen Flichen
gestaltet.

Zwei beliebige beiliegende Fliachen des Polyeders haben eine Seite
ihres polygonalen Umrisses
gemeinsam, die man als
Kante des Polyeders be-
zeichnet. Jede freie Seite
derFldachen,die namlich nur
einer Fliche gehort, heisst
Seite des Polyeders. Ein
geschlossenes Polyeder wird
keine Seite besitzen. Die

Seiten eines offenen Polye-

ders bilden im Raume einen
oder mehrere geschlossene Polygonziige, die wir als Perimeter des offenen
Polyeders bezeichnen kénnen. (Abb. 1).

2.— Zwei oder mehrere aufeinander folgende Seiten einer Fliche
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kénnen, ohne Einfluss auf die spiteren Betrachtungen, durch ihre Sehne
ersetzt werden, sodass jede Seite einer bieliebigen Fldche immer zwischen
zwei Kanten derselben Flidche sich befindet. (Abb. 22).

Eine mehrfach zusammenhingende polygonale Fliche (Abb. 2¢9)
konnen wir durch ein beliebig aus einfach zusammenhidngenden Flichen
(Abb. 2v) gestaltetes Polyeder ersetzen, dessen Perimeter mit der Perimetern

Abb. 2.

der ersetzten Fliche zusammenfallen. Es wird nur beachtet, dass das Ersatz-
polyeder ein unbewegliches Polyeder sein muss, wie es spéter gezeigt wird.

So werden wir uns im Folgenden mit Polyedern beschiftigen die nur
einfach zusammenhidngende Fliachen besitzen.

3.—Kanten und Seiten stossen sich an den Zcken des Polyeders, die
auch die Ecken der polygonalen Flichen bilden. Wir bezeichnen weiter:

Innere Ecken an denen sich nur Kanten stossen.

Aussere Ecken, an denen sich, ausser einer beliebigen Nummer von
Kanten (mindestens eine) noch zwei Seiten stossen. Die dusseren Ecken
eines offenen Polyeders bilden auch die Ecken eines Perimeters.

Wir bezeichnen auch als innere, dussere oder freie eine Kante, je nach-
dem sie sich zwischen zwei inneren, einer inneren und einer dusseren oder
zwei dusseren Ecken befindet. Die dusseren Kanten erstrecken sich zwischen
einem geschlossenen Seitenzug, d.h. einem Perimeter des Polyeders, und
einem, den ersteren gleichlaufenden ebenso geschlossenen Kantenzug, den
wir als Awntiperimeter bezeichnen (Abb. 1).

Zwischen einem Perimeter und dem gleichlaufenden Antiperimeter wird
ein ringformiger Teil des Polyeders bestimmt, welcher nur dussere Kanten
als Sehnen besitzt, und welchen wir als Perimeterstreifen bezeichnen (Abb.1).

BEMERKUNG : Wenn auf der Kante AB einer Fliache F sich mehrere Ecken des
Polyeders befinden, muss man jeden Teil der Strecke AB als einzelne Kante der
Fldche F rechnen. (Abb. 3).
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1I. DIE BEWEGLICHKEIT DES POLYEDERS. — 4. — Als beweglich be-
zeichnet man bekanntlich ein Polyeder, wenn eine Deformation des
Polyeders moglich ist, nur durch Verdnderung eines oder mehrerer Keil-
winkel, zwischen zwei benachbarten Flichen um die gemeinsame Kante,
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ohne also irgendeine Verinderung der ebenen Winkel der Flichen oder
der Linge der Seiten oder Kanten.

Um die Bewegung des Polyeders im Raume vollig und eindeutig
darzustellen, fiithren wir die folgenden Festsetzungen ein:

a) Eine der beiden entgegengesetzten Ansichten der kontinuierlichen
polyedrischen Fliche des Polyeders bezeichnen wir als positiv, die andere
als negative. (Abb. 4).

b) Die relative Rotation zweier benachbarten Flichen um ihre gemein-
same Kante mn (Abb. 52), d. h. die Anderung des eingefassten Keilwinkels,
werden wir als positive bezeichnen, wenn der zwischen den positiven An-
sichten der Fldchen sich befindende Keilwinkel ¢ vergréssert und als ne-
gativ bezeichnen, wenn er verkleinert wird. Diese relative Rotation oder
Winkeldnderung bezeichnen wir W (=Ag¢).

c) Die relative Rotation W wird nach Grosse und Richtung durch
zwei gleichgrosse und entgegengesetzte auf der Kante (Rotationsachse) mn

[
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Abb. 5. Abb. 6

liegende Vektoren von der Grosse W dargestelltin der Weise, dass beide
Vektoren die Enden der Kante mn gegeneinander zusammenziehen (Abb. 5?)
oder abstossen (Abb. 5¢), je nachdem W positiv oder negativ ist.
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[II. INFINITESIMALE BEWEGLICHKEIT. DAS STATISCHE ANALOGON.—
5.— Ist eine kontinuierliche Linie tt auf dem Polyeder gefiihrt, so trifft
sie nacheinanderfolgend die Kanten K K, ......... K, (Abb. 6). Von
jedem der Vektorpaare (W, W,), (W,,W,)....... , welche die Anderung
der positiven Keilwinkel K, K,,....... darstellen, betrachten wir nur die
auf derselben Seite der Linie (Schnittes) tt liegenden Vektoren W, W,,..:

Wenn es sich um eine infinitesimale Bewegung des Polyeders han-
delt!, also wenn W, W,,...... infinitesimale Grossen sind, dann setzen sich
die Vektoren der relativen infinitesimalen Rotationen als Krifte im Raume
zusammen. Nimlich, die gegenseitige Bewegung der Flichen F, und F,
wird eine Rotation die nach Grésse und Richtung durch den Vektor W,
gegeben ist, die gegenseitige Momentanbewegung der Flichen F, und F,
wird eine Rotation, die nach Richtung und Grosse durch die resultierende
Rw der Vektoren W, und W, gegeben wird, u.s.w. Im allgemeinen die

1-2
gegenseitige Momentanbewegung der Flichen F; und F,y, wird durch
die, nach den Regeln der rdumlichen Statik zu findende, resultierende
Rw der Vektoren Wy, W,.......... W, nach Richtung und Grdsse gegeben.

v 6.—Es folgt, nach Obigem, fiir eine infinitesimale Bewegung irgend-
welches Polyeders:

a) Auf irgendeinen geschlossenen Weg tt iiber das Polyeder gefiihrt,
muss immer die resultierende Rw gleich Null sein, da die relative Rota-
tion einer Fliche gegen sich gleich Null sein muss (Abb. 1). So bilden die
Rotationen W ein Gleichgewichtssystem.

b) Um eine innere Ecke wird auch immer Rw=o, weil es immer

Abb. 7. Abb. 8.

einen geschlossenen Weg tt gibt (Abb. 7), also um eine innere Ecke bilden
die Rotationen W stets ein Gleichgewichtssystem.

! Siehe A. Kokorsakis; Uber bewegliche Polyeder, Mathematische Annalen, 1932, 4.
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c) Um eine offene Ecke oder iiber einen beliebigen offenen Weg tt
ist eine relative Rotation der Endflichen mdglich, insofern der Zusam-
menhang des ganzen Polyeders es nicht verhindert; es kann folglich
Rw==o0 sein (Abb. 8).

Es folgt unmittelbar:

Eine innere Ecke bei der genau drei nicht koplanire Kanten sich
stossen ist starr, weil kein Gleichgewicht moglich ist zwischen drei nicht
koplandren von Null verschiedenen Kriften die sich in einem Punkte
zusammenstossen. Dagegen wenn die drei Kanten koplanére sind, dann ist
eine infinitesimale Bewegung mdglich.

Eine innere Ecke mit n Kanten (n)3) besitzt n-3 Bewegungsfrei-
heiten, insofern der Zusammenhang des ganzen Polyeders es nicht ver-
hindert, da es mdglich ist den n-3 beliebigen Kanterr beliebige Winkel-
anderungen W, W,, ............ W, zuzuordnen und nach den Regeln
der rdumlichen Statik fiir die {ibriggebliebenen 3 Kanten Werte W zu
bestimmen, die mit W,, W, ,....... W.,.; ein Gleichgewichtssystem bilden.

7. Nach den vorigen Betrachtungen, kénnen wir die Deformierbarkeit
eines Polyeders durch die einzige Bedingung feststellen, dass fiir alle
moglichen auf den Polyeder zu fithrenden geschlossenen Wege, die Winkel-
dnderungsvektoren W, die nach der einen Seite des Weges betroffen sind,
stets ein Gleichgewichtssystem bilden.

Diese Bedingung ldsst sich durch analytische oder geometrische
Beziehungen fiir jeden speziellen oder allgemeineren Fall ausdriicken. Es
ist aber einfacher, und interessant, das Problem der Beweglichkeit des
Polyeders auf ein Analogon aus der riumlichen Statik durchzufiihren.

8. Stellen wir uns nidmlich vor, ein rdumliches Fachwerk, dessen alle
Stidbe mit den inneren Kanten des Polyeders zusammenfallen, das also dem
Polyeder, ohne Perimeterstreifen, wenn es sich um ein offenes Polyeder
handelt, entspricht; die Ecken des Polyeders werden als Gelenkknoten des
Fachwerks dienen; die Vektorpaare W, d.h. die Winkeldnderungen auf
jeder inneren Kante, modgen die Stabkrifte des Fachwerks darstellen
(z. B.4+ Zug,— Druck). Wir nennen das Fachwerk dem Polyeder kollinear.
Nach dieser Definition bilden die Antiperimeter eines offenen Polyeders
die Randlinien des kollinearen Fachwerks.

Die Gleichgewichtsbedingung Rw=0 der Winkeldnderungen fiir einen
beliebigen geschlossenen Weg tt auf dem Polyeder, stimmt mit der Be-
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dingung iiberein, dass die Stabkrifte des kollinearen Fachwerks in irgend
einem Schnitte des Fachwerks, der nach dem geschlossenen Weg tt ge-
flihrt ist, in Gleichgewicht stehen.

Was aber die Perimeterstreifen in offenen Polyedern betrifft, so ist es
leicht uns zu iiberzeugen, dass ein ebenso geschlossener Weg tt zwischen
Perimeter und Antiperimeter alle dusseren Kanten des Streifens (Sehnen
des Streifens) schneidet und noch eine Gleichgewichtsbedingung Rw=o
ergibt. Man kann folglich die Winkeldnderungen W (und néimlich von jedem
Vektorpaar W, W den inneren Vektor) der dusseren Kanten als Krifte
auffassen, welche als dussere Lasten das kollineare Fachwerk an den auf
jeden den Antiperimetern sich befindenden Knoten belasten und welche
fiir jeden einzelnen Antiperimeter ein Gleichgewichtssystem bilden.

IV. GRUNDBEDINGUNGEN. — 9, — Aus Obigen folgt das Statische Ana-
logon fiir die Beweglichkeit des Polyeders.

Ein System von moglichen infinitesimalen Winkeldnderungen W eines
geschlossenen Polyeders stimmt mit einem moglichen Selbstspannungs-
zustand des konjugierten Fachwerks iiberein.

Man kann folglich nach bekannten Sétzen iiber Fachwerke, die Beweg-
lichkeit eines geschlossenen Polyeders durch folgende Grundbedingungen
ausdriicken:

A) Wenn das kollineare Fachwerk F eines geschlossenen Polyeders
P statisch unbestimmt ist, ist P beweglich, da ein Selbstspannungszustand
immer fiir F moglich wird. Der Grad der Bewegungsfreiheit von P ist dem
Grad der statischen Umbestimmtheit von F gleich, d.h. man kann ebenso
viele von einander unabhidngige infinitesimale Bewegungen dem Polyeder
geben, als das kollineare Fachwerk statisch {iberzdhlige Stibe enthilt.

B) Wenn P statisch bestimmt oder labil ist, ist P starr, da es fiir F
keinen moglichen, den Gleichgewichtsbedingungen geniigenden Selbst-
spannungszustand gibt.

Fiir ein geschlossenes konvexes Polyeder, wenn e, f,k die Anzahl
seiner Ecken, Flichen und Kanten darstellt, gelten bekanntlich die
Eulersche Gleichungen

(1) e+f = k+2 und

(2) f<2e —4. Da aber fiir ein statisch unbe-
stimmtes Fachwerk

(3) k Y 36
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sein soll, folgt aus (1) dass

(4) f ) 2e—4
sein muss, was der Gl. (2) widerspricht. Es folgt also die bekannte Folge-
rung des Satzes von Gauchy, nach welcher ein geschlossenes konvexes
Polyeder indeformierbar ist.

10. — Fiir die Beweglichkeit eines offenen Polyeders werden weiter
besondere Bedingungsgruppen fiir jeden Perimeterstreifen und fiir das
innere des Polyeders gelten. Nidmlich:

A.—In jedem Perimeterstreifen des Fachwerks sollen die Ausseren
Kanten so liegen, dass ein Gleichgewichtssystem von Kriften die auf den
Geraden der Kanten wirken, méglich ist. Entspricht dem inneren Polyeder
(siehe unter B) ein labiles kollineares Fachwerk, so soll das Antiperimeter
des Streifens als Seilpolygon dieser dusseren Krifte dienen konnen.

Die Zahl der Krifte in diesem System, deren Grdsse wir beliebig
wihlen kéunen, um noch ein Gleichgewichtssystem zu erhalten, entspricht
dem Grad der dusseren Bewegungsireiheit des Polyeders.

B.—Das innere Polyeder (ohne Perimeterstreifen) ist beweglich nur
wenn das ihm entsprechende kollineare Fachwerk F statisch unbestimmt
ist. Auch hier ist der Grad der statischen Umbestimmtheit von F gleich
dem Grad der znneren Bewegungsireiheit des Polyeders. Innere und Aussere
Bewegungsfreiheit geben die ganze Bewegungsfreiheit des Polyeders.

11.—Die oben durch das Statische Analogon gefundenen Bedingungen
sind notwending und hinreichend fiir die infinitesimale Beweglichkeit
des Polyeders, aber bloss notwendig fiir die endliche Beweglichkeit.

Sie kénnen dadurch leichter in den einzelnen Fillen analytisch oder
geometrisch interpritiert werden.

Sie gelten auch fiir ein in sich eindringendes Polyeder.

NMEPIANHWYIXZ

Avaxplvovtar &v mpdTolg T RvoreT& TOAGedpx el dawTepixy wepoxdy %ok (EEw-
Tepindg) mepLueToAS xhetoTae {Dvag, TdY xAetoTEBY Tohuédpwy dmoTehoupévey povoy
dx g dowTepedic wepoyFic. Koboptleton elra 4 pix tév 3bo ddewv THe cuveyolg
moluedpintig dmipaveiag g Fetind, f 3¢ mapapdppwotg Tob wohuédpou Sk petaBoldic
T&Y NEBpwy Ywwiey dveu petaBolic Tév dmmédwy TowdTwy xadoptleTor povotipone
77 Bondeia dwddy fowv ral avidétwy SwvuopdTtony TEY YoverGy petaBoléy.
Ak 7Hg mopodong dvaxowdcewg amodetnvieTar, Parost TobTou xat Paaet THe SwrTnped-

e

gewg THg ouveygiag TOD woAuédpov, 6TL % dmelpooTIXY Tapapdppmats TOD ToAuédpoy



164 TIPAKTIKA THX AKAAHMIAY AOHNQN

Sbvortos va ameontoUd povoTipmg %ol GvTisTpERTIMGS 0w THg SvraTiniis raTtasTd-
cewg Evog 1deatol dxTuwpaTog, ToU Omolov Tag pxPdous cuVieT®GLY ai EcwTEptrxl
gxpo Tob mwoluedpou. To Suxtdmpe Tolito xaxdeitar ovyygamusxor T@ moluédpw.

Arwywptletar xaTémy  Toapaplppwols T dowTepiic mwepLoy g, *vebdpTrnTOG
THG THPALOPOWOEWE TEY TEPLLETORGY (v, xal &modexvieTar 6Tt ai ywvieral
peTaPolal wepl Tag Eyrxpoiag Axpig TEOY TEPLLeTERGY (wvdy amewovilovTal dv eidi-
%7l éEwTepindic popTioewg TOU GuYYPXMXTINOU SXTUBPLXTOS.

‘H Zpappoyh Tob oranxod dvaldyov Toditou dmlomolel aruavTnds Thy welétny
THg wopapopphaewg Tob woluédpov. Metabd &Ahwy dmodewvicton dpéows 6Tt Sk v
eivar xynTOv &v %AetoTOV WOAUEdpoY, TWPETMEL TO GUYYPXMLIXOY OTUWMX V& Elvet GTo-
TieGds adpraTov, 6 apduoe 3¢ Ty aveEapriTwy Ehevdepiy xwhcewe Tob TwoALESpou
oupminter pé Tov Podpov THg oTaTixdc dopioTing Tol detudpatog. AvrisTouyor
covlFron wpondmTouy Dk TO AvorxTov wordEDpoy, eig TO dmolov drxxpivovTor ai &ve-
Exptrnror dheudeplon xuvhoews THg dowTepindic TeployTic %ol ExAGTVC THV TEQLUETPL-
2@y (wvév.

Téhog Baoer tav éErawoswy 7ol Fuler dux ©6 moldedpov Emadndebeton % cuv-
$ixn ol Gauchy xod Swxtumolvton af yevixad Bacueal cuvdixar g 2wnTixéTyTOS
ToD woAVEDpou, ob Omolon xok dmwoTeholy Tog Gvaryxadag xal ixavig cuvdAnag Sk THY
ATELPOGTNY XWNTIROTNTR, TAG Avaryxotog O Do TVY TWEMEPAGUEVNY.

Al cuviixen loydouy xod Sk T év Exutoig slodlovta wolGedpu.

MAOHMATIKH ®YZIKH. — Sur la constitution et les dimensions de
I’électron*, par Jean Romaidés. ’Avexowvardy oo #. K. MaAtéfov.

Pour éviter les difficultés que présentait I'évaluation de I'énergie
propre de Pélectron au repos, la théorie électromagnétique classique a dit
introduire la notion de I'électron corpusculaire a4 dimensions finies. En le
supposant méme de forme sphérique avec sa charge électrique comme uni-
formément répartie sur la surface, elle a pu en calculer le rayon. Mais cette
hypothese, en donnant lieu a de nouvelles complications, dont la plus grave
serait l'instabilité du modéle électronique, trouve en outre des valeurs dif-
férentes pour le rayon selon que l'on considére I'électron au repos ou en
mouvement lent par rapport a la vitesse de la lumiére. Ainsi on trouve
pour le cas électrostatique:

2

.
o= Frmoc® ’ (1)

tandis que pour le cas électromagnétique du mouvement ce rayon aurait

* IQANN. POMAIAOY, —'Enl Tijs ouoT&oews naxi TOV SIxGTRGEWV TOD NAEXTPOViow,



