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SYNAPTHIIAKH ANAAYSIS. — Approximationstheorie fiir metrische
lineare Rdume, von G. Pantelidis*. *Avexoivardy vxo tod “Axnadn-

uairot %. O. Baothelov.

Die Konvexitit der Kugeln in den normierten Riumen und die
Existenz eines mnicht-trivialen topologischen Duals in diesen RAumen
geben uns die Moglichkeit zur Entwicklung einer, trotz der vielen offe-
nen Probleme, vollstindigen Approximationstheorie in diesen Riumen.
Die wichtigsten dieser Resultate, insbesondere fiir die Approximation
durch Teilriume, sind in einem Buch von I. SINGER (14) zusammenge-
stellt. Er gibt weiter in «Anexa II» die bis dahin bekannten Resultate
fiir metrische Riume an. Diese Resultate sind verhidltnismissig arm, da
die Kugeln der metrischen linearen Riume, im allgemeinen, nicht kon-
vex sind und es keine Dualitiitstheorie fiir metrische lineare Riume gibt.

In der vorliegenden Arbeit wird die Approximationstheorie fiir eine
orosse Klasse von metrischen Riumen entwickelt, nimlich fiir die linea-
ren metrischen Riume. So erhalten wir fast alle bekannten Sétze als
einfache Korollare.

Im Folgenden sei G eine Teilmenge eines reellen metrischen Rau-
mes (E, d), x,¢E und

P(;(xo):s{gos(}; d (x5, Bo) = d(x;, G)o=inf d{x,, g)}
geG

bezeichne die Menge der Elemente bester Approximation von x, durch G.

“ . TANTEAIAH, IIpoceyyiotiny] Bewplo TOY YPOAURIKDY LETPIMGY XWEWY.
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Die Elemente von P¢(x,) werden im Folgenden mit n(x,) bezeichnet.

Mit Ps wird die sogenannte metrische Projektion bezeichnet, das
heisst die Abbildung, die jedem x¢F die Menge Pg(x) zuordnet.

Ist Ps(x) flir jedes xeF nicht leer, so heisst die Menge G pr o x i-
minal. G heisst eine CVI ebySev-Menge (é- Menge), wenn Pg(x)
fiir jedes xeKF ein-elementig ist. Mit

B(x,r): = {yeE; d(x,y) L r}
bzw.
Sx,1): = {yeE; d(x,y)=r}
wird die Kugel (bzw. die Sphire) um x mit Radius r bezeichnet.

Aus den bekannten Sdtzen {iber Kugelkompaktheit* ergibt sich die
Frage nach der Beziehung zwischen der Kugelkompaktheit einer Menge
und ihrem Rand und der Dimension dieser Menge. Wir zeigen nimlich:

Satz 1. Sei (E, d) ein reeller metrischer linearer Raum (RMLR), G eine
abgeschlossene Teilmenge von E und fiir jedes g £ G (0G =
= Rand von G) enthilt

no' (g): = { xeE; geP, (x) )
{g } als echte Teilmenge. Dann gilt:
a) G ist kugelkompakt
impliziert
b) Es gibt eine Umgebung U (0G) = G des Randes von G, die
lokalkompakt ist.
Ist G eine VC-Menge und approximativ kompakt, dann sind

a) und b) dquivalent.

Satz 2. Sei G ein echter linearer Teilraum eines RMLR (E, d).
Dann gilt: Ist G kugelkompakt, so ist G endlich-dimensional.

Die Charakterisierung der Elemente bester Approximation fiir

normierte lineare Riume durch FElemente eines linearen Teilraumes ist

* Fine Teilmenge M eines reellen metrischen linearen Raumes (E, d) heisst
«kugelkompakt» genau dann, wenn es zu jedem xeE\M ein r ¢ R+ mit r>d (x, M)
gibt, so dass die Menge

{ysM; d(x,y) £ r}
kompakt ist. (vgl. [8] und [12]).
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sehr eng mit der Existenz eines nicht-trivialen topologischen Duals ver-
bunden, so sind wir gezwungen, fiir entsprechende Sitze fiir metrische
lineare Rdume einen geeigneten Dualraum einzufiihren. Wir definieren
also den reellen metrischen linearen Raum

o . _ ] sup | £(x) | ) "

und den konvexen Kegel

EV:={feE+; £(0)=0, f(x+y)<Lix)+1i(), xyeE]}
von E+, den wir den «Dualkegel» von E nennen.

Es ist klar, dass fiir jeden reellen normierten linearen Raum stets
die Inklusion EV> E* gilt, wobei E* der topologische Dual ist.

Im Folgenden ist ein linearer Teilraum stets ein abgeschlossener
linearer Teilraum.

Nun zeigen wir folgenden Charakterisierungssatz :

Satz 3. Sei G ein linearer Teilraum eines RMIR (E, d) und x, & E \ G,
so ist g,&ePs(x,) genau dann, wenn es ein fe EV mit
1) [f(x)—1f(y)| £ d(x,y) x,veE
ii) f(x+g)=1(x), xeE, geG oder fjc=0
i)  f(xo— go) = d(x0, 2o
gibt.

Fir p-normierte Riaume gilt weiter

Satz 4 Sei ps(0,1], G ein linearer Teilraum eines p-normierten
linearen Raumes (E, d) und x,:EN\ G, so ist g,¢Ps(xo)
genau dann, wenn es eine p-homogene Funktion fsEY mit

i), ii) und iii) von Satz 3 gibt.

Der Satz 3 unterscheidet sich vom entsprechenden Satz fiir einen
normierten Raum nur dadurch, dass f eine subadditive (nicht notwendig
lineare) Funktion ist.

Entsprechend den von F. E. BROWDER (Problémes non-linéaires,
Les Presses de 1’Université de Montréal 1965) gefundenen Eigenschaften
der dort definierten Dualabbildung fiir Banachriume werden ebenfalls

Beziehungen zwischen den Elementen feEY, die die FElemente bester
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Approximation chatakterisieren, und der bei uns definierten Dualabbil-
dung im Dualkegel angegeben.

Bezeichnet C (EV) die Menge der konvexen Teilmengen von EV und
ist G ein Teilraum von E, so heisst die Abbildung

Te: E—> C(EY)

mit

Tolx):={feEY; [I|£1, fix=0 und f(x)=d(x, G)}
die «Dualabbildung beziiglich Go».

Zunichst gilt:

Satz 5. Sei G ein linearer Teilraum eines RMLR (E, d), x e E\ G
und T die Dualabbildung beziiglich G, so gibt es zu jedem

gePe (x) ein fel's (x) mit f(x) = d(x, g).
Es stellt sich natiirlicher Weise die Frage, wann stetige lineare
Funktionale die Elemente bester Approximation charakterisieren. Hier-

mit geben wir folgende Sitze zur Antwort:

Satz 6. Sei G ein linearer Teilraum eines RMLR (E, d) und fiir jedes
xe BN\ {0 } sel ¢y der Linearititsmodul von d in x, ferner
gebe es zu jedem y ¢ F "\ {O } ein ty ¢ Rt mit

ty > @y (ty).
Dann gibt es zu jedem ze¢ E G mit Pq (z) 5= & kein stetiges
lineares Funktional { auf ¥ mit fe'T¢ (z).

Als Korollar erhilt man:

Satz 7. Ist pe (0,1) und G ein linearer Teilraum eines reellen p-nor-
mierten linearen Raumes (E, d), so gibt es zu jedem x ¢ E\ G
mit Pq (x) 95 @ kein lineares stetiges Funktional f auf E
mit {e'T¢ (x).
Den Zusammenhang der Menge T (x) und der extremalen I'eilmen-
1

gen € (Byv) von By : :{fs V] £ } stellen folgende Sitze dar:

Satz 8. Ist G ein linearer Teilraum eines RMLR (E, d) und T'¢ die
Dualabbildung beziiglich G, so ist fiir jedes xe¢FE mit
Pe (X) = %)
To(x) = Su:={feBY; | f]=1]}.
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Satz 9. Sei G ein linearer I'eilraum eines RMLR (E, d), T die Dual-
abbildung beziiglich G und zu jedem aeR"* \{()} und jedem
geG\{(_)} gebe es ein neN mit

na > d(ng, 0).
Dann ist fiir jedes xe ¥ mit Pg(x) % &
rl‘(; (X) € E (B}«jV ) .

Insbesondere gilt fiir p-normierte Riume:

Korollar 10. Sei pe(0, 1) und G ein linearer Teilraum eines reellen
p-normierten linearen Raumes (E, d), so ist fiir jedes x¢E
mit Pe(x) & &

Te(x)e € (Brv).

Im folgenden Teil werden fiir diejenigen Sitze, die formal den
bekannten Sitzen fir normierte Riume entsprechen, oder sich etwa
dadurch unterscheiden, dass E* durch EVY ersetzt ist, nur Literaturstellen
angegeben, aus denen sie sich herleiten lassen. I'iir die Eindeutigkeit der
Klemente bester Approximation gelten die den Sitzen 3.1 und 3.2 in [14]
Cap. I entsprechenden Ergebnisse.

Die Figenschaften der metrischen Projektion P entsprechen
Satz 6.1 [14] Cap. I, und wir zeigen mit dessen Hilfe folgende Homo-

genitiitseigenschaft :

Satz 11. Sei (E,d) ein RMLR, G ein linearer Teilraum, wobei der
Linearititsmodul ¢y 4(t) fiir jedes xel eine monoton
wachsende Funktion beziiglich x—g, ge¢G, ist, d.h.
Py (1) £ @rongr(t)
wenn di{x — g, 0) 2 d(x —g’, 0) gilt. Dann gilt [{ir alle t«R

tp(‘, (X) == P(; (tX).

Korollar 12. Ist (E, d) ein p-normierter, reeller metrischer linearer
Raum, G ein linearer Teilraum, so ist fiir jedes xeD (Pg)

P(; (tX) == th; (X) v
Die Additivitit von P ist eine sehr starke Voraussetzung. Ist

nimlich fiir alle n-dimensionalen mit 1 £ n £ dimE -2 linearen Teil-
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riume G eines Banachraumes E (dimX X 3) additiv und einwertig, so

ist E ein Hilbert-Raum. Dazu beweisen wir folgende Sitze:

Satz 13. Sei (E, d) ein RMLR, G ein proximaler linearer Teilraum
endlicher Codimension k und rc;'] (0) enthalt einen linearen
Teilraum A der Dimension k, dann gibt es eine additive

Selektion = , so dass fiir alle x, y e B\ A gilt

7
22 (x 4 y) = 7 (x) 4 72 (y).

Korollar 14. Sei (E, d) ein p - normierter reeller metrischer linearer Raum
und H eine proximale Hyperebene (s£E) von E, dann
hat Py eine additive Selektion =, . Ist H Cvebyéev, so ist
Py additiv.

Das Korollar 14 ist von 1. SINGER [14] fiir normierte Riume bewie-
sen. Die Menge ﬁ:’ (g) ist fiir normierte Riume (G als Teilraum) stets
ein konvexer Kegel. Dies ist aber fiir RMLR nicht wahr.

Wir zeigen dazu durch Korollar 12 und Satz 6.3 [14] Cap. I, dass

. . . . —1 . .
fir p-normierte metrische Riaume (¢) ein konvexer Kegel ist.

Die Beziehung zwischen zr;;'l(()) und der Additivitit und Einwertig-
keit von Py gibt Satz 6.4 [14] Cap. I an.
Zum Schluss weisen wir auf den entsprechenden Satz 6.5 [14] Cap. I
hin, der die Eigenschaften des Funktionals eq (x): = d (x, G) betrachtet.
Eine Teilmenge G eines RMLR (E, d) heisst eine «Sonne»
genau dann, wenn fir jedes x ¢ E '\ G P¢(x)5= & ist und fiir jedes

te Rt und jedes g ¢ Pg (x)

gePo(tx-4(1—t)g)

ist
Wir zeigen dann folgende Sitze :
Satz 15. Sei (K, d) ein RMLR, G ein proximaler linearer Teilraum,

wobei der Linearititsmodul die Voraussetzungen von Satz 11
fiir jedes x ¢ EE \_ G erfiillt, dann ist G eine Sonne.

Korollar 16. Sei pe(0, 1] und (E, d) ein reeller p-normierter linearer
Raum, dann ist jeder proximinale lineare Teilraum G von E

eine Sonne.
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Wir betrachten weiterhin Existenzriume und erzielen dhnliche

Frgebnisse wie im normierten Fall, nimlich:

Satz 17. Sei (E, d) ein reeller p-normierter linearer Raum und G
ein linearer Teilraum von E, dann sind folgende Behaup-
tungen aquivalent:
1° G ist proximinal.
2° G ist abgeschlossen und zu jedem linearen Teilraum
F.C E (xe EN\_G) der Form F,=G -+ [x] existiert ein
Element zeF.\ {O}, so dass 0ePg(z).

3° G ist abgeschlossen und zu jedem y & F \_G gibt es ein
fel'e,ue(y) (Tepe ist die Dualabbildung beziiglich G

in dem Raum Fy), das sein Maximum annimmt.

Fiir die Abweichung 6 (A, B): = sup d (x, B) von zwei Mengen A
xeA
und B werden schliesslich folgende Sitze angegeben, nidmlich Satz 6. 10

[14] Cap. T und fiir p-normierte Riume:

Satz 18. Sei (K, d) ein p-normierter linearer Raum, G ein linearer
Teilraum und A eine Teilmenge von E, dann gilt:
0(A, G) = inf v,
2.>0
AcG+2B

wobei B die KEinheitskugel in ¥ ist.
Dieser Satz gilt fiir normierte Riume (vgl. [14]) fir p==1.

Uber die n-dimensionalen Diameter d, (A): = d. (A, E):= inf (A, G)
G
dimG =n

beweisen wir Satz 6.1 [14] Cap. II und fiir p-normierte Riaume.

Satz 19. Sei (K, d) ein p-normierter linearer Raum, A eine abge-
schlossene, beschrinkte und ausgeglichene p-konvexe
Menge von E und OegA, dann gilt:
sup A = inf d(x, 0).

>0 xedA
Bc A

Dieser Satz gilt auch, wie Satz 18, fiir normierte Riume mit p = [.
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