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Παν αντίτυπον μη φέρον την ίδιόχείρον ΰπογραφήν μου θεωρέίται
εκ τυποκλοπίας προερχόμενον.



ΠΡΟΛΟΓΟΣ
ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ ΕΚΔΟΣΕΩΣ

Έν τώ παρόντι βιβλίω της στοιχειώδους άλγεβρας άναπτύσ-
σεται και θεμελιουται ή άλγεβρα κατά τρόπον όλως νέον, συμφώ-
νως προς την σημερινήν της μαθηματικής έπιστήμης κατάστασιν.

'Αρχόμενος άπο των άκεραίων αριθμών έκθέτω τάς γενικάς
των τεσσάρων πράξεων ιδιότητας και δεικνύω, ότι πασαι αύται
αί ιδιότητες είνε αναγκαία άκολουθήματα δύο μόνον ιδιοτήτων,
τάς οποίας διά τούτο καλώ άρχικάς ή πρωτευούσας ιδιότητας.
Εξαρτώνται δε άπο τών δύο τούτων αί άλλαι κατά τρόπον τοιού-
τον, ώστε και πασα άλλη πραξις, είτε άριθμητική είτε γεωμετρική,
αν εχη την ετέραν τών Ιδιοτήτων τούτων, εχει και πάσας τάς έξ
αυτής πηγαζούσας· (τοιαύται πράξεις είνε, ή εύρεσις του μεγί-
στου κοινού διαιρέτου και του έλαχίστου κοινού πολλαπλασίου
οσωνδήποτε άριθμών, ή πρόσθεσις τών γραμμών,-, κτλ.).

Μετά δέ ταύτα δεικνύων την άνάγκην της προσαρτήσεως
και άλλων νέων άριθμών, θέτω ως όρον, ή ώς άρχήν, ότι και
ούτοι, οιασδήποτε φύσεως και άν είνε, πρέπει να εχωσι τάς αύτάς
δύο άρχικάς ιδιότητας, ότε θά εχωσι και τάς άλλας, τάς έξ αύτών
έπομένας. Εκ δέ της διατηρήσεως τών άρχικών τούτων ιδιοτή-
των ευρίσκονται άμέσως ώς άναγκαΐα άκολουθήματα οί ορισμοί
τών πράξεων Ιτά τών άριθμών τούτων.

- Διά του τρόπου τούτου οχι μόνον βλέπει τις τό σύστημα
τών άριθμών βαθμηδόν άναπτυσσόμενον, άλλα και έννοεΐ, πώς
τά διάφορα τών άριθμών είδη, κοινήν έχοντα την γένεσιν, συν-
δέονται προς άλληλα άναποσπάστως και συναποτελουσιν εν όλον
τέλειον και άρμονικόν συνάμα δε λαμβάνει και σαφή ιδέαν του
σκοπού, δι' ον γίνεται.

Οί πάσης αιτιολογίας και βάσεως στερούμενοι, όλως αυθαί-
ρετοι και προς άλλήλους άσύνδετοι ορισμοί, δι' ών ώρίζοντο
μέχρι τούδε οί άριθμοί και αί έπ' αύτών πράξεις, δεν εύχαρι-
στούσι τον μανθάνοντα, όστις δικαίω; απορεί, διατί ούτω και
ούχι άλλως βρίζονται έκαστα. Διατί λόγου χάριν τό γινόμενον
δύο άρνητικών άριθμών ορίζεται ώς θετικόν ; Έκ του ότι cl
αρνητικοί άριθμοι σημαίνουσί τι έναντίον του υπό τών θετικών



δ'

σημαινομένου (οία κέρδος και ζημία, περιουσία και χρέος, και
τα όμοια), είνε άδύνατον να όρισθη και εύρεθη τό γινόμενον δύο
αρνητικών αριθμών' διότι πως εινε δυνατόν να είπωμεν, οτι
5 δραχμαί ζημίας έπι 8 δραχμάς ζημίας πολλαπλασιαζό-
μεναι δίδουσι 40 δραχμάς κέρδους; "Ωστε ή αιτία, δια την
οποίαν όρίζομεν το γινόμενον τοιουτοτρόπως, κείται βαθύτερον
και εινε όλως άσχετος προς τάς έφαρμογας των αριθμών, αι-
τινες θά ύπηρχον και αν άλλως ώρίζετο ό πολλαπλασιασμός.
Όμοίως έκ μόνη; της σημασίας, ήν εχουσι τα κλάσματα

— και—, εινε άδύνατον να εύρεθη το γινόμενον αυτών* εινε άνάγ-
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κη νά δώσωμεν νέον όρισμον του πολλαπλασιασμού, ή να εύρύ-
νωαεν τον άρχικόν αύτοΰ ορισμόν. Άλλ' ό άρχικός, b φυσικός ορισμός του πολλαπλασιασμού είνε ή έπανάληψις του -αύτου
άριθμου πολλάκις (τη; δε διαιρέσεως ό μερισμός εις ισα μέρη,)"
και ομω; δίδομεν έν τοις κλάσμασι τοιούτον όρισμον του πολλα-
πλασιασμού, ώστε συγχέονται ό πολλαπλασιασμός και ή διαίρεσις*
διότι, ίνα έπι παραδείγματος τουτο δείξωμεν, ο πολλαπλασιασμός

του 12 έπι — ουδέν άλλο εινε ή αυτόχρημα διαίρεσις του 12 διά

4. Τίς ανάγκη λοιπόν αναγκάζει ήμας νά δίδωμεν τους ορισμούς
τούτους ; (Χ)

Άλλα και αν παραδεχθώμεν τους ορισμούς τούτους, πάλιν
μένει ή απορία, πώς, άφου ούδεν συνδέει τα διάφορα είόη τών
άριθμών, άλλ' εκαστον συγκροτείται χωριστά και αυθαιρέτως,
πώς και 6πό τίνος δυνάμεως πάντα ταύτα συναρμόζονται και άπο-
τελουσιν έν όλον, ούτινος είνε φανερά ή αρμονία και ή άπλότης ;
Ταύτα πάντα έξηγουνται και ή άλγεβρα θεμελιουται έπι ασφα-
λών και άπλουστάτων βάσεων, εάν παραδεχθώμεν την έπομένην

Ι1) Ό συνήθης ορισμός του' πολλαπλασιασμού τών κλασμάτων : ότι τό γινόμενον γί-
νεται έκ του πολλαπλασιαστέου όπως ό πολλαπλασιαστής γίνεται έκ της μονάδος : έχει
πλην του αυθαίρετου και τούτο τό ελάττωμα- ότι δεν εξηγεί πώς γίνεται ό πολλαπλα-
σιαστής έκ της μονάδος. Ή αρχική και φυσική γένεσις τών αριθμών έκ της μονάδος
είνε ή διά της επαναλήψεως (αριθμός εινε πλήθος μονάδων)' άλλ' εν τω όρισμω τό
γίνεσθαι 'έχει βεβαίως άλλην σημασίαν διότι τά κλάσματα δεν γίνονται έκ της μονάδος

1 μόνον διά της επαναλήψεως, άλλ' άπαιτοΰσι και την διαίοεσιν αυτής- άλλ' άν θεω-
ρήσωμεν τους αριθμούς ώς γινομένου; έκ της μονάδος διά διαιρέσεως και επαναλήψεως,
ύπάρχουσιν άπειροι τρο'ποι γενέσεως του αυ.του άριθμου έκ της αονάδος, ευρίσκονται δε
και πολλοί, καθ' οΰς ό ορισμός εφαρμοζόμενος άγει εις άτοπα έξαγόαενα. "Οτι δέ οί τόν
όρισμον τούτον και έπι τών άονητικών άριθμών εκτείνοντες και έοαραόζοντες εις μεγαλή-
τ<·οα περιπίπτουσιν άτοπα, εννοείται οίκοθεν.



άρχήν. "Οτι έπι πάντων τών άριθμών, τους οποίους βαθμηδόν
έπινοουμεν και προσαρτώμεν εις το σύστημα, πρέπει νά διατη-
ρώνται αί δύο άρχικαι ιδιότητες, * τάς οποίας οί ακέραιοι εχουσι,
και άφ' ών αί λοιπαι άπορρέουσι. Το όρθον και σκόπιμον και
/ρήσιμον της άρχής ταύτης έννοεΐ πας τις ευκόλως. Καθώς, όταν
οικοδόμημά τι πρόκειται νά έπεκταθή, πρέπει νά διατηρήση τάς
κυριωτάτας αύτου γραμμάς καΐ τον ρυθμόν, ίνα μή αποβή άτα-
κτόν τι και δύσμορφον, ούτω και το σύστημα τών άριθμών πρέ-
πει εύρυνόμενον νά διατηρή τάς κυριωτάτας τών ιδιοτήτων αύτου.
Ή αρχή αύτη της διατηρήσεως τών πρωτευουσών ιδιοτήτων παν-
τός ο,τι γενικεύεται ή επεκτείνεται, εφαρμόζεται ού μ,όνον εις
το σύστημα τών άριθμών, άλλα και εις άλλα της μαθηματικής
μέρη. Δι'αυτής εύρον και τους ορισμούς τών κλασματικών δυνά-
μεων, δι' αυτής προσέτι ώρισα και τους λογαρίθμους τών μικρο-
τέρων τής μονάδος άριθμών. Αύτη δε είνε και ή πρώτη αιτία
τής αρμονίας τών μαθηματικών θεωριών προς άλλήλας και της
άπλότητος και τής γενικότητος αύτών.

"Οτι ο τρόπος ούτος τής θεμελιώσεως τής άλγεβρας εινε ό μό-
νος ορθός, μαρτυρουσι δύο τινά* πρώτον μεν, ότι αί δύο άρχικαί
Ιδιότητες, τάς οποίας λαμβάνω, όρίζονσιν Εντελώς το σύστημα
τών άριθμών και ούδεμίαν ίπιτρέπουσιν αύξησιν αύτου πέραν τών
μιγάδων αριθμών" δεύτερον δε ότι, αν μεταβληθώσι κατά τι αί
ιδιότητες αύται, δύναται και άλλο σύστημα άριθμών, διάφορον
του κοινού, νά διαπλασθή- και έν γένει άναλόγως τών ιδιοτήτων,
τάς όποιας θέλομεν νά διατηρήσωμεν έφ' απάντων τών άριθμών,
μορφουται και τό άριθμητικόν σύστημα (ΐδέ Εισαγ. άνωτέρας
άλγεβρας).

Άφου έν τή εισαγωγή άνεπτύχθη τό σύστημα τών θετικών και
τών άρνητικών συμμέτρων άριθμών και προητοιμάσθη, ούτως
ειπείν, τόάναγκαιουν ύλικον προς διάπλασιν τής άλγέβρας, έκτί-
θενται έπειτα εις τα δύο πρώτα βιβλία ό άλγεβρικος λογισμός και
ή θεωρία τών πρωτοβαθμίων έξισώσεων, διότι ταύτα και μετά
την προσάρτησιν άλλων άριθμών ούδαμώς μεταβάλλονται. Του το
και εύκολύνει την σπουδήν τής άλγέβρας και ορθόν μ0ι φαίνεται·
διότι ταύτα διδάσκονται υπο πολλών εις την β' γυμνασιακήν τάξιν,
ότε ό μαθητής ούδεμίαν εχει εισέτι γνώσιν άσυμμέτρων άριθμών.

Ή διά τών άσυμμέτρων άριθμών συμπλήρωσις του άριθμητι-
κού συστήματος γίνεται εις τό Γ' βιβλίον. Έν αύτω δεικνύεται
ή άνάγκη 'τής προσαρτήσεως και άλλων άριθμών, ορίζονται οί
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άσύμμετροι και αί έπ' αυτών πράξεις και επειτα διά τών άσυμ-
μέτρων άριθμών άποδεικνύεται ή ύπαρξις τών £ιζών, τίθεται δέ
και ή βάσις τών" έφαρμογών της άλγεβρας εις την γεωμετρίαν,
δεικνυομένου, ότι πασα ευθεία γραμμή δύναται να μετρηθη και
νά παρασταθη ύπο άριθμου. Μετά δε ταύτα ευρίσκονται οί όρΐ-
σμοι τών δυνάμεων, ων οί έκθέται είνε οίοιδήποτε σύμμετροι
άριθμοί, και οί νόμοι οί έπι πασών τών δυνάμεων ισχύοντες.

Τους άσυμμέτρους άριθμούς ώρισα ώς αριθμούς συγκειμένους
έξ άπειρων το πλήθος μονάδων (δεκαδικών ή μη) και τοιούτων,
ώστε όσαιδήποτε ές αυτών και αν προστεθώσι νά μη ύπερβαί-
νωσιν άκέραιόν τινα. Τίνες ορίζουσιν αυτούς ώς όρια τών συμμέ-
τρων, άλλα τούτο δεν εινε ορθόν' διότι, ινα παραδεχθώμεν, ότι
μεταβλητός τις άριθμος εχει οριον, πρέπει να γνωρίζωμεν ήδη
τον άριθμόν, όστις εινε οριον και προς ον προσεγγίζει ό μεταβλη-
τός' άλλα και ή γεωμετρία, ήν ώς έπίκουρον προσλαμβάνουσα,
ουδέν ωφελεί' διότι έν ταΐς γεωμετρικαΐς αυτών άποδείξεσι προϋ-
ποτίθεται, οτι πασα γραμμή μετρείται και παρίσταται ύπο άριθ-
μοΰ, όπερ εινε άδύνατον νά άποδειχθή, αν μή πρότερον ύποτε-
θώσι γνωστοί οί άσύμμετροι άριθμοί.

Τους ορούς τών προβλημάτων διέκρινα εις δύο διαφορα είδη-,
άτινα έκάλεσα έπιτάγματα και περιορισμούς. Εις δέ την άλγε-
βρικήν τών προβλημάτων εκφρασιν μετά της έξισώσεως, ήτις
έκφράζει τά έπιτάγματα, προσλαμβάνω και τους περιορισμούς'
διότι δι' άμφοτέρων τούτων και πιστώς έκφράζεται και ορΰώζ
λύεται το πρόβλημα.

Τά λεγόμενα σύμβολα του άπροσδιορίστου και του άπει-
ρου παρέλειψα όλως. Διότι, άποδειχθέντος, οτι ή δια του 0

διαίρεσις εινε άδύνατος και άγει εις άτοπα έξαγόμενα, ούδείς λό-
γος δύναται νά γίνη περί τοιαύτης διαιρέσεως. Ούδε έπιτρέπεται
νά ύποτεθή ό παρονομαστής κλασματικού τύπου ίσος τω 0" διότι
ή ύπόθεσις αύτη άπεκλείσθη ήδη κατά τήν διαίρεσιν, έΕ ής προέ-
κυψεν ό τύπος. Διά τούτο αί μηδενίζουσαι τον παρονομαστήν υπο-
θέσεις πρέπει νά γίνωνται προ της διαιρέσεως. 'Όταν δε έν προ-
βλήματι ο κλασματικός τύπος, ο τήν τιμήν του άγνωστου παρέ-
χων, εχη κοινόν τινα παράγοντα εν τε τω αριθμητή και τ φ πα-
ρονομαστή, ο παράγων ούτος προ της διαιρέσεως, έξ ής ο κλα-
σματικός τύπος προέκυψεν, ήτο κοινος εις άμφότερα τα μέλη της
έξισώσεως του προβλήματος, και πασα έπι τών δεδομένων ύπό-



θεσις μηδενίζουσα αύτόν, αν μή άπεκλείσθη ήδη έν τή εύρέσει
τής αυτής έξισώσεως, καταστρέφει την έξίσωσιν και έπομένως
καθιστή τήν τιμήν του αγνώστου αόριστον. Ή δέ τιμή του άγνω-
στου, ή μετά τήν έξάλειψιν του κοινου παράγοντος εύρισκομένη,
(ην πολλοί νομίζουσιν ώς τήν μόνην λύσιν), εχει τούτο το προτέ-
ρημα, οτι προς αυτήν πλησιάζουσιν αί λύσεις του προβλήματος,
οταν τά διδόμενα αύτου πλησιάζωσι προς τήν κατάστασιν έκεί-
νην, ήτις μηδενίζει τον κοινον παράγοντα.

Τήν θεωρίαν τών λογαρίθμων έξέθηκα κατ' ίδιον όλως τρό-
πον. Αί πρός αυτούς άγουσαι όδοί μέχρι τοΰδε ήσαν δύο. Και
ή μεν πρώτη, ή διά τών προόδων (δι' ής και εύρέθησαν το πρώ-
τον οί λογάριθμοι ) εχει το έλάττωμα, ότι δι'αυτής δέν ορίζονται
άκριβώς πάντων τών άριθμών οί λογάριθμοι, άλλα μόνον τών
ολίγων έκείνων, οίτινες εινε οροι τής γεωμετρικής προόδου' οσον
δ' ολίγον και αν διαφέρωσιν άπ' άλλήλων δύο έφεξής οροι αυτής,
ύπάρχουσι πάντοτε μεταξύ αύτών άπειροι άριθμοί. Ή δε δευ-
τέρα, ή διά τών έκθετών, εινε δύσβατος και μακρά' διότι εινε
άνάγκη πρώτον νά όρισθώσιν αί δυνάμεις, αί άσύμμετρον εχουσαι
έκθέτην, όπερ άπαιτεΐ τήν θεωρίαν τών ορίων και τά έπ'αύτών
θεωρήματα" επειτα πρέπει νά άποδειχθή, οτι και επί τών δυνά-
μεων τούτων μένουσιν αληθείς αί άρχικαί ιδιότητες τών δυνά-
μεων* μετα δέ ταύτα πρέπει νά άποδειχθή, ότι ή έξίσωσις αχ= β,
έζ ής ορίζονται οί λογάριθμοι, εχει λύσιν καΐ νά δειχθή, πώς εύ-
ρίσκεται ή πώς εινε δυνατόν νά εύρεθή ή λύσις αύτη, όπερ άπαι-
τεΐ τήν γνώσιν τών συνεχών κλασμάτων καί τών 'ιδιοτήτων αύ-
τών. "Οταν δε τήν μακράν ταύτην όδον διανύση ο μαθητής, τότε
μόνον φθάνει εις τον όρισμον τών λογαρίθμων. Επειδή δέη.έννοια
του ορίου καί τής έπ' άπειρον προσεγγίσεως εχει φύσει άσα©ές
τι καί σκοτεινόν, δύσκολον εινε κατά τήν μακράν ταύτην δοον
νά διατηρηθη, έν νεαρα μάλιστα δια.νοία, ή διαύγεια τών έννοιών,
ήτις εινε ή πρώτη τής μαθηματικής αρετή* εύκολώτατα δε άπο-
κτώσι πάντα ταΟτα χροιάν τινα άβεβαιότητος καί άσαφείας, ήτις
αντίκειται εις τήν μαθηματικήν άκρίβειαν.

Άλλ' ή θεωρία τών άσυμμέτρους έκθέτας έχουσών δυνάμεων,
ώς καί ή τών συνεχών κλασμάτων, καί δύσκολος εινε καί περιττή
όλως διά τήν στοιχειώδη μαθηματικήν' συμπεριελαμβάνοντο δέ
μέχρι τοΰδε έν τοις στοιχείοις χάριν τών λογαρίθμων.

ΤαΟτα άναλογιζόμενος έζήτησα καί εύρον άλλον όρισμον
τών δεκαδικών λογαρίθμων, όστις ούδεμίαν τών θεωριών τούτων
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προϋποθέτει, άλλ'απλώς στηρίζεται έπι ·τοϋ πολλαπλασιασμοί)*
κατά τον όρισμον τούτον ό λογάριθμος άκεραίου άριθμου έκφράζει
(πλην ένος) το πλήθος τών ψηφίων αύτου και τών δεκαδικών
δυνάμεων αύτου. Ή θεμελιώδης ίδιότης τών λογαρίθμων ευρίσκε-
ται έκ του ορισμου τούτου άπλούστατα και στηρίζεται έπι τής
στοι/ειώδους ιδιότητος του πολλαπλασιασμοί), καθ ην τό γινό-
αενον δύο άριθμών εχει τόσα ψηφία, οσα εχουσιν όμου οί παρά-
γοντες ή εν όλιγώτερον. Η δέ εύρεσις τών λογαρίθμων γίνεται
κατά τον νέον όρισμόν μόνον διά πολλαπλασιασμού. Τοιουτο-
τρόπως αποβαίνει ή θεωρία τών δεκαδικών λογαρίθμων και συν-
τομωτέρα και άπλουστέρα.

Τους άλλους ορισμούς τών λογαρίθμων και τα διάφορα λο-
γαριθμικά συστήματα έξέθηκα δια βραχέων έν παραρτήματι"
τουτο δε χάριν τών θελόντων νά σπουδάσωσι την άνωτέραν μα-
θηματικήν' διότι διά τους άλλους φαίνονται μοι ταΟτα όλως
περιττά.

'Αντί τών συνεχών κλασμάτων παρέλαβον τους συνδυασμούς
και τα περί αυτούς' διότι και χρησιμώτερα. εινε ταύτα και προς
τον σκοπον τής στοιχειώδους έκπαιδεύσεως φαίνονται μοι μάλλον
συντελουντα.

Τά διά μικρών στοιχείων τυπωθέντα, ώς και έκεινα, ών προε-
τάχθη άστερίσκος, δύνανται νά παραλείπωνται, έάν ό γρόνος δεν
συγχωρή την διδασκαλίαν αύτών.

Έν Άϋηναις, rfj 1 Ιουνίου 1882.

I. Ν. ΧΑΤΖΙΔΑΚΙΣ



Georges D.Papacostas.
élève-*·*-1910.

ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑ

ΕΙΣΑΓΩΓΗ
ΓΕΝΙΚΑΙ ΑΡΧΑΙ ΤΗΣ ΙΣΟΤΗΤΟΣ ΚΑΙ ΤΩΝ ΤΕΣΣΑΡΩΝ ΠΡΑΞΕΩΝ

Κ Ε Φ Α Λ A I Ο Ν Α'

ΑΚΕΡΑΙΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ
Προκαταρκτικαί έννοιαι.

1. 'Εάν συγκρίνωμεν πλήθος έξ ομοίων πραγμάτων συγκείμενον (η
τών όποιων παραβλέπομεν τάς διαφοράς) ποός εν τών πραγμάτων τού-
των, σχηματίζομεν την εννοιαν του αριθμού.

'Αριθμός άρα είναι έννοια, δι' ης έκφράζομεν την σχέσιν πολλών
όμοιων πραγμ.άτων προς εν τούτων, οταν θεωρώμεν αυτά μόνον ώς
προς τό πλήθος.

2. Τό έν τών πραγμάτων, προς ο συγκρίνεται τό πλήθος, λέγεται
μονάς.

3. Οι άριθμοί άποτελουσι σειράν άπειρον άρχομένην από του ενός,
έν ύι εκαστοε γίνεται έκ του προηγουμένου τ-?) προσθηκν) μιας μονάδος.

Διά τοΰτο ό άριθμός δύναται να θεωρηθγί ώς άθροισμα πολλών
μονάδων, ήτοι ώς αποτελούμενος υπό της μονάδος πολλάκις έπανα-
λαμβανο μένης.

4. νΙσοι λέγονται δύο άριθμοί, οταν εκάστη μονάς του ενός εχη
άντίστοιχον μιαν του άλλου, και τανάπαλιν.

Άνισοι δέ, οταν μονάδες τινές του ενός δεν έχωσιν αντίστοιχους
εις τόν άλλον* τότε ό πρώτος λέγεται μείζων του δευτέρου, η οτι
Ιχει περισσοτέοας μονάδας vj ό δεύτερος.



5. Έκ του ορισμού της ίσότητος δύο άριθμών γίνεται φανερόν, ότι
αύτη έχει τάς έπομένας ιδιότητας.

α'.) Οί τω αΰτφ ίσοι άριϋ·μοι είναι και αλλήλοις ίσοι.

β'.) 'Εάν εις έκάτερον τών ίσων άριθμών προστεθη μία μονάς, οί προ-
κύπτοντες αριθμοί είναι ίσοι* και γενικώς, εάν εις ισονς ττροστεθώσιν ίσοι
άριθμοί, οι προκύπτοντες είναι ίσοι.

Τάς ιδιότητας ταύτας όνομάζομεν άρχικάς Ιδιότητας της ισότητος.

6. Το σημεΐον, δι'ου παριστώμεν την ισότητα, είναι τόδε = *' γρά-
φεται δέ μεταξύ τών δύο 'ίσων άριθμών.

7. Οί δύο άριθμοί, μεταξύ τών οποίων γράφεται τό σημεΐον = ,
λέγεται, οτι άποτελοΰσιν ισότητα, έκατερος δέ αυτών λέγεται μέλος
της ίσότητος.

8. Το σημεϊον, δι'ου παριστώμεν την άνισότητα, είναι · γράφεται
δέ ό μικρότερος αριθμός προς την κορυφην της γωνίας"

ώς 8<9, 12>7.

9. Πάντα τα περι τους άριθμούς ζητηματα άνάγονται εις τά τέσ-
σαρα στοιχειώδη, προσύ-εσιν, άφαίρεσιν, πολλαπλασιασμόν και διαίρεσιν.

10. "Οταν σκεπτώμεθα επί τίνων άριθμών, τους όποιους δέν θέλο-
μεν νά όρίσωμεν, η οί όποιοι είναι άγνωστοι, παριστώμεν αυτούς £tà
τών γραμμάτων του αλφαβήτου. Ούτω τα γράμματα,

α. .β» γ, δ, κτλ.

παριστώσι τυχόντας άριθμούς.

ΟρόβΟε^ς.

11. Ή πρόσθεσις είναι πραξις, δι' τις δοθέντων δύο η περισσοτέρων
άριθμών, ευρίσκεται άλλος, όστις άποτελεΐται έκ πασών τών μονάδων,
άς έχουσιν οί δοθέντες.

Ό άριθμός ούτος λέγεται αθροισμα τών δοθέντων. Ευρίσκεται δέ,
αν εις τον πρώτον προστεθτ| ό δεύτερος, είς τό εύρεθέν άθροισμα ο τρί-
τος, εις τό ευρεθέν νέον άθροισμα ό τέταρτος, και ούτω καθεξής.

12. Τό άθροισμα οσωνδήποτε άριθμών είναι άριθμός εντελώς ώρισμέ-
νος· διότι είναι δεδομέναι αί άποτελουσαι αυτό μονάδες. Έκ τούτου
συνάγεται η επομένη θεμελιώδης ίδιότης της προσθέσεως.

13. Καθ οιανδήποτε τάξιν και αν εκτελεστή ή πρόσύεσις πολλών
άριθμών, πάντοτε ευρίσκεται το αυτό αΰ-ροισμα.

Διά τούτο τό άθροισμα δύο άριθμών, ώς τών α και β, παρίσταται



δια του α-|-β, η διά του β-f-a (Six μεν του a-f-β δηλουμεν, οτι εις
τον α πρεπει νά προστεθη ό β, διά Se του β-{- χ δηλουμεν τουναντίον
οτν εις τον β πρέπει νά προστεθτ} ό α)' κοει το άθροισμα των άριθμών
α, β, γ, δ παρίσταται άδιαφόρως δια τών

η δ —f— β-j— (κγ, κτλ.
έ'νθα η τάξις των άριθμών δηλοΐ καί την σειράν τών πράξεων.

Το άθροισμα έγκλειεται συνήθως εις παοένθεσιν, οταν έπ* αύτου πρό-
κειται νά γίνη καί άλλτj πραξις ώς

+ (* + Ρ + γ) + δ, κτλ.

14. Έκ της είρημένης θεμελιώδους ιδιότητος της προσθέσεως πηγά-
ζουσιν αμέσως αί έπόμεναι.

15. Έν παντι αθροίσματι δύνανται νά αντικατασταθώσι δύο ή πε-
ρισσότεροι προσθετέοι υπό του ευρεθέντος αθροίσματος αύτών.

"Εστω ώς παράδειγμα το άθροισμα

α + β+γ + δ + ε.

Λέγω, ότι οί προσθετέοι β καί δ δύνανται νά άντικατασταθώσιν
υπό του αθροίσματος αύτών (β-{-δ).

Διότι τό αυτό άθροισμα εύρίσκομεν, καί άν προσθέσωμεν τους αριθ-
μούς ώς έξης

β-|-δ4-α + γ-+-ε·

εαν

δέ, έκτελουντες τάς σεσημειωμένκς πράξεις, περιορισθώμεν εις τήν
ποόσθεσιν τών δύο πρώτων άριθμών, εύρίσκομεν

(β + δ)4-α + γ + ε.

Ή αύτη πρδτασις όύναται καί ώς έξης νά έκφρασθνί.

16. Έν παντι αθροίσματι δύναται οίοςδήποτε τών προσθετέων νά
αντικατασταθώ υπό άριθμών εχόντων αύτόν άθροισμα.

"Ητοι ό προσθετέος (β-|-δ) δύναται νά αντικατασταθώ έν τω αθροί-
σματι (β 4- δ) -f- α-J-γ ε- ύπό τών β καί δ.

17. Είτε εις άθροισμα προστεθ?} αριθμός, είτε εις ενα τών προσθε-
τέ wv του αθροίσματος, τό αυτό προκύπτει όλικόν άθροισμα.

Διότι προσθέτοντες τον ε εις τό άθροισμα α-|-β 4- γ -(-"δ, εύρίσκομεν
τό άθροισμα

α + β + γ + δ + ε

ητοι τό ά

4-ε + β+γ + δ, η (« + ε) + β+γ + δ
εξ ου βλέπομεν, ότι τό αύτό προκύπτει άθροισμα, και άν προσθέσωμεν
τόν ε εις ενα τών προσθετέων, οίον εις τον α
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18. "Αθροισμα προστίθεται εις Άθροισμα, και αν προστεθώσι τα μέρη
αμφοτέρων τών αθροισμάτων.

Διότι έστωσαν τα δύο αθροίσματα

(α + β-|-γ) (δ-f ε + ζ + η)·

λέγω, ότι τό άθροισμα αυτών εΐ^αι το

α + β + γ + δ + ε + ζ + Υ)·

και όντως, άντικαθιστώντες έν αύτώ τους προσθετέους α, β, γ, ύπο
του αθροίσματος αυτών (α-]-β-{-γ), εύρίσκομεν

(α4-β + γ) + δ4-ε + ζ + '/ΐ

ποιουντες δέ το αύτό και εις τους άλλους προσθετεους εύρισκ,ομεν

(α + β + γ) + (δ4- ε + ζ + η)-
τουτέστι τό άθροισμα τών δύο δοθέντων αθροισμάτων.

19. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ. Εις τάς αποδείξεις τών προτάσεων τούτων (15,
16 17 και 18) και ό ορισμός της προσθέσεως και ό τρόπος, καθ' ον
εκτελείται η πρόσθεσις, είναι αδιάφορα" . άρκεϊ μόνον τό ότι υπάρχει
πληοης αδιαφορία πρός την τάξιν, καθ' ην λαμβάνονται άλλεπαλληλως
οί αριθμοί έν τη πράξει' ώστε και πασα άλλη πραξις την αύτην άδια-
φορίαν έχουσα πρός την τάξιν τών άριθμών, έφ' ων εκτελείται, εχει
άναγκαίως και τάς υπό τών προτάσεων τούτων έκφραζομένας ιδιό-
τητας.

Άφαφεσις.

20. Ή άφαίρεσις είναι η αντίστροφος της προσθέσεως πραξις" έν αύτνί
δίδονται δύο άριθμοί, α και β, και ζητείται τρίτος, όστις προστιθέ-
μενος εις τον β, νά δίδη άθροισμα τόν α, ητοι να είναι α=β-}-γ

Ό ζητούμενος άριθμός λέγεται διαφορά τών δεδομένων τούτων δέ
ό μεν α λέγεται μειωτέος, ό δέ β αφαιρετέος.

21. Ή διζφορά δύο άριθμών παρίσταται διά του σημείου — γοαφο-
μενου μεταξύ τών δύο άριθμών και προ του άφαιρετέου, ούτως: α - β
ώστε ή προηγουμένη ίσότης γράφεται και ώς έξης γ=α β.

22. Έπειδη ή μεταξύ μειωτέου και άφαιρετέου καΐ διαφοράς σχέσις
είναι σχέσις προσθέσεως, διότι α=β-}-γ, έπεται, ότι πάσαι αι γενι-
καΐ ιδιότητες της άφαιρέσεως ευρίσκονται έκ τών ιδιοτήτων της προσ-
θεσεως και έκ τών της ίσότητος.

Τούτων αί πρωτεύουσαι είναι αί έπόμεναν

1) 1Εάν προοτεθγ} δ αυτός άριθμός εις τόν μειωτέον και εις τόν
άφαιρετεον, ή διαφορά μένει αμετάβλητος.



2) * Αριθμός αφαιρείται άπο αθροίσματος, και âv άφαιρεθη αφ'ho ς
τών προσθετέων.

3) Είτε τό άθροισμα πολλών άριθμών αφαιρέσω μεν διά μιας άπο
άλλου, είτε αυτούς τους αριθμούς, τον ενα μετά τον άλλον, ή αν τη
προκύπτει διαφορά· ητοι α—(β-|-γ)=(α_β)_γ#

Τάς αποδείξει: τούτων άπλουστάτας ού'σας, παραλείπομεν.

Πολλαπλαοιαομός.

23. Πολλαπλασιασμός άριθμου α επί ετερον β είναι ή πρόσθεσις τόσων
αριθμών ί'σο>ν τω α,οσας μονάδας εχει 6 β" 6 έκ της προσθέσεως ταύ-
της προκύπτων άοιθμός λέγεται γινόμενον' οί δέ δοθέντες, παράγοντες·
και ό μέν α λέγεται πολλαπλασιαστέος, ό δέ β πολλαπλασιαστής.

Κατά τόν όρισμον τούτον, ό πολλαπλασιασμός του αριθμού 6 επί
τόν 4 σημαίνει την. εύρεσιν του αθροίσματος β —|— β —f— β —[— θ
εξ ου βλέπομεν, ότι τό γινόμενον σύγκειται έκ του πολλαπλασιαστέου^
καθ' ον τρόπον σύγκειται ό .πολλαπλασιαστής έκ της μονάδος.

24. Τό γινόμενον του αριθμού α έπι τόν β παρίσταται ώς έξης·

αχβ, η α.β, η καί απλώς αβ
τήν τελευταίαν όμως παράστασιν δεν δυνάμεθα να μεταχειρισθώμεν, οταν αμφότεροι οί παράγοντες είναι αριθμοί' ούτω τό γινόμενον του 7
επί τον 5 ανάγκη να σημειώται 7χ5, η 7.5, καί δχι δια του 75*
διότι τότε συγχέεται τό γινόμενον μετά του αριθμού 75.

25. Δεδομένων πολλών άριθμών, εύρίσκομεν τό γινόμενον αύτών
πολλαπλασιάζοντες τους δύο πρώτους, έ'πειτα το γινόμενον αύτών επί
τόν τρίτον, καί καθεξής, μέχρις ου ληφθώσι πάντες οί αριθμοί.

26. Έν τη αριθμητική αποδεικνύεται, ότι καί έν τω πολλαπλα-
σιασμό) ή τάξις, καθ' ην λαμβάνονται οί πολλαπλασιαστέοι άριθμοί,
ε?ναι αδιάφορος προς τό έξαγόμενον ήτοι καθ' οιανδήποτε τάξιν καί
άν έκτελεσθγί ο πολλαπλασιασμός δύο $ περισσοτέρων άριθμών, πάν-
τοτε ευρίσκεται τό αύτό γινόμενον.

Διά τούτο τό γινόμενον δύο άριθμών, ώς τών α καί β, παρίσταται
διά του α. β $ διά του β.α· (διά του α. β, οταν ο α πρόκειται να
πολλαπλασιασθώ επί τόν β, διά δέ του β.α, οταν 6 β πρόκειται νά

πολλαπλασιασθώ επί τόν α).

Καί τό γινόμενον πολλών άριθμών, ώς τών α,β,γ,δ, παρίσταται
άδιαφόρως ώς έξης' α.β.γ.δ, ή β.α.γ.δ, ή δ.β.γ.α, κτλ. ^
εγκλείεται δέ καί τό γινόμενον εις παρένθεσιν, εάν πρόκειται νά γίντ,
ύτου καί άλλη πραξις' ώς (α.



27. Έκ της είοημένης θεμελιώδους ιδιότητος του πολλαπλασιασμοί»
πηγάζουσιν άναγκαίως αί έπόμεναι, αιτινες είναι όλως ομοιαι προς
τάς έν τη προσθέσει ευρεθείσας.

28. Έν παντι γινομένω δύνανται νά άντικατασταθώσι δύο τ) πε-
ριοοότεροι παράγοντες ύπο του ευρεθέντος γινομένου αυτών (έδ. 15).

Η αύτη δέ πρότασις εκφράζεται καΐ ώς έξης*

Έν παντι γινομένω δύναται δ τυχών παράγων νά αντικατασταθώ
νπ άριθμών εχόντων αυτόν γινόμενον (παράβλ. έδ. 16).

29. Είτε γινόμενον πολλαπλασιάσω άριθμός εϊτε ενα παράγοντα τον
γινομένου, τό αυτό προκύπτει ολικόν γινόμενον (παράβλ. έδ. 17).

30. Γινόμενον επ> γινόμενον πολλαπλασιάζεται, και αν πολλαπλα-
σιαοθώσι πάντες οι παράγοντες αμφοτέρων τών γινομένων (παράβλ.
έδ. 18). ητοι (α . β . γ). (δ . ε) == α . §. γ . δ . ε.

31. Αί προτάσεις αύται αποδεικνύονται, ώς απεδείχθησαν καΐ αι
προς αύτας ομοιαι έν τη προσθέσει έκ της αύτ*?ίς θεμελιώδους ιδιότη-
τος, αρκεί έν ταις άποδείξεσιν έκείναις να τραπώσι τά ονόματα πρόσ-
θεσις, αθροισμα κτλ. εις τά, πολλαπλασιασμός, γινόμενον κτλ.

Δια τούτο και παρελείψαμεν τάς αποδείξεις αύτών.

32. Ή πρόσθεσις καΐ ό πολλαπλασιασμός συνδέονται διά της επο-
μένης γενικής ιδιότητος.

"Αθροισμα πολλαπλασιάζεται επι αριθμόν και άν εκαστον τών με-
ρών αυτού πολλαπλασιασθώ επι τόν αυτόν αριθμόν και προστεθώσι
τα γινόμενα.

Τούτο έκφράζει ή ίσότης (α-|-β-|-γ) δ = (α . δ)-{-(β . δ)-|- (γ . δ).
Λέγεται δέ ή ίδιότης αύτη επιμεριστική.

"Ενεκα της πρώτης ιδιότητος του πολλαπλασιασμού δύναται η έπι-
μεριστικη ίδιότης νά έκφρασθη και ώς επεται'

Άριθμός πολλαπλασιάζεται επι άθροισμα οσωνδήποτε άλλων, και
εάν πολλαπλασιασθώ εφ' εκαστον τών προσθετέων και προστεθώσι τά
γινόμενα.

■ϋτοι δ.(α-)-β-)-γ)==(δ.α)+(δ.β) + (δ.γ).
33. -Εκ της έπιμεριστικης ιδιότητος επεται άμέσως η έξης*
νΑθροισμα πολλαπλασιάζεται επι άλλο άθροισμα, και εάν εκαστον
τών μερών του πρώτου πολλαπλασιασθώ} εφ' εκαστον τών μερών τον
δευτέρου και προστεθώσι τα προκύπτοντα γινόμενα.
Έστω τό γινόμενον γ) . (δ-j- ε).



θεωρουντες το άθροισμα (δ-[-ε) ώς εύρεθέν καί έφαρμόζοντες τήν
έπιμεριστικην ιδιότητα, εύρίσκομεν

και εάν εις έκάστην παρένθεσιν έφαρμόσωμεν καί πάλιν τήν αυτήν
ιδιότητα, εύρίσκομεν

(« + β+γ) · (δ+ε)==(α. δ) + (β. δ) -h(γ . δ)+(α. ε) + (β. ε) + (γ. ε).

34. Τά διπλάσια τών ίσων αριθμών είναι ίσα, και τά τριπλάσια ωσαύ-
τως' και γενικώς τά ισάκις πολλαπλάσια τών ίσων άριθμών είναι ίσα.

"Εστω α=β. έάν προστεθώσιν είς άμφοτέρους τους ϊσους ί'σοι αριθ-
μοί, οι α καί β, επεται (έδ. 5, β') α-|-α=β-|-β, ήτοι 2α=2β.
Έάν δε τούτο γίννι πολλάκις, προκύπτει ή πρότασις.
Φανεοόν

δέ , οτι τών άνισων τά διπλάσια είναι άνισα, καί τα ίσάκις
πολλαπλάσια ώσαυτως.

Acacpeocç.

35. Ή διαίρεσίς είναι πράξις αντίστροφος του πολλαπλασιασμού* έν
αύτνΐ δίδονται δύο άριθμοί α καί β καί ζητείται τοίτος, όστις πολλα-
πλασιάζων τον β νά δίδγ) γινόμενον τον α, ή7τοι να είναι α=β.γ.

Ό ζητούμενος αριθμός λέγεται πηλίκον καί παρίσταται διά του

σημείου- (όπερ απαγγέλλεται α διά β)" ώστε ή προηγουμένη ισό-

της γράφεται καί ώς έξης γ=— ·

β

Ό α λέγεται διαιρετέος, ό δέ β διαιρέτης.

36. 'Επειδή ή μεταξύ διαιρετέου καί διάιρέτου καί πηλίκου σχεσις
είναι σχέσις πολλαπλασιασμού, διότι α=β.γ, επεται, ότι παται αί
ιδιότητες της διαιρέσεως δύνανται νά εύρεθώσιν έκ τών ιδιοτήτων του
πολλαπλασιασμού καί έκ τών της ίσότητος' τών ιδιοτήτων τούτων
πρωτεύουσαι είναι αί έξης"

37. Τό πηλίκον δύο άριθμών δεν μεταβάλλεται (οταν ύπάρχνι), εάν
άμφότεροι πολλαπλασιασθώσιν επι τόν αυτόν αριθμόν (παράβλ. 22, I).

Διότι, έάν είναι α=β.γ, θά είναι (34) καί α. η=(β. γ). η=β .γ. ν),

3 (28) α. η—(β . η) , γ.
"Ωστε πηλίκον της διαιρέσεως του α. η διά του β. η είναι πάλιν ο γ.

38. Γινόμενον διαιρείται δι' άριθμου, και εάν διαιρεθχ} εις τών παρα-
γόντων αύτου (εάν διαιρηται) δια του αριθμόν (παράβλ. έδ. 22, 2):

Έστω τό γινόμενον α. β.γ. δ.ε, καί άς διαιρηται 6 παράγων β δια
του άριθμου ο, άς δίδγ) δέ πηλίκον π· τότε θά είναι β=ο.π.



λέγω, ότι το πηλίκο ν του oc. β. γ. δ. ε δια του ρ είναι α. π. γ. δ. ε*
διότι τούτο πολλαπλασιασθέν έπι τον ρ δίδει

(α.π.γ.δ.ε).ο, η α . (π . ρ). γ . δ . ε, ν> α.β.γ.δ.ε, τουτέστι

τον διαιρετέον.

Έκ της προτάσεως ταύτης. επεται αμέσως, ότι γινόμενον διαιρείται
ÔC ενός τών παραγόντων αυτοί5, εάν εξαλειφθώ} ό παράγων ούτος.

39. Είτε διαιρέσω μεν αριθμόν διά τον γινόμενου πολλών άλλων,
είτε άλλεπαλλήλως δια πάντων τών άριθμών τούτων (τοϋτ' εστι πρώ-
τον διά του πρώτου, είτα τό εύρεθέν πηλίκον δια του δευτέρου και
καθεξής), εν και τό αυτό πηλίκον εΰρίσκομεν (πρβλ. έδ. 22, 3).

ΛΑς διαιρηται άριθμός τις α δια του γινομένου (β.γ. δ) και ας δίδη
πηλίκον π* τότε είναι α=(β.γ.δ)π η και α=β. (γ . δ. π)' έξ ού
βλέπομεν, ότι ό α δια του πρώτου παράγοντος β διαιρεθείς δίδει πη-
λίκον τό (γ. δ. π)' άλλα καΐ τούτο, διά του δευτέρου παράγοντος γ
διαιρεθέν, δίδει πηλίκον τό (δ. π)· έαν δέ και τούτο διαιρεθη διά του
τελευταίου παράγοντος δ, εύρίσκεται πηλίκον τό π.

40. Αντί νά διαιρέσωμεν άθροισμα δι' αριθμού, δυνάμεθα νά διαι-
ρέσωμεν εκαστον τών προσθετέων διά του αριθμού (εάν διαιοωνται)
και νά προσθέσωμεν τά πηλίκα.

* Ας ύποθέσωμεν, οτι τα πηλίκα τών άριθμών α, β, γ, διαιρουμένων
διά δ, εϊνχι τά π, ρ, σ, τίτοι έ'στω α=δ.π, |β=δ.ρ, γ = δ.σ*
λέγω, ότι τό πηλίκον του άθροίσματος α-[-β-}-γ διαιρεθέντος δια του
δ θά είναι π4-ρ + σ·

διότι τούτο πολλαπλασιαζόμενον έπι τόν διαιοέτην δ δίδει (π-|-ρ-j-σ) . δ,

ν{τοι (έδ. 32) π . δ-|-ρ . δ-|-σ. δ, τουτέστι τόν διαιρετέον α-{-β-(-γ·

μ.-*.

Έκ τών προηγουμένων πάντων συνάγεται, ότι αί γενικαι ιδιότητες
τών τεσσάρων πράξεων πηγάζουσιν άπασαι έκ δύο ιδιοτήτων τνίς προσ-
θέσεως και του πολλαπλασιασμού1 τουτ' έ'στι πρώτον έκ τνϊς κοινής
αυτών ιδιότητος, καθ' ην τό έξαγόμενον εις ο άγουσιν, έπι οσωνδήποτε
αριθμών έφαοαοζόμενκι, μένει τό αυτό, καθ' οιανδήποτε τάξιν και άν
λαιχβάνωνται άλλεπαλληλως οί αριθμοί' και δεύτερον έκ της συνδεού-
σης τάς πράξεις ταύτας έπιμερ-.στικης ιδιότητος.

Διχ τούτο αί ιδιότητες αύται λέγονται θεμελιώδεις ί) άρχικαι ιδιό-
τητες τών τεσσάρων πράξεων.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Β'.

Περί τών κλασματικών άριθμών.

41. Οι άριθμοί, οΐτινες γίνονται εκ της μονάδος 1 δια της επαναλή-
ψεως αύτης, δεν έξαρκουσιν εις την λύσιν τών αριθμητικών ζητημάτων*
διότι η άφαίρεσις και η διαίρεσις δύο τοιούτων άριθμών δεν είναι πάν-
τ οτε δύναται* και δια τούτο πλείστα προβλήματα, καίπερ όντα απλού-
στατα, δεν δύνανται νά λυθώσι διά τών άριθμών τούτων. Έαν π. χ.
προταθ-pj να μοιρασθώσι 3 πήχεις υφάσματος εις 8 άνθρώπους, άν και
γίνεται τούτο έν τοΐς πράγμασιν εύκολώτατα, είναι όμως άδύνατον νά
παρασταθη δι' άριθμου τό μερίδιον· έκάστου. Δια τούτο */]το άνάγκη να
έπινοηθώσι και άλλοι άριθμοί καί νά προσαρτηθώσιν είς τους έξ άρχης
σχηματισθέντας, ώστε ν' άποτελεσθ*?) γενικώτερον σύστημα άριθμών,
έν τω όποίω καί αί δύο είοημέναι πράξεις να είναι πάντοτε δυναταί.
Έν τω παρόντι κεφαλαίω θα έξετάσωμεν, άν είναι δυνατόν δια της
προσαρτήσεως νέων άριθμών, εις τους άριθμούς 1, 2, 3, 4... να γίνγ)
σύστημ,α άριθμών, έν τω όποίω νά είναι δυνατή πασα διαίρεσις.

42. Έπειδη είς τό νέον σύστημα θά δύναται πας άριθμός νά διαι-
ρ*?,ται είς οσαδήποτε ί'σα μέρη, έπεται, ότι θα ύπάρχη ε(ς άριθμός (ένα
δέ και μόνον παραδεχόμεθα), όστις δίς λαμβανόμενος νά δίδτρ την μονάδα
1' ομοίως θα ύπάρχη εις άριθμός, όστις τρις λαμβανόμενος νά δίδν] την
μονάδα 1* καί καθεξής* καί γενικώς, θα ύπάρχη εις άριθμός (και εις μό-
νος), όστις μ φοράς λαμβανόμενος (μ=2,3,4____) νά δίδη την μονάδα 1.

Τους άριθμούς τούτους παριστώμεν δια τών σημείων
111 1
ΊΓ' ΊΓ" " · · " Τ9.....

καί θεωοουμεν ώς νέας μονάδας' όνομάζομεν δ' αύτάς κλασματικός' την
δ' έξ άρχης ύπάρχουσαν, άκεραίαν ωστε έν τω νέω συστηματι έχο-
μεν τάς μονάδας

1 1 1 J^

19 ΊΓ' ΊΓ' Ύ9 Τ9....... α

Αί κλασματικαί μονάδες διά της έπαναληψεως γίνονται άκέραιαι'
καί ό'ντως κατά τόν όρισμον αύτών είναι*

' 2 -1, 3 3 3 4 4 4 4

(ΣΤΟ1Χ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 2



— 10 —
Όριβμοί.

43. 'Αριθμός λέγεται τό σύνολον πολλών μονάδων.

Ούτως + + 1 + 4~+ΊΓ' ^ ά?ιθίΛθί'

Τό νέον σύστημα τών άοιθμών λέγεται κλασματικόν και οί νέοι αριθμοί
αύτου κλασματικοί, οί δέ προϋπάρχοντες 1,2,3,4 .. λέγονται ακέραιοι.

Καί οί αριθμοί έχουσι τήν ιδιότητα τών μονάδων* το3τ' έ'στι πολ-
λάκις λαμβανόμενοι γίνονται ακέραιοι.

Παραδείγματος χάοιν, ό αριθμός 1-|---1--γίνεται ακέραιος, έάν

3

ληφθη 2.3 φοράς, ήτοι έξάκις, διότι πασαι αί μονάδες, εξ ών σύγ-
κειται, γίνονται άκέραιοι αριθμοί.

44. Δύο αριθμοί λέγονται 'ίσοι, εάν ίσάκις λαμβανόμενοι γίνωνται
ακέραιοι ίσοι' άνισοι δε, εάν γίνωνται ακέραιοι άνισοι' και μεγαλήτερος
λέγεται ό τόν μεγαλήτερον άκέραιον δίδων, μικρότερος δε δ τον μι-
κρότερον.

Παραδείγματος χάριν, οί δύο αριθμοί"

1 1 1 ν 1 r

--(-·--1--και - είναι ί'σοι,

12 12 12 4

διότι τετράκις ληφθέντες γίνονται αμφότεροι 1.

117

'Ομοίως οί αριθμοί--1--καί - είναι ί'σοι διότι δεκάκις λη-

r r r 2 ο 10

φθέντες γίνονται αμφότεροι 7.

Κατά τόν όρισμον τούτον ανάγεται ή ισότης τών κλασματικών αριθ-
μών είς ισότητα άκεραίων (ωσαύτως δέ καί ή άνισότης), ώστε αί θε-
μελιώδεις ιδιότητες της ίσότητος (5) διατηρούνται.

45. Διά νά διατηρηθώσι δέ καί επί τών κλασματικών άριθμών αί
άρχικαί ιδιότητες τών πράξεων, πρέπει νά όρίσωμεν αύτάς ώς έξης.

46. Ή πρόσθεσις καί ή άφαίρεσις όοίζονται ώς καί επί τών άκεραίων*
ωσαύτως καί ό πολλαπλασιασμός, οταν ό πολλαπλασιαστής είναι ακέ-
ραιος,ήτοι α. 3 σημαίνει χ-\-χ-\-χ· οιοσδήποτε άριθμ,ός καί αν είναι ο α.

47. Δια να εύρωμεν, πώς πρεπει νά όρίσωμεν τόν πολλαπλασιασμον
οιουδήποτε άριθμου επί κλάσμα, ΐνα διατηρήσωμεν τάς άρχικάς ιδιό-
τητας του πολλαπλασιασμού, σκεπτόμεθα ώς έξης.

ΛΑς παραστησωμεν τό γινόμενον του τυχόντος άριθμου α έπι μίαν

κλασματικήν μονάδα, έ'στω επί —, ώς συνήθως διά του α.-λ



Έάν πολλαπλασιάσωμεν τό γινόμενον τούτο επί 5 καί λάβωμεν
υπ' ό'ψιν την πρώτην ιδιότητα του πολλαπλασιασμού, εύρίσκομεν·

(α·~£~)·5 * α.^-ί.δ), ή'τοι α.1, ήτοι α.

Έκ τούτου βλέποριεν, ότι τδ oc.— είναι τό πέμπτον jxépoç του α*

5

διότι πεντάκις ληφθέν εδωκε τόν α.

'Ομοίως αποδεικνύεται έν γένει, ότι τό γινόμενον α.— είναι τό μόν

μ

μέρος του α.

Έκ τούτου συμπεραίνομεν, ότι, διά νά διατηρήσωμεν τάς άρχικάς του
πολλαπλασιασμού ιδιότητας καί εις τό νέον σύστημα, πρέπει νά όρίσω-
μεν τόν πολλαπλασιασμόν του τυχόντος άριθμου επί τήν κλασματικήν

μονάδα - ώς μερισμόν τον άριθμου εις μ ίσα μέρη.

μ

48. Ό δέ πολλαπλασιασμός εν γένει πρέπει να όρισθη ώς πραξις,
δι1 ης δοθέντων δύο άριθμών α και β, ευρίσκεται τρίτος συγκείμενος
εκ τον α και εκ τών μερών αύτον, καθ' ον τρόπον σύγκειται δ β εκ
της μονάδος 1 και εκ τών μερών αντης.

Διότι, άν 6 β σύγκειται έκ τών μονάδων

111

1 + 1+ —4---h—,

Γ 2 5 5

/ 1 1 1 \
τό γινόμενον θά είναι α . ί 1 1 --1---1--],

ήτοι κατά την έπιμεριστικήν ιδιότητα

111
α. 1+α.1+α.— + —ϊ~χ·~>

α. α. α.

τουτ' έ'στι (47) α + α + —+ —+—.

Α Ο Ο

49. Ή διαίρεσις ορίζεται έκ του πολλαπλασιασμού (35)" ώστε ό
ορισμός αύτης μένει ό αύτός.

50. Έκ της άριθμητικης είξεύρομεν, πώς έκτελουνται αί πράξεις τών
κλασματικών-άριθμών. Ενταύθα παρατηοουμεν μόνον, οτι δια της εισα-
γωγής τών κλασματικών άριθμών ό πολλαπλασιασμός καί ή διαίρεσις
άπέβαλον την πρώτην αύτών σημασίαν, καθ' ην 6 μεν πολλαπλασιασμός
ητο επανάληψις του αύτου αριθμού πολλάκις, ή δέ διαίρεσις,μερίσμός άριθ-
μου εις πολλά μέρη ίσα' καί πας πολλαπλασιασμός δύναται νά θεω-
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ρηθνί κ β" ώς διαίρεσις, καί αντιστρόφως πάσα διαίοεσις δύναται νά θεω-

ρηθη καί ώς πολλαπλασιασμός.
ν 1

Τω όντι ό πολλαπλασιασμός άριθμοϋ έπί τό —-- σημαίνει διαίρεσιν

4 Ο

αύτ,ου δια του 3, καί η διαίρεσις αριθμού δια του — σημαίνει πολλά-

Ο

πλκσιασμόν αύτου έπί 5 καί γενικώς η διαίρεσις δια του ενός έκ τών

άριθμώνη σημαίνει πολλαπλασιασμόν έπί τόν ετερον.

" ' β α

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ. Της εισαγωγής τών κλασμάτων είς την άριθμητικην
σκοπός εϊναι,ώς εί'πομεν,νά καταστηση την λύσιν παντός προβλήματος,είς
την διαίρεσιν δύο άριθμών αναγομένου, δυνατην, τουλάχιστον αριθμητικώς-
διότι υπάρχουσικαί προβλήματα, καί απλούστατα μάλιστα, άτινα λύονται
μεν άριθμητικώς, ών όμως η δια τών κλασμάτων λύσις ενεκα της ιδιαιτέρας
φύσεως τον αγνώστου ποσού είναι απαράδεκτος* τοιούτον είναι τό έπόμενον.

Έαν δι' 8 πλοίων πρόκειται νά μεταφερθώσι 1500 άνθρωποι καί νά
διανεμηθώσιν έξ ίσου είς αύτά, πόσους πρέπει να έχη εκαστον τών πλοίων ;

Ή άριθμητικη λύσις είναι —— γ} 187—, διότι ούτος ό άριθμός, και

ν 8 2

ούτος μόνος, πολλαπλασιασθείς έπί 8 δίδει τόν 1500, πρόδηλον όμως, ότι
τούτο είναι φύσει άδύνατον νά πραγματωθη, καί έπομένως η λύσις του τε-
θέντος προβλήματος είναι αδύνατος εντοΐς πράγμασιν.'Κπειδη όμως η άριθ-
μητικη, χάριν τηςγενικότητος, έργάζεται έπί άφηρημένων άριθμών, άπειρα
δ'άλλα προβλήματα, είς την διαίρεσιν τών αύτών άριθμών άναγόμενα, έπι-

δέχονται πράγματι την κλασματικών λύσιν 187-, διά τούτο είναι άνάγ-

κη να έχη ή άριθμητικη γενικό ν τι σύστημα άριθμών, έν τω όποίω νά δύ-
νανται νά λυθώσι δι' άριθμών πάντα τά ζητηματα. "Αν δέ η ευρισκομένη
λύσις,ήτις είναι η μόνη δυνατή,είναι τώ όντι έφαομόσιμος είς τά πράγματα
η μη, τούτο έξαρταται έκ της ιδιαιτέρας φύσεως τών ποσών, άτινα εισέρ-
χονται είς τό πρόβλημα* συνήθως όμως άμέσως έκ της έκφο^νησεως του
προβλήματος έννοουμεν, αν ή τοιαύτη η τοιαύτη λύσις του προβλήματος
είναι παραδεκτή η μη. "Αν, παραδείγματος χάριν, έζητεΓτο νά μοιρασθώσι

1500 δραχμαί είς 8 ανθρώπους, ή λύσις 187 - ποοφανώς είναι παρα-

δέκτη. Δια ταΰτα η άριθμητικη, παοαβλέπουσα τάς άνωμαλίας ταύτας
τών καθ' έκαστα προβλημάτων, πλάσσει γενικόν τι σύστημα άοιθμών, έν
τω όποίω παν ζητημα είναι δυνατόν νά λυθη, τούλάχιστον δι' άριθμών.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Γ'.
Περί τοΰ 0 ώς àptBjxoO.

51. Έκ της άφαιρέσεως δύο ίσων άριθμών προκύπτει, ώς γνωστόν,
νέος τις αριθμός, ό αριθμός 0.

52. Ό άριθμός ούτος προστιθέμενος είς αριθμόν, ή αφαιρούμενος άπο
άριθμου ούδόλως βλάπτει αύτόν, πολλαπλασιάζων όμως πάντα αριθμόν
ποιεί αύτόν 0, τουτ' εστίν είναι

α-|-0=α, α — 0 = α, καί α . 0 = 0. α = 0.
Καί το πηλίκον του 0 διαιρεθέντος δι' οιουδήποτε άλλου άριθμου

είναι 0, ητοι -=0.

α ,

Είς τά εξαγόμενα ταύτα φθάνομεν έφαρμόζοντες καί επί του 0 τους
γνωστούς ορισμούς τών πράξεων καί τάς ιδιότητας αύτών.

53. Διά του 0 ούδείς άριθμός δύναται νά διαιρεθ^, τουτ' έστιν ή δια
του 0 διαίοεσις είναι άδύνατος" καί όντως ούδείς άριθμος του κλασματι-
κού συστήματος δύναται νά είναι πηλίκον τ*?5ς τοιαύτης διαιρέσεως* διότι
πάντες, έπι 0 πολλαπλασιαζόμενοι, δίδουσι γινόμενον 0.

54. Ούδέ είναι δυνατόν νά θέωρηθνί τό πηλίκον μιας τοιαύτης διαι-
ρέσεως ώς αριθμός καί νά είσαχθ"?) είς τό ή'δη υπάρχον σύστημα τών
άριθμών διότι εισαγόμενον καταστρέφει τάς άρχικάς ιδιότητας της
ίσότητος καί τών τεσσάρων πράξεων.

"Εστω τω δντι λ νέος τις άριθμός, όστις έπι 0 πολλαπλασιαζόμενος
νά μη μηδενίζηται, αλλά νά δίδη γινόμενον 1 (τότε ό λ είναι πηλίκον

της διαιρέσεως παραδεχόμενοι τόν αριθμόν τούτον θά ε'ίχομεν

παραδείγματος χάριν 0.3.λ = 0.λ = 1,
αλλά πάλιν 0. 3. λ . =0. λ . 3 = 1. 3 = 3.

'Ομοίως 0 .0.5 . λ . =0. 5 . λ =0. λ = 1.
αλλά καί 0.0.5. λ = 0.0. λ. 5 =0. λ. 5 = 1.5 = 5, \ '
ϊ καί 0.0.5. λ=0. λ. 5.0 = 1.5.0=5.0=0.
'Ομοίως είναι λ(α + 0} = λα, αλλά καί λ(α + 0)=λ .α + λ.0=λ.α+1.

"Ωστε η παραδοχή του -Î- ώς άριθμου (ήτοι ή παραδοχή άριθμου

μη μηδενιζομένου, οταν επί 0 πολλαπλασιασθώ) αντιβαίνει προς τάς
άρχικάς ιδιότητας τών πράξεων καί της ίσότητος' τουτ' έ'στιν η δια
του 0 διαίρεσις είναι άδύνατος.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Δ'.

Σύστημα τών θετικών και τών άρνητικών άριθμών.

55. Διά της παραδοχής τών κλασματικών αριθμών κατέστη ή διαίρε-
σα ποαξις πάντοτε δυνατή καί έταυτίσθησαν ό πολλαπλασιασμός και ή
διαίρεσις. Έν τω παρόντι κεφαλαίω θα ζητήσωμεν, αν είναι δυνατόν διά
της παραδοχής νέων τινών άριθμών καί της προσαρτήσεως αύτών είς τους
ήδη ευοεθέντας ν' άποτελεσθη σύστημα τι άριθμών γενικώτερον, έν τώ
όποίω καί ή άφαίρεσις νά έκτεληται πάντοτε, νά μη άλλοιωθώσι δε τό
παράπαν αϊ άρχικαΐ Ιδιότητες τών τεοσάρων πράξεων και της ίσότητος.

56. Έν τω τοιούτω συστήματι τών άριθμών (έάν υποτεθη υπάρχον)
πρέπει νά ύπαρχη ή διαφορά 0 — α, του α δντος οιουδήποτε άριθμου
τοΰ κλασματικού συστήματος' του-1 έστι πρέπει (20) νά ύπάρχη τις
άοιθμός, όστις προστιθέμενος είς τον α ν' άποτελ'7) μετ' αύτου 0.

57 'Εντεύθεν βλέπομεν, οτι πρέπει δι' εκαστον αριθμόν νά παραδεχθώ-
μεν ενα αντίθετον* ήτοι τοιούτον, ώστε οί δύο ομου ν' άποτελώσι Ο
Οί αντίθετοι αριθμοί έξουδετεροΰσιν ή καταστοέφουσιν αλλήλους, ώστε
προστιθέμενοι αμφότεροι είς αριθμόν ούδόλως άλλοιοΰσιν αύτόν.

58. Ή παραδοχή τοιούτων άριθμών δικαιολογείται και έκ τών πραγ-
μάτων* διότι ύπάρχουσι πολλά ποσά αντίθεσιν έπιδεχόμ,ενα, οίον κέρ-
δος και ζημία, περιουσία καί χρέος, καί τά τοιαύτα, (περί τών όποιων
παρακατιόντες θά διαλάβωμεν)' εύλογον δ' είναι νά παριστώνται τά
αντίθετα ποσά δι' αντιθέτων άριθμών.

Εάν π. χ εμπορός τις κερδήση 1 δραχμήν καί έπειτα χάση 1 δραχ-
μήν, φανερον είναι, ότι ή χρηματική του^ κατάστασις δεν ήλλοιώθη πο-
σώς' ήτοι μία όραχμή κέρδους καί μία δραχμή ζημίας έξουδετερουσιν άλ-
λήλας καί δια τουτο_δύνανται νά παριστώνται δι'άντιθέτων άριθμών.

59. Δια τούτο παραδεχόμεθα εκάστου τών άριθμών του κλασματι-
κού συστήματος ενα άντίθετον, δν τινα παριστώμεν, ποός τό παρόν,

διά τοΰ αύτου σημείου φέροντος τόνον. Ούτω τών 8,3, οί άντί-

2

θετοί είναι 8', 3 , —-. Καλουμεν δέ τους νέους τούτους άοιθμούς
αρνητικούς, τους δέ προϋπάρχοντας θετικούς

60. "Οπως οί θετικοί άριθμοί αποτελούνται-έκ τών μονάδων 1, —>

2

—-,. . ., ούτω καί οί αρνητικοί άριθμοί αποτελούνται έκ τών άντιθέ-

ο

των μοναόων 1', —, -—-,. . . , αΐτινες καλούνται αρνητικαί μονάδες.

ώ Ο

"Ωστε πας άριθμός είναι άθροισμα πολλών μονάδων τον αντον είδους.
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61. Έαν οί ποοσθετέοι αριθμοί είναι ομοειδείς, η πρόσθεσις αυτών
δέν διαφέρει τν\ς προσθέσεως έν τω κλασματικώ συστηματι.

Ούτως είναι β + 6=·11, — + —=—, —+ —=—

3 7 21 8 5 40'"

' 7 ε / ι β / il' Γ , V 10' 3' , 47'

Ομοίως είναι 5 +6 =11 , - + Τ +

Έαν δέ είναι ετεροειδείς, η πρόσθεσις αυτών ανάγεται εις την άφαί-
ρεσιν έν τω κλασματικώ συστηματι* δύο δέ αντίθετοι μονάδες συναπο-
τελουσιν (ώς έκ του ορισμού αύτών επεται) τό 0.
Διότι είναι 3 + 5/=3 + 3,+2,= 2'.

'3 4'_15 28'_15 15' 18' 13'

7 5 35 35 35 35~ 35^'

* Ή αρχική ίδιότης της προσθέσεως τών ακεραίων διατηρείται
καί έν τω συστηματι τούτω. Διότι έ'στωσαν τυχόντες ποοσθετέοι οί

1 1 ^ ^ . » * J » » ~ Λ '£ \ ν ■> ~ ,

-. -, -, - εαν αντ αυτών λαοωμεν τους ισουε αυτών (κατα

2 3 8 4 1 ν

λ , ^ ,12 8' 15' 18 , ,/Λ

τα γνωστά εκ τών κλασματων) -, —— -—, —, το άθοοισαα θα

ί 24 24 24 24 11

άποτεληται, κατά τόν όρισμον της προσθέσεως (11), έκ 30 θετικών μο-
νάδων (εικοστών τετάρτων) καί έξ 23 αντιθέτων αύταϊς. 'Αλλ'είναι
φανερόν, οτι καθ' οιανδήποτε τάξιν καί άν yivv) η πρόσθεσις, αί 23
άρνητικαί μονάδες θα έξουδετερώσωσιν 23 θετικάς καί θα μείνωσιν ώς

7

άθροισμα 7 θετικαί' τό άθροισμα δηλαδή θα είναι

Έκ τούτου επεται, ότι προς εύρεσιν του αθροίσματος πολλών άοιθ-
μών δύναται τις νά προσθέση χωριστά τους θετικούς καί χωριστά τους
αρνητικούς, μετά δέ ταύτα ν' άποτελέση έκ τών δύο αθροισμάτων ενα
μόνον αριθμόν, η θετικόν η άρνητικόν η καί 0.

II α ραδεέγμ,ατα.

5 + 8'+2 + 9'=7 + 17'= 10'.
12' 1' 3 21' 39

ΊΓ^ΊΓ"^1 ^ ΊΓ=ΊΓ^ 4Ô~~4θ'

ΣΗΜ. Επειδή τό άθροισμα οσωνδήποτε μονάδων, εί'τε του αύτου εί-
δους είτε και μη, πάντοτε ανάγεται είς πληθός τι μονάδων του ένός
είδους, η καί είς τό 0, δυνάμεθα νά όρίσωμεν τόν αριθμόν γενικώτερον
ώς άθροισμα μονάδων, αδιαφορούντες, άν αί μονάδες είναι του αύτοΰ
είδους η ού.
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62. Ή άφαίρεσις άνάγεται νυν είς τήν πρόσθεσιν διότι εστω τυχών
άοιθμός, ό α, και αντίθετος αύτου ό α'* τότε ή διαφορά β—α ισούται
πρός τό άθροισμα β + α'* διότι, άν είς τούτο προστεθγί ό αφαιρετέος α,
προκύπτει β + α' + α, ήτοι ό μειωτέος β.

Ή άφαίρεσις άρα αριθμού από άλλον σημαίνει πρόσθεσιν τον αντι-
θέτου αυτοί).

Παραδείγματα.

8 — 3'= 8+3 =11.
7'-13 = 7 '+13 '=20'
12 —28 =12 +28 =16'
15'— 7 =15'+ 7=8'
2'—15'= 2'+ 15 =13.

ΙΙολλαπλαοοαομός.

Ό πολλαπλασιασμός του τυχόντος αριθμού έπί τους θετικούς άριθ-
μούς ορίζεται καί έν τω συστηματι τούτω, ώς καί έν τω κλασματικώ
συστηματι" ήτοι

α . 3 σημαίνει α-[-<* +α,

1 , . , - , -

α. — σημαίνει το πέμπτον μέρος του α, ητοι το -,

5 5

α.— σημαίνει--1--—, οιοσδήποτε άριθμός καί άν είναι ό α.

3 3 3

63 Ό πολλαπλασιασμός αριθμού οιουδήποτε έπί τήν άρνητικήν
μονάδα 1 ' πρέπει να όρισθνί ώς τροπή τον αριθμού είς τόν άντίθετον
(ίνα διατηρώνται αί άρχικαί ιδιότητες του πολλαπλασιασμού).

Έστω α τυχών άριθμός καί α' ό άντίθετος αύτου' έπειδή τό άθρ'οι-
σμα 1+1' ισούται τω 0, καί τό γινόμενον α. (1 + 1') ίσουται τω 0'
άλλα τό αύτό γινόμενον, κατά τήν έπιμεριστικήν ιδιότητα, ίσουται
τω άθροίσματι (α.1) + (α.Γ), έπομένως οί δύο άριθμοί α.1 καί α.1'
είναι άντίθετοι* άλλ'ό πρώτος είναι (46) ίσος τω α, άντίθετον δ' αύτοΰ
παοεδέχθημεν ένα μόνον* ώστε άνάγκη να είναι α.1'=α'.

Έκ τούτου έπονται τά έξης.

1"ν) Τά γινόμενον της άρνητικης μονάδος V εφ εαν την ίσονται τ fi
θετική μονάδι 1, ητοι 1'. 1' = 1.

2ον) Πάς αρνητικός άριθμός είναι γινόμενον της αρνητικης μονά-
δος Τ §πι τον άντίθετον θετικόν αριθμόν.

ι 3' 3

Παραδείγματος χάριν, ό-ίσουται τω-. 1



64. cO πολλαπλασιασμός δύο οιωνδήποτε αριθμών εκτελείται, ώς
αν ήσαν αμφότεροι θετικοί (ήτοι αριθμοί του προηγουμένου συστήμα-
τος), και τό γινόμενον είναι, θετικόν μεν, δίν οι παράγοντες είναι ομοει-
δείς, αρνητικόν δέ, αν ετεροειδείς.

Καί όντως, έπειδή είναι 5 '= 5.1' καί 8'= 8.1",
επεται (κατά τήν πρώτην ιδιότητα τοΰ πολλαπλασιασμοΰ)

5'. 8 =5.8.1 '=40.1 '=40 '
καί 5'.8=5.8.1Μ =40.1=40·

ώστε, πλην τοΰ είδους τοΰ γινομένου, ό πολλαπλασιασμός έν τω συ?·
στηματι τούτω κατ' ούδέν άλλο διαφέρει τοΰ πολλαπλασιασμού έν
τώ ποοηγουμένω συστήματι.

Τό γινόμενον οσωνδήποτε παραγόντων είναι θετικόν μέν, άν ό άριθ-
μός τών αρνητικών παραγόντων είναι άρτιος (διότι ανά δύο πολλαπλα-
σιαζόμενοι δίδουσι θετικόν γινόμενον), άονητικόν δέ, άν περιττός.

65. Τών 'ίσων άριθμών τά γινόμενα έπι τόν αύτόν άοιθμόν είναι 'ίσα*
διότι θετικώς λαμβανόμενα είναι ίσα* είναι δέ καί ομοειδή· ώστε κατ'
ούδέν διαφέρουσα

* ΣΗΜ. 'Εν τη ευρέσει τοΰ γινομένου δύο άριθμών τοΰ συστήματος τούτου ελήφθη-
σαν μεν υπ' οψιν αί άρχικαί ιδιότητες τοΰ πολλαπλασιασμού, άλλ' είναι νυν άνάγχη ν'
άποδει-/θτί ότι, ώς ώοίσθη ό πολλαπλασιασμοί, πάσαι αί ρηθεϊσαι ίδιο'τητες διατηρούνται
αληθείς £πί πάντων τών αριθμών τοΰ συστήματος. Καί ή μεν αδιαφορία ώς προ; τήν τά-
ξιν τών παραγόντων είναι προφανη'ς· διότι (κατά τόν κανόνα τοΰ Ιδ. 64) πλην του εί'δους
του γινομένου, ό πολλαπλασιασμός ανάγεται είς τόν πολλαπλασιασμών του κλασματικού
συστήματος, ή δε επιμεριστική ίοτοτης αποδεικνύεται ώς έξης.

1 ) Τό γινόμενον του αθροίσματος α-ί-β έπι άκέοαιον καί θετικόν αριθμόν, οίον τόν
3, είναι κατά τόν όοισμόν

(α+β) 3=(α+-β)+(α+β)+ (α+6)=(α+α4-α)-μ(β+β+β)=« . 3 + β. 3.

τ 1

2) Τό γινόμενον τοΰ αθροίσματος α+β επί θετικήν κλασματικήν μονάδα, οίον — ,

α β „ ,

είναι (έδ. 48) τό πέμπτον μέρος τοΰ α+β· άλλα τό πέμπτον τοΰ α-f-β εινε —-{-—"όιοτι
τοΰτο πεντάκις ληφθέν, ή'τοι επί 5 πολλαπλασιασθεί/, γίνεται α—{-β. αοα

<«+»4- = -Γ·++ *·' +

3) Τό γινόμενον τοΰ άθ.οίσματος α-f β έπι κλασματικόν καί θετικόν άριθμόν, ώς
2

τόν-^j-, είναι (κατά τόν όρισμόν τοΰ έδ. 48)

/ ι RN 2_(α + β) («4-β)_/« β_\ /α £\ _ _2 2_.

(a4-p).-g- g I g \3~ 3~' V 3 + 3 J -α,3 + Ρ'3

ώστε διά πάντα θετικόν αριθμόν γ θά είναι (a-f- β)γ=α.γ-[-β.γ.

Καί διά πάντα άρνητικόν άριθμόν γ' θά είναι (α+β,γ''=<χ.γ'Η-β.γ',
διότι οί άντίθετοι αύτών άριθμοί (α+β)γ καί αγ+βγ είναι ί'σοι.
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Αεαέρεσες.

66. Ή διαίοεσις δύο άριθμών γίνεται, ώς άν ήσαν αμφότεροι θετι-
κοί, καί τό πηλίκον είναι θετικόν μεν, άν οί άριθμοί είναι ομοειδείς,
άρνητικόν δέ, άν ετεροειδείς.

Π.;χ. 8'δια 4 δίδει 2', 8 διά 4' δίδει 2', καί 8' διά 4' δίδει 2, διότι
εκαστον τούτων πολλαπλασιασθέν έπί τόν διαιρέτην δίδει τόν διαιρετέον.

ϋ υ μ. π έ ρ * ο μ. α.

Έκ τών μέχρι τούδε είρημένων γίνεται φανερόν, ότι έν τω συστήματι
τών θετικών καί τών άρνητικών άριθμών είναι πάντοτε δύναται καί αί τέσ-
σαρες πράξεις (πλην μιας έξαιρέσεως), άνάγεται δέ ή μέν άφαίρεσις είς τήν
ποόσθεσιν, η δέ διαίρεσις είς τόν πολλαπλασιασμόν. 'Επειδή δέ καί έν
τούτω τώ συστηματι διατηρούνται, ώς άπεδείξαμεν, άληθεΐς αί θεμελιώ-
δες ιδιότητες τών τεσσάρων πράξεων, συνάγεται, οτι διατηρούνται καί
πασαι αί έξ αύτών πηγάζουσαι γενικαί ιδιότητες τών αυτών πράξεων.

Γραφή τών άρνητεκών άρεθμ.ών

67. Τους θετικούς καί τούς άονητικούς άριθμούς διακρίνομεν συνή-
θως προτάσσοντες αύτών τα σημεία + (διά τούς θετικούς) καί —
(δια τούς άρνητικούς), ώς + 5,-7, —8, —10, κτλ. καί τό άθροι-
σμα οσωνδήποτε άριθμών παριστώμεν κατά συν&ήκην γράφοντες αύ-
τούς τόν ένα μετά τόν άλλον καί εκαστον μετά του σημείου αύτου'

ούτω τό άθροισμα 5-f- 7 '-j-9 '-}- 8 γράφεται + 5—7—9 + 8,
τό 5'+ 7' » —5 — 7,

τό 3 + 9 » —3 + 9,

τό 7 +1 » +7 + 1·

γίνεται δέ τούτο, διότι τοιουτοτρόπως ευρίσκονται έπί τών άριθμών
σεσημειωμέναι αί προς εύρεσιν του άθροίσματος άπαιτούμεναι πράξεις.

68. Κατά ταύτα, τά σημεία + καί— έχουσι διπλήν χρησιν δηλουσι
δηλαόη καί τάς πράξεις (της προσθέσεως καί της άφαιρέσεως) καί τό είδος
τών άριθμών άλλα τοΰτο ούδεμίαν σύγχυσιν δύναται να προξενήστ]· διο'τι
έπί μεμονωμένων μέν άριθμών, ώς + 5, — 7, — 9, προφανώς δηλουσι τά
σημεία τό είδος τών αριθμών έαν δέ άριθμοί τίνες συνδέωνται πρός
άλληλους διά τών σημείων τούτων, ώς 5 + 7—9 —10 + 4, είτε ταύτα
έκληφθώσιν ώς σημεία τών πράξεων, είτε ώς δηλωτικά του εί'δους
τών προσθετέων άριθμών, είς τό αυτό καταντ^* διότι έν τω ληφθέντι
παραδείγματι η άφαίρεσις τών 9 καί 10 δύναται νά άντικατασταθνί
υπό της προσθέσεως τών 9' καί 10', ήτοι τών —9 καί —10.
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Παράσταση τών θετικών καί τών άρνητεχών άριθμών.

69. Άφου άπεδείξαμεν, οτι έκ της παραδοχής δύο είδών αριθμών αντι-
θέτων πτρός άλληλους ούδαμώς βλάπτονται αί γενικαί άρχαί της ίσότητος
καί τών τεσσάρων πράξεων, άλλα μάλιστα άποτελειται γενικώτερόν
τι καί τελειότερον σύστημα άριθμών, έν τω,οποίω καίαί τεσσάρες πράξεις
εκτελούνται, μένει νυν νά ϊδωμεν,ποός τί άλλο δύνανται οί άριθμοί ούτοι
νά χρησιμεύσωσι. Φανερόν είναι, ότι, αν παοιστώσιν οί άριθμοί ούτοι ποσά
τινα, τά ποσά ταύτα θά έπιδέχωνται τήν έν τοις άριθμοις ένυπάρχου-
σαν αντίθεσιν, ητοι θά έχωσι δύο αντιθέτους φοράς' τοιαύτα δε ποσά ποοδή-
λως είναι τό κέρδος καί ή ζημία, ή περιουσία καί τό χρέος άνθρωπου τινός,
οί επί τίνος γραμμής δρόμοι ποός τά δεξιά γ) προς τά αριστερά, ό χρόνος
ό παρελθών καί ό μέλλων, καί τά ομοια. Έν πασι τούτοις καί τοις όμοίοις
ποσοίς δύνανται κατά αυνϋ"ήκην νά παριστώνται αί μίαν καί τήν αυτήν
φοράν έχουσαι καταστάσεις του ποσού διά τών άριθμών τοΰ ένος εί'δους, αί
δέ τηνέναντίαν έχουσαι, διά τών αντιθέτων. Έάν λ.χ. παραστήσωμεν δια
τοΰ + 1 μίαν δραχμήν κέρδους, ή ζημία μιας δραχμής δύναται καί πρέπει
νά παρασταθνί διά τοΰ —1" διότι μία δραχμή κέρδους καί μία δραχμή
ζημίας συναποτελοΰσι 0, ή'τοι ούδόλως άλλοιοΰσι τήν χρηματικήν κατά-
στασιν του ταΰτα παθόντος, οπως καί οί άριθμοί -{-1 καί —1 συνα-
ποτελοΰσι 0, καί ούδόλως άλλοιοΰσιν άλλον άριθμόν, εάν αμφότεροι ποοσ-
τεθώσιν είς αύτόν. 'Ομοίως έάν τις από τίνος σημείου Ο της γρκρ.μης
ΑΒ δίατρέξη όμον ένος πήχεως ποός τά δεξιά, έπειτα δρόμον ενός πή-
χεως ποός τά άοιστερά, ό πρώτος δρόμος θέλει παρασταθ'?) δια τοΰ -(-1,
ό δέ δεύτερος, ό κατ'άντίθετον φοράν διανυσθείς, διά τοΰ —1' όιότι ο
άμφοτέρους διανύσας είναι τό αύτό ώς νά μή έκινήθη διόλου έκ της θέσεως
του. Και άν πολλά κέρδη καί ζημίαι παριστώνται δι'άριθμών κατά τούτον
τόν τρόπον, τό άθροισμα τών άριθμών θά παριστα το τελικόν κέρδος ή τήν
τελικην ζημίαν, καθ'όσον είναι θετικόν ή άρνητικόν. Έάν π.χ. πρώτον μεν
έκέρδησέ τις 5 δραχμάς, είτα δέ έζημιώθη 3, τό όλικόν κέρδος αύτοΰ είναι
ί'σον τώ άθροίσματι 5 + 3', ητοι 2' έάν δέ πρώτον μεν έκέρδησεν 8
δραχμάς, ε?τα δέ έζημιώθη 10, ή ολική ζημία αύτοΰ ίσοΰται τω αθροί-
σματι 8+10', ητοι 2'· καί άν τις έκέρδησέ 10 δραχμάς, είτα έζημιώθη
8 (οτε εχει κέρδος 10 + 80, είτα πάλιν έκέρδησέ 4, τό όλικόν κέρδος
αύτου είναι (10 + 8 0 + 4 ή'τοι 10 + 8'+4' ομοίως καί έπι περισσοτέρων.

'Ομοίως δεικνύεται, οτι, άν τις βαδίζ·/] έπι της γραμμής ΑΒ ότέ μεν προς

3C δεξιά,ότέ δέ πρός τά άοιστερά,καί εκαστον διάστημα πρός τά δεξιά δια-

τα
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^υσθέν παοισταται διά θετικού άριθμου, εκαστον δέ προς τά αριστερά δια-
νυσθέν δι'άρνητικου, το άθροισμα τών άριθμών τούτων θα παραστήσν] τήν
τελικην άπόστασιν του κινουμένου άπό του σημείου Ο,έξού ώρμήθη, καί το
είδος του έκ της προσθέσεως προκύπτοντος άριθμου θά δεικνύτ], άν ή τελική
θέσις του κινηθέντος είναι προς τά δεξιά ή προς τα άοιστερα του Ο.

'Εκτός τούτου δυνάμεθα να μεταχειρισθώμεν τούς θετικούς καί τούς
αρνητικούς άριθμούς πρός όρισμόν της θέσεως πράγματος τίνος έν σειρά
πολλών η καί άπειρων πραγμάτων πρός τούτο άοκει νά παραστή-
σωμεν τό τυχόν της σειράς μέλος δια του άριθμου 0 καί τα πρός τά
δεξιά αύτου κατά σειράν δια τών άριθμών +1, +2, +3, κτλ. καί
τά ποός τα άοιστερα του αύτου μέλους ευρισκόμενα διά τών άριθμών
— 1, -2, —3, κτλ.

Είναι άληθές,οτιύπάρχουσι καί ποσά μή έπιδεχόμενα τοιαύτην άντίθεσιν
καταστάσεων (π. χ. ή ηλικία άνθρωπου τινός, αί ώραι, καθ'άς θά έκτελε-
σθτί έογον τι, κτλ ),άλλά τούτο δέν έμποδίζει τήν παραδοχήν τών αρνη-
τικών άριθμών, ώς δέν ήμπόδισε την παραδοχήν τών κλασματικών άριθ-
μών ήΰπαρξις ποσών μή έπιδεχομένων τήν διαίρεσιν διότι (ώς πκρετηρή -
σαμεν καί έν άλλω τόπω),είναι άνάγκη νά έχν} ή άριθμητική γενικόν τι σύ-
στημα άριθμών, δυνάμενον νά παραστήση πάντα τά ποσά καί έν τω όποίω
παν άριθμητικόν ζητημα νά λύηται τούλάχιστον δι' άριθμών.

Άνακεφαλαίωσις.

' Ανακεφαλαιουντες πάντα τά προηγούμενα συνάγομεν, ότι'

1 ) 'Εάν θέλωμεν να καταστήσωμεν δυνατάς καί τάς τέσσαρας ποά-
ζεις, άνάγκη νά παραδεχθώμεν δύο άοχικάς μονάδας άντιθέτους πρός
άλληλας (1 καί 1'), έ'τι δέ καί άλλας άπειρους τό πλήθος δευτερευού-
σχς μονάδας, αίτινες είναι μέρη τέλεια τών δύο πρώτων. Έκ τούτων
δέ τών μονάδων αποτελείται πας άριθμός.

2) Πασαι αί γενικαί ιδιότητες τών τεσσάρων ποάξεων (τουτέστιν
αί έπί οιωνδήποτε άριθμών άληθεύουσαι) πηγάζουσιν έκ δύο αρχι-
κών ιδιοτήτων αύτών, της άδιαφορίας πρός τήν τάξιν έν τε τγ προσ-
θέσει καί έν τω πολλαπλασιασμοί, καί της επιμεριστικής ιδιότητος.
'Επί τών δύο τούτων ιδιοτήτων στηρίζεται πασα άριθμητική πραξις*
τάς ιδιότητας ταύτας εύρίσκομεν μέν ύπαρχούσας έν τοις άκεραίοις
άοιθαοϊς, τους όποιους πρώτους πάντων γνωρίζομεν, διατηροΰμεν δέ
καί επί τών λοιπών άριθμών, τούς όποιους έπειτα σχηματίζομεν, άπο-
καθιστώντες αύτας γενικας άρχάς ή νόμους τών πράξεων.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Ε'.

ΔΥΝΑΜΕΙΣ ΚΑΙ ΑΡΧΙΚΑ1 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΑΥΤΩΝ.

70. Γινόμενον, ούτινος πάντες οί παράγοντες είναι ί'σοι, λέγεται
δύναμις του ενός τών παραγόντων καί άν μεν είναι δύο οί παράγοντες,
το γινόμενον λέγεται δευτέρα δύναμις ή τετράγωνον, άν δέ τρεις, τρίτη
δύναμις η κύβος καί καθεξής.

Κχ τα ταύτα το γινομενον 3 >C3>x3><C3 λεγετκι τετάρτη δύνχαις
του ο, τό δέ γινόμενον 15χΐ5 λέγεται δευτέρα δύναμις του 15

Τάς δυνάμεις παριστώμεν συντόμως γράφοντες μόνον ενκ παράγοντα,
άεξιά δέ αύτοΰ καί υψηλότερα τον άκέραιον, όστις δεικνύει το πλήθος
τών παραγόντων* οίον

124 σημαίνει 12χ12χ12χΐ2.
53 » 5x5x5.

Έν τη τοιαύτη γραφή τών δυνάμεων, ό μεν παράγων λέγεται βάσις
της δυνάμεως, ο δέ τό πλήθος τών παραγόντων εκφράζων ακέραιος καί
θετικός άριθμός λέγεται εκθέτης της δυνάμεως.

71. 'Επειδή αί δυνάμεις είναι γινόμενα, επεται, ότι αί ιδιότητες
αύτών εύρίσκονται έκ τών ιδιοτήτων του πολλαπλασιασμού' είναι δέ
άρχικαί ιδιότητες τών δυνάμεων αί έξης-

1) Το γινόμενον δύο δυνάμεων τον αύτου αριθμόν είναι πάλιν δύ-
ναμις τοΰ αύτοΰ αριθμού, εκθέτην δε εχει τό άθροισμα τών δύο εκθετών.

Κατά ταύτα είναι α5.α8=α13,
καί γενικώς αΗ-. av=arl+v'

τοΰτο είναι άμεσον άκολούθημα της προτάσεως (30), καθ' ήν πολλα-
πλασιάζεται γινόμενον έπι άλλο γινόμενον.

Έκ της προτάσεως ταύτης άκολουθεϊ, οτι καί τό γινόμενον οσων-
δήποτε δυνάμεων του αύτου άριθμου είναι πάλιν δύναμις του αύτου
άριθμου έκθέτην έχουσα τό άθροισμα πάντων τών έκθετών* ήτοι

χ\Χ. αν . . . . χ? — αί*+ν+----+Ρ

παοαδείγματος χάριν είναι 23.2δ=28

ΙΟ2. ΙΟ6.1Ο8=1Ο16.

Έάν δέ ύποτεθγί, ότι αί πολλαπλασιαζόμεναι δυνάμεις είναι ϊσαι,
τουτέστιν, ότι είναι μ=ν=. . . . =ρ, καί παρασταθη τό πλήθος αυ-
τών διά του π, έπεται έκ της αύτης προτάσεως

α!Α. al·1. α.α. . αΗ- = αΡ+ΐΗ-.μ· · = ^·π
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καί επειδή είναι «μ. αμ. «Ρ·, . . αμ = (αμ)-, συνάγεται
ή ίδιότης (αμ)^=αμ.'

παραδείγματος χάριν (32)3==36,

ήτοι, Γνα υψώσω μεν δύναμιν αριθμόν εις άλλην δύναμιν, ποΑλαπΛα-

σιάζομεν τους εκθετας.

2) Γινόμενον ύψοϋται είς δύναμιν, εάν ΰψωθη έκαστος τών παρα-
γόντων είς τήν αυτήν δύναμιν' .
ήτοι (α . β)μ = αμ . βμ

χ. 24.54=104= 10000.

3) Κλάσμα νψονται είς δύναμιν, εάν αμφότεροι οι δροι αύτοΰ ϋψω-
θώσιν είς τήν αυτήν δύναμιν

/ α \μ α μ „ 325 __
οίον

Ή εΰρεσις τών ιδιοτήτων τούτων έκ τών ιδιοτήτων του πολλαπλα-
σιασμού είναι εύκολωτάτη.

Ι1ΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ. Τών αρνητικών άριθμών αί μέν περιττόν έκθέτην
έχουσαι δυνάμεις είναι άρνητικαί, αί δέ άρτιον θετικαί.
Π. χ. είναι (-5)2=(-5). (—5)= + 25

άλλά (_5)8-= ( - 5). ( - 5). ( - 5) = + 25(—5)= — 125.

'OptojJLOt τών δν>νάμ.εων α.1 καί

72. Κατά τον δοθέντα όρισμον ό έκθετης πάσης δυνάμεως είναι άριθ-
μός άκεραιος και θετικός καί ουχί μικρότερος του 2. Έάν θέλωμεν νά
εύρύνωμεν τόν όρισμον τών δυνάμεων καί έπι άλλων εκθετών, δέον
νά όιατηρησωμεν επί πασών τών δυνάμεων τάς αύτάς άρχικάς ίδιό-
τητας, (ώς διετηρήσαμεν καί επί πάντων τών άριθμών τάς άρχικάς
ιδιότητας τών πράξεων)· διότι τούτο καί άπλουστέραν καθιστή καί
γενικωτεραν τήν άριθμητικήν αλλά καί τόν γενικόν όρισμον πάσης
δυνάμεως δίδει, ώς έν τοις έπομένοις θά δειχθη.

Διά νά εύοωμεν, πώς πρέπει νά όρίσωμεν τάς δυνάμεις α1 καί α°,
ώσ-ε νά διατηρηθ'?) καί δι' αύτάς ή πρώτη ίδιότης τών δυνάμεων, ητις
εκφράζεται δια της ίσότητος αμ.αν=αμ+ν,

παρατηροΰμεν, ότι, άν ύποθέσωμεν τήν ισότητα ταύτην άληθη καί διά
μ=1, εύρίσκομεν α1.αν=αν+1,

έξ ου βλέπομεν, ότι α1 είναι πηλίκον της διαιρέσεως του αν+*, ητοι
τοΰ αν. α, διά αν, καί επομένως (έάν α διαφέρη του 0) ισούται τω χ'



ώστε, αν θέλω μεν να διατηρηθώ} ή αρχική ίδιότης τών δυνάμεων, δέον
νά όρίσωμεν ώς πρώτην δύναμιν παντός άριθμου (πλην του 0) αυτόν
τούτον τόν αριθμόν, ήτοι α1=α.

Έάν έν τνί αύτ-yj ίσότητι τεθγί μ=0, προκύπτει α°.αν=αν*
έξ ού βλέπομεν, οτι α° είναι πηλίκον του αν διαιοεθέντος δια αν, ητοι
είναι Γσον τγί μονάδι 1 (έάν μή είναι α=0), ώστε α° οιουδήποτε όντος
του or. (πλην του 0) δέον νά όρισθη ώς ίσον τη μονάδι 1.

Atacpeacç δύο δονάμ.εων τοΰ αύτοΰ

73. Τό πηλίκον δύο δυνάμεων του αύτου άριθμου είναι πάλιν δύ-
ναμις του αύτου άριθμου έχουσα έκθέτην τήν διαφοράν τών δύο έκθε-
τών' της διαφοράς δέ ταύτης μειωτέος μέν είναι ό έκθέτης του διαι-
ρετέου, άφαιρετέος δέ ο του διαιρέτου.

Ύποθέσωμ.εν, ότι πρόκειται να διαιοεθτί al·1· δια αν, είναι δέ μ^>ν
λέγω, οτι τό πηλίκον είναι"

αμ—ν

Διότι τούτο πολλαπλασιασθέν έπί τόν διαιρέτην δίδει αΗ·—ν.αν,
ήτοι κατά τήν άρχικήν ιδιότητα τών δυνάμεων, αΗ-, ήτοι τόν διαι-
οετέον* ώστε είναι"

oclJ-

-= α Ρ-—;

αν

Ύπετέθη μ>ν" αληθεύει δέ ή ίσότης αύτη, καί όταν είναι μ=ν'
διότι τότε γίνεται*

αΗ-
α ^





ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑ

BIBAlOft A

Η ΑΛΓΕΒΡΑ ΚΑΙ ΑΙ ΑΛΓΕΒΡΙΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ

ΚΕΦΑΛΑ ΙΟΝ Α'.
ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΑΙ ΕΝΝΟΙΑΙ

Όρ&σμ.ος της Άλγέβρας.

Ή "Αλγεβρα είναι γενική αριθμητική· ασχολείται, δέ περί τους άοιθ-
μούς καί τά έπ' αύτών ζητηματα.

Ή μέν αριθμητική, άσχολουμένη περί τους αριθμούς, αποβλέπει κυ-
ρίως είς την εύρεσιν τών τρόπων, καθ' ους έκτελουνται αί έπ'αύτών
πράξεις ή δέ άλγεβρα έρευνέ£ τάς έπι τών άριθμών ύπαρχούσας γενικάς
σχέσεις' τουτέστι τάς σχέσεις, αιτινες ύπάρχουσι μεταξύ δύο ή πεοισ-
σοτέρων άριθμών, οίοιδήποτε καί άν είναι οί άριθμοί ούτοι' ότι δέ τοιαυ-
ται σχέσεις ύπάρχουσιν, έμάθομεν έν τοις προηγουμένοις.

Καί τά έπι τών άριθμών ζητήματα λύει ή άλγεβρα κατά γενικήν τινα
μέθοδον, ητις στηρίζεται έπι τών είρημένων γενικών σχέσεων τών αριθ-
μών λύει δ' αύτά καί γενικώτεοον διότι έπι έκαστου ζητήματος ευ-
ρίσκει τάς πράξεις, αί τίνες πρέπει νά έκτελεσθώσιν επί τών δεδομένων
άριθμών, οίοιδήποτε καί άν είναι ούτοι, ίνα έξ αύτών εύρεθνί 0 άγνωστος.

Άλγεβρεχα σύμ.6θλα.

Έν τγ άλγεβρα αί πράξεις έπι τών άριθμών καί αί μεταξύ αύτών
σχέσεις της ίσότητος καί άνισότητος σημειουνται διά τών αύτών συμ
βόλων, δι' ων καί έν τη άριθμητικ*?).

Καί οί άριθμοί παοίστανται συνήθως διά τών γραμμάτων του αλ-
φάβητου. "Εκαστον δέ γράμμα παριστα έν έκάστω ζητήματι έ'να και
τον αύτόν άριθμόν.

'Αριθμούς διαφέροντας άπ' άλλήλων παριστώμεν διά διαφόρων γραμμά-
των, η διά του αύτου μέν γράμματος (έάν εχωσι τι κοινόν), φέροντος όμως
τόνους πρός διάκρισιν τών άριθμών άπ' άλλήλων, ώς α', α", α , κτλ.

(ΣΤΟ1Χ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 3
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ΣΗΜ. "Οτι διά τών συμβόλων τούτων αί μεταξύ τών άριθμών γε-
νικαί σχέσεις γράφονται συντομώτερον ή διά της κοινής γραφής είναι φα-
νεοόν η συντομία δ' αύτη, όταν πολλαχώς αί πράξεις συνδυάζωνται,
είναι ώφελιμωτάτ·/]' διότι δι' αύτής λαμβάνομεν σαφεστέραν ίδέαν τοί>
συνόλου τών πράξεων καί εύκολωτερον μετ αβ αινομεν απο μιας σχεσεως
είς άλλην, ώς έν τοις έπομένοις θά Γδωμεν.

Άλγεβριχαί παραστάσεις καί διάφορα εί'δη αύτών.

'Ορισμοί.

74. 'Αλγεβρική παράστασις ή αλγεβρικός τύπος λέγεται ή διά τών
αλγεβρικών συμβόλων σημείωσις πράξεων έπί γραμμάτων καί άριθ-
μών η καί μόνον έπί γραμμάτων, οίον 3α2—2αβ-[-5β2 είναι άλγεβρική
παράστασις η τύπος.

Έπειδη μέχρι τοΰδε μόνον τάς τέσσαρας θεμελιώδεις πράξεις έγνω-
ρίσαμεν, δια τούτο ύποθέτομεν πρός τό παρόν ταύτας μόνον τάς πρά-
ξεις σεσημειωμένας έν ταΓς άλγεβρικαϊς παραστάσεσιν.

75. "Οταν παράστασις, ώς είς άριθμ,ός θεωρουμένη, συνδυάζηται δι*
οίαςδηποτε πράξεως πρός άλλην παράστασιν ή πρός απλούν γράμμα ή καί
ποός αριθμόν, εγκλείεται είς παρένθεσιν. Ούτως ή διαφορά της παοα-
στάσεως α — β άπό του γ παρίσταται διά του γ — (α — β)' τό δέ γι-
νόμενον της παραστάσεως α — β έπί γ παρίσταται διά του (α — β)γ.

'Ομοίως ευρίσκεται καί ή σημασία τών έπομένων παραστάσεων
(α+β) (α-β), 3.(αβ-γδ)α 5 (α-f β)

[cc— <β — γ)] ρ ^ [α-(β-γ)] (δ + ζ).

76. Παράστασις, έν γ μητε πρόσθεσις μήτε άφαίρεσις εύρίσκεται σε-
σημειωμένη, λέγεται μονώνυμον οΐον ai παραστάσεις

3α / 1 '

-ρ- 5αβ2, 8 'αβ, α είναι μονώνυμα.

Τό μονώνυμον είναι ακεραιον, έάν μόνον πολλαπλασιασμόν έπί τών
γραμμάτων πεοιέχη έάν δέ καί διαίρεσιν έπί τών γραμμάτων περιέχη,.
λέγεται κλασματικόν.

Έάν έν τω μονωνύμω ύπάρχη τις άριθμητικός παράγων, γράφεται ού-
τος πρώτος καί λέγεται συντελεστής του μονωνύμου' ούτω τών μονωνύμων

. α 3 - - -

8— _γ~α2 4'β2 συντελεσταί είναι

3

οί άριθμοί 5, 8, —, 4'.



"Οταν τό μονώνυμον δεν έχη συντελεστών, έννοουμεν συντελεστήν
αύτου τήν θετικήν μονάδα 1· οΐον του αβ συντελεστής είναι ή μονάς-
διότι δύναται νά γραφ?) καί ώς έξης 1 . αβ. 'Ωσαύτως άντί α δυνά-
μεθα νά γράψωμεν Ι.α* ώστε καί τά άπλα γράμματα υπάγονται είς
τάς παραστάσεις.

'Επειδή ό συντελεστής του μονωνύμου είναι ή θετικός ή αρνητικός
άριθμος, έπεται, οτι, όταν τό είδος τών άριθμών (68) σημαίνηται διά
τών σημείων -J- καί —, τά μέν θετικόν συντελεστήν έχοντα μονώ-
νυμα θά έχ·ωσι πρό αύτών τό -j- , τά δέ άρνητικόν, τό — . Ούτω

+ α 4"3°φ —5γ2 —8α2β _α

είναι (+1)α, ( + 3).αβ, (-5).γ2, (-8).α2β, (-1)*,

ώστε τό πρό τοΰ μονωνύμου γραφόμενον ση μείον -j- ή — είναι τοΰ
συντελεστού αύτοΰ και δεικνύει τό είδος τοΰ συντελεστού.

Οί θετικοί συντελεσταί γράφονται συνήθως άνευ σημείου.

77. ΙΙολυώννμον λέγεται τό άθροισμα μονωνύμων γράφεται δέ τό
άθροισμα όσα>νδήποτε μονωνύμων, ώς καί τό άθροισμα τών αριθμών*
ή'τοι γράφονται τά μονώνυμα έν μετ' άλλο καθ' οίανδήποτε τάξιν καί
έκαστον μετά του σημείου του' οίον αί παραστάσεις

3α2—β2-|-αγ, 8α2-2αβ + 4γ2—6δγ

είναι πολυώνυμα' καί τό μέν πρώτον είναι άθροισμα τών μονωνύμων
-f-3a2, —β2, -}-αγ, τό δέ δεύτερον είναι άθροισμα τών έξης
-f-8α2, — 2αβ, +4γ2, —βδγ.

°Οροι του πολυωνύμου λέγονται τά μονώνυμα, τών οποίων είναι
άθροισμα τό πολυώνυμ,ον. 'Εάν οί όοοι είναι δύο, τό πολυώνυμον λέγε-
ται διώνυμον, èocv τρεις, τριώνυμον.

Οί τό —j— έχοντες όροι λέγονται θετικοί, οί δέ τό — αρνητικοί.

Τό σημεΐον του πρώτου όρου, έάν είναι τό παραλείπεται συνήθως.

Τό πολυώνυμον είναι ακέραιον, έάν πάντα τά μονώνυμα, έξ ων απο-
τελείται, είναι άκέραια.

"Οτι τά σημεία -f καί —, άτινα έχουσι ποό αύτών οί οροί του
πολυωνύμου, δύνανται νά έκληφθώσι καί ώς σημεία τών πράξεων
(προσθέσεως καί αφαιρέσεως), χωρίς έκ τούτου νά πρόκυψη σύγχυσις,
αποδεικνύεται ώς καί έν τω έδ. 68' διότι π. χ. είς το πολυώνυμον
2α2—β2-(-αγ δυνάμεθα, άντί νά άφαιρέσωμεν τό β2, νά προσθέσωμεν
τόν άντίθετον αύτου άριθμόν, ήτοι τό —β2.
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Βαθμ,ός τών ακεραίων «αναστάσεων

78. Βαθμός άκεοχίου μονωνύμου πρός τι γράμμα λέγεται ό εκθέτης
ΰ γράμματος τούτου έν τω μονωνύμω" οίον τό μονώνυμον 8α'2β3γδ4

είναι πρός τό α δευτέρου βαθμού, πρός τό β τρίτου καί πρός τό δ τετάρτου·

Έάν γράμμα τι δέν έχη έκθέτην, υποτίθεται, ότι έχει τήν μονάδα 1
(72)' ώστε τό αυτό μονώνυμον είναι πρώτου βαθμού πρός τό γ.

Παν. μονώνυμον είναι βαθμού 0 πρός πάν γράμμα μή έν αύτώ περιε·
χόμενον διότι δύναται νά ύποτεθνί έν τω μονωνύμω ώς παράγων ή Ο
δύναμις του γράμματος, ήτις ίσουται τη μονάδι 1 (72).

Ποός πολλά δέ γράμματα βαθμός μονωνύμου λέγεται τό άθροισμα
τών έκθετων τών αύτών γραμμάτων έν τώ μονωνύμω"
οΐον τό μονώνυμον 5α2β2γδ3

είναι πρός τά γράμματα α καί β του τετάρτου βαθμού' πρός δέ τά α,β,γ,
του πέμπτου" ποος δέ τά α,β,γ*δ του όγύόου κτλ.

Βαθμός ακεραίου πολυωνύμου πρός τι γράμμα λέγεται ό μέγιστος τών
βαθμών τών ορών αύτοΰ πρός τό αύτό γράμμα" οίον τό πολυώνυμον

γ ό 4αχ4— 3α2χ2-|-5α4
είναι πρός τό χ του πέμπτου βαθμού, πρός δέ τό α του τετάρτου.

' Ομογενες λέγεται τό πολυώνυμον πρός τινα γράμματα, έάν πάντες
οί όροι αύτοΰ είναι του αύτου βαθμού ώς πρός τά γράμματα ταύτα*
π. χ. τό πολυώνυμον 3α2-[-2β3 — 7αβ είναι ομογενές πρός τά α καί β*
ομοίως καί τό πολυώνυμον α2 + νβ2 είναι ομογενές πρός α καί β.

Μερικαί τιμ.αί τών αλγεβρικών παραστάσεων.

79. Έαν έν άλγεβρικνί παραστάσει εκαστον τών γραμμάτων άντικατα-
σταθνΐ υπό άριθμου καί έκτελεσθώσιν αί σεσημειωμέναι πράξεις, ό προκύ-
πτων άριθμός λέγεται τιμή της παραστάσεως" καί ό άριθμός, ό γράμμα
τι άντικαθιστών, λέγεται τιμή του αύτου γράμματος.

Η -ιμή της παραστάσεως έξαρταται έκ τών τιμών τών γραμμάτων,
άτινα περιεχει* καί είναι εντελώς ώρισμένη, όταν αί τιμαί τών γραμμά-
των δοθώσιν" οΐον η παράστασις α2 -J- β2 — γ'2
άν μέν ύποτεθνί α=3, β = 2, γ — 1,
δίδει ο2 -J- 22 — I2 ή 9+4-1 ήτοι 'ΐ2*
αν δέ ύποτεθνί α = 5, β =3, γ — 3,
γίνεται 52 + 32 —32 ή 25-f9 — y, ή 25'
άν δέ ύποτεθνί α = 4 καί β — γ}
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η παράστασις γίνεται 424~β2 — β'2 ητοι 16.
Έάν δέ ύποτεθνί α=3, β=4, γ=5, ή παράστασις γίνεται 0.

Ζητήματα, προς ασκησιν.

1) Εύρειν τάς τιμάς της παραστάσεως 2χ2 — 5χ + 2 τάς αντιστοι-
χούσας προς τάς έπομένας τιμάς τοΰ χ" Χ=0, 1, 2, ο, 4, 5.

2) Εύρειν τάς τιμάς της παραστάσεως 3α2-{-2αχ—χ2
τάς αντιστοιχούσας προς τάς έπομένας τιμάς τών γραμμάτων

Χ==1\ χ=3α j χ——α(

χ=0* χ=4-Ι χ=1 *

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Β'.

ΑΛΓΕΒΡΙΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ
80 Άλγεβρικαϊ πράξεις λέγονται αί μεταβολαί, αιτινες δυνάμει τών
γενικών νόμων τών πράξεων γίνονται έπι τών παραστάσεων, έν οσω οί
ύπο τών γραμμάτων παοιστώμενοι άριθμοί μένουσιν εντελώς άόριστοι.
Ούτω, πάραδείγματος χάριν, τήν παράστασιν (α-J-β -j- γ).δ δυνάμεθα
νά μεταβάλωμεν είς την έπομένην (α.δ)4- (β.δ)-+ (γ.δ), οίουςδήποτε αριθ-
μούς καί άν παριστώσι τά γράμματα, δυνάμει του επιμεριστικού νό-
μου" τούτο δέ ποιουντες έκτελουμεν άλγεβρικήν πραξιν.

Το σύνολον τών άλγεβρικών πράξεων λέγεται 3Αλγεβρικός λογισμός-

81. Δύο παραστάσεις έξ άλλήλων προκύπτουσαι, δυνάμει τών είρη-
μένων νόμων λέγονται ΐσαι' διότι προδήλως δίδουσιν άμφότεραι ίσους
άοιθμούς, όταν εκαστον τών γραμμάτων αντικατασταθώ υπό τυχόντος
άριθμου" τοιαΰται είναι λ. χ. αί παραστάσεις

(αβ 4~γ).δ καί α.δ + β.δ-μγ.δ.

82. Αι έπι τών παραστάσεων σημειούμεναι πράξεις έχουσι τάς γε-
νικάς ιδιότητας τών ομωνύμων άριθμητικών πράξεων διότι καί αί

παραστάσεις άριθμούς τινας παριστώσι πάντοτε. Ούτω π. χ. είναι

1 β

Τ Τ . / Τ

καί όταν άντί α, β, γ, τεθώσιν οίαιδήποτε παραστάσεις· διότι ή ίσό-
της αύτη έδείχθη άληθής (40) επί τριών οιωνδήποτε άριθμών.

Πρόσθεσες.

83. Έπειδη παν πολυώνυμον είναι άθροισμα τών όρων αύτου, επεται
οτι, ίνα προσ&έσωμεν πολυώνυμον εις αλλο πολυώνυμον, άρκεϊ νά σχψ
ματίσωμεν εν πολυώνυμον εκ πάντων τών δρων αμφοτέρων τών πολνω-
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ννμων (18), διατηρούντες τό ση μείον εκάστου δρον.

Φανεοον δέ είναι, οτι το αύτό ισχύει κ. α ι περί οσωνδήποτε πολυωνύ-
μων ή καί μονωνύμων.

Κατά ταύτα το άθροισμα (3α2 - β2 + δαβ) + (8β2 —2αβ + α2)
τών δύο πολυωνύμων 3α2 —β2 + δαβ καί 8β2—2αβ + α2

ισούται τω πολυωνύμω 3α?—β2-|- 5αβ -f- 8β2—2αβ-}~α-2·

Καί τό άθροισμα (α—β + γ) + (δ_με—ζ) + (·/)— θ)

τών τριών πολυωνύμων α—β-)-γ, δε—ζ, vj—θ.

ισούται τω πολυωνύμω α — β-[-γ-{-δε—ζ-f-Y)—θ.

Καί τό άθροισμα τών δύο μονωνύμων -|-8αβ καί -3γδ

ήτοι τό (8αβ)+(- 3γδ)

ισούται (77) τώ διωνύμω 8αβ — 3γδ.

τών δέ μονωνύμων —9γδ καί —3ε' τό άθροισμα είναι -9γδ—3ε2.

Περί τών ομοίων ορων καί της π^οοθέοεως αύτών.

84. "Ομοιοι οροί λέγονται οί κατά τόν συντελεστών μόνον διαφέ-
ροντες (άν διαφέοωσιν). Ούτως έν τω πολυωνύμω

2αβ + 5βγ—4aji+ 8αβ
οί όροι 2αβ, —4αβ, 8αβ είναι όμοιοι.

Πάντες όί όμοιοι όροι του πολυωνύμου δύνανται νά ποοστεθώσι καί
συγχωνευθώσιν είς έ'να" ή δέ πραξις αύτη λέγεται πρόσθεσις η αναγωγή
τών ομοίων ορων.

Εστω τυχόν πολυώνυμον, έχον ομοίους όρους, τό

8αβγ2+15αβγ2—2αβγ·2—7αβ2γ+12α2βγ—13αβγ2·"
δηλον, ότι τό -άθροισμα τών ομοίων ορων

8αβγ2+ Ιδαβγ2—2αβγ2 — 13αβγ2
ίσουται (32) τω γινυμένω

αβγ2( + 8+15—2 —13)

τώ -°Φγ2( + 8) ή 8αβγ2.

'ί * /

ες ου συναγεται, ότι

Πάντες οί ομοιοι δροι πολυωνύμου ατιοτελοϋσιν ενα δρον ομοιον
αντοΐς καί έχοντα συντελεστήν τό άθροισμα τών συντελεστών τών
αυτών ορων.

Κατά ταύτα τό πολυώνυμον α2—2αβ + β2 + α2 + 4αβ + β2
ίσουται τω 2α2 + 2β2 + 2αβ·
καί τό πολυώνυμον 3αβ — 4α2 + 5αβ—8β2—8αβ + 3β2
ίσουται τω _4α2_5β2.
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Αφαίρεσες.

85. νΑς ύποθέσωμεν, ότι πρόκειται άπό παραστάσεως οιασδήποτε Μ
να άφαιρεθγί πολυώνυμον, έστω τό α — β-|_γ-)_δ— ε — ζ·

ίνα άφαιρέσωμεν. από του Μ τόν υπό του πολυωνύμου παριστώμενον
άοιθμόν, άοκει νά προσθέσωμεν τόν άντίθετον αύτου' ούτος δέ προδήλως
εύρίσκεται, έάν άλλαχθώσι τά σημεία πάντων τών όρων του πολυωνύ-
μου- επομένως ή διαφορά Μ — (α—β + γ + δ— ε — ζ)
ίσουται τγί παραστάσει Μ — α-|-β— γ — δ-[-ε-|-ζ·
ητοι, ίνα άφαιρέσωμεν άπό παραστάσεως οιασδήποτε δοθέν πολυώνυ-
μον, γράφομεν κατόπιν αυτής πάντας τους δρους του αφαιρετέου πο-
λυωνύμου άλλάσσοντες τά σημεία αυτών, ήτοι τρέποντες τά -j- εις —
και αντιστρόφως.

ΠαΡαΤΗΡΗΣΙΣ. "Οτι ή παράστασις Μ — α-|-β—γ — δ-|-ε + ζ
ίσουται τγ διαφορά τών δύο έπομένων

Μ καί α—β + γ + δ —ε —ζ,
γίνεται φανερόν καί έκ τούτου, ότι τό άθροισμα αύτης καί του άφαιρε-
τέου^τουται τω μειωτέω Μ* διότι τό είρημένον άθροισμα γράφεται (77)
καί ^ς έξης Μ + α — α-j- β— β-f γ — γ + δ — δ+ ε - ε + ζ — ζ.

Ζητήματα προς άοκησίν.

1) ΕύοεΓν τό άθροισμα τών δύο πολυωνύμων

α2 -f- 2αβ -(- β2 καί α2 — 2αβ + β2
Άπ. 2α2 + 2β2.

2) Εύρειν τήν διαφοράν τών αύτών πολυωνύμων
Άπ. - 4αβ.

3) Εύρεϊν τό άθροισμα τών έπομένων πολυωνύμων

α -f β—γ
α-β-Κγ
— α + β + γ.
Άπ. α+β + γ.

4) Εύρειν τό άθροισμα τών δύο πολυωνύμων

α3 + 3α2β -f- 3αβ2 -f- β3
α3— 3α2β -j- 3αβ2— β3.
Άπ. 2α3 -4 6αβ2.



" 7 ■ "Τ.r\·· v.

- 32 —

Οολλαπλασ&ασμός .

α'.) Πολλαπλασιασμός ακεραίων μονωνύμων.

86. Πολλαπλασιασμός δύο μονωνύμων εινε ή ενρεσις μονωνύμον
ίσον πρός τό γινόμενον αυτών.

Επειδή παν άκέραιον μονώνυμον είναι (76) γινόμενον -πολλών παρα-
γόντων, επεται αμέσως ή πρότασις:

Τό γινόμενον δύο ακεραίων μονωνύμων είναι μονώνυμον, έχον παοά-
γοντας πάντας τούς παράγοντας αμφοτέρων τών μονωνύμων.

"Εστωσαν ώς παράδειγμα τά μονώνυμα

+ 3αβ2γ και -5α2βγ3δ-

έπειδή τό μέν πρώτον είναι γινόμενον τών παραγόντων 4"3, α, β2, γ,
τό δέ δεύτερον τών —5, α2, β, γ3, δ,

έ'πεται (30),οτι τό γινόμενον αύτών είναι 4- 3. α. β2, γ (—5) . α2 . β . γ3. δ.

'Επειδή δέ οί παράγοντες δύνανται νά γραφώσι καθ' οιανδήποτε θέ-
λωμεν τάξιν, τό αύτό γινόμενον ίσουται τω

( + 3).(—5). α. α2, β2, β. γ. γ3, δ
ήτοι (28) τω —15α3β3γ4δ.

'Ομοίως εύρίσκομεν, ότι τό γινόμενον τών μονωνύμων
—12αδβγδ και —αγ2δ
είναι (—12). (—1). α5, α. β. γ. γ2, δ. δ ήτοι +12α6βγ3δ2.

Καί τό γινόμενον τών μονωνύμων 6αβγ2 έπί 12α3β4

ευρίσκεται ομοίως ίσον τω μονωνύμω 72α4β5γ2.

Έκ τούτων συνάγομεν τόν έπόμενον κανόνα-

*Ινα πολλαπλασιάσω μεν δύο ακέραια μονώνυμα, πολλαπλασιάζομεν
πρώτον τους συντελεστάς αύτών, επειτα γράφομεν πρός τά δεξιά του
γινομένου τών συντελεστών πάντα τά εν τοις μονωνύμοις υπάρχοντα
γράμματα καί εκαστον μετ' εκθέτου ίσου προς τό άθροισμα τών εκθε-
τών, ονς εχει εν τοις μονωνύμοις.

Έάν έν τών μονωνύμων δέν έχη γράμμα τι, ύποτίθεται έχον αύτό
είς την δύναμιν 0 (72).

Ό αύτός δέ κανών δίδει προδήλως καί τό γινόμενον οσωνδήποτε
μονωνύμων διότι πρός εύρεσιν του γινομένου τούτου άρκεΐ νά πολλα-
πλασιασθώσι τά δύο πρώτα, έ'πειτα τό εύρεθέν γινόμενον έπί τό τρί-
τον καί ούτω καθεξής.

87. Τό κατά τά ανωτέρω είρημένα εύρισκόμενον γινόμενον δύο μο-



νωνύμων έχει προ αύτου τόσημεΐον εάν οί παράγοντες είναι oixoto-
σημοι, το àè —, έάν έτερόσημοι* τουτέστιν

Έν τω πολλαπλασιασμοί τών μονωνύμων τά ομοια σημεία δίδονσι
τα δε ανόμοια —.

Ή πρότασις αύτη έκφράζει τόν λεγόμενον κανόνα τών σημείων.

β'.) ΣΓολλαπλασιασμός τών ακεραίων πολυωνύμων.

88. Πολλαπλασιασμός πολυωνύμου επι πολυώνυμον (ή επι μονώ-
νυμον) είναι ή εϋρεσις πολυωνύμου ίσου πρός τό γινόμενον αύτών.

Έπειδή παν πολυώνυμον είναι άθροισμα τών όρων αύτου, έπεται, οτι

Πολυώνυμον πολλαπλασιάζεται έπι μονώνυμον, έαν πολλαπλασια-
σθεί έκαστος τών όρων του πολυωνύμου έπί τό μονώνυμον καί προστε-
θώσι τά προκύπτοντα μονώνυμα.

Πολυώνυμον πολλαπλασιάζεται έπί πολυώνυμον, έάν έκαστος τών
ορων του πολλαπλασιαστέου πολλαπλασιασθεί έ«ρ' εκαστον τών όρων
του πολλαπλασιαστου καί προστεθώσι τά προκύπτοντα μονώνυμα.

"Ωστε ό πολλαπλασιασμός τών πολυωνύμων άνάγεται πάντοτε είς
τόν πολλαπλασιασμών τών μονωνύμων.

Παραδείγματα.

1) Τό γινόμενον (α + β). (α Η-β) κατά τά άνωτέρω είρημένα ίσουται
τω πολυωνύμω α.α-{-α..β-|-β.α + β.β

ήτοι α2Η-2αβ+β2.

Έπειδή δέ τό γινόμενον (α-f-β). (α-f-β) είναι η δευτέρα δύναμις του
άθροίσματος (α-(-β) καί γράφεται καί ώς έξης: (α + β)2, συνάγομεν την
ισότητα (α·+ β)2=α24-2αβ f β2,

ήτις έκφράζει τήν έπομένην πρότασιν.

Τό τετράγωνον του άθροίσματος δύο οιωνδήποτε άριθμών αποτε-
λείται εκ τών τετραγώνων αύτών και εκ τού διπλασίου γινομένου
αύτών.

2) Τό γινόμενον (α—β). (α—β) ίσουται τω πολυωνύμω

' α.α+α.(-β) + (-β).* + (—β).(-β)
ήτοι α.α—α.β—β.α + β.β

ή α2— 2αβ+β2.

Έπειδή δέ τό γινόμενον (α—β), (α—β) είναι η δευτέρα δύναμις της
διαφοράς (α—β) καί γράφεται καί ώς έξης: (α—β)2, συνάγομεν τήν



— 34 — γ-

foil 7]τ« (α—β)2=α2—2αβ + β2,

ήτις εκφράζει τήν έπομένην πρότασιν.

Το τετράγωνον τής διαφοράς δυο οιωνδήποτε αριθμών αποτελείται
εκ τών τετραγώνων αυτών πλην του διπλασίου γινομένου αυτών.

3) Τό γινόμενον (α-}-β).(*—β) ίσουται τω πολυωνύμω

α.α + α.β—β. α—β. β. ητοι τω α2-β2,

όθεν έχομεν τήν ισότητα + (<κ—β)=α2—β2,

τουτέστι τό άθροισμα δύο οιωνδήποτε άριθμών επι την διαφοράν αυ-
τών πολλαπλασιασθεν δίδει τήν διαφοράν τών τετραγώνων αύτών.

Τά τρία ταύτα γινόμενα άπαντώσι συχνότατα έν τνj άλγεβρα.

'Επί πολυπλοκωτέρων παραδειγμάτων διατίθεται ή πραξις ώς επεται.

4) Ευρειν το γινόμενον τών δύο πολυωνύμ,ων

χ3_3χ2_5χ_|_6 καί χ2 + 8χ—5

χ3_3χ2—5χ + β

χ2 + Βχ-5_

λ5-3χ4 —5χ3 +6χ2

+ 8χ4—24χ3—40χ2 + 48χ

—5χ3 + 15χ2 + 25χ—30
Χ5 + - 34χ3 — 19χ2 -f 7 3χ—30.

Οί όροι έκατέρου τών δοθέντων πολυωνύμων είναι γεγραμμ,ένοι κατά
τοιαύτην σειράν, ώστε οί έκθέται του γράμμ,ατος χ έλαττουνται άπο
όρου είς ορον (όταν δέ τοϋτο συμβαίνη είς πολυώνυμον, λέγεται, ότι
το πολυώνυμον είναι διατεταγμενον κατά τάς κατιούσας δυνάμεις του
γράμματος). Ύπό τήν όριζοντίαν γραμ.μ.ην, ην σύρομεν ύποκάτω τών
δύο πολυωνύμων, γράφομεν είς μίαν σειράν τά γινόμενα του πρώτου
ορου του πολλαπλασιαστου (χ2) έπι τους όρους του πολλαπλασιαστέου*
επειτα είς δευτέοαν σειράν τά γινόμενα του δευτέρου όρου (Η-8χ), καί
εις τρίτην τά του τρίτου (—5), γράφονται δέ τά μερικά ταύτα γινό-
μενα ούτως, ώστε οί τήν αύτήν δύναμιν του γράμματος χ έχοντες όρο1
να έύρισκωνται είς τήν αύτην κατακόρυφον στηλην* τέλος ύπό την
δευτέραν όριζοντίαν γραμμήν γράφεται τό έκ πάντων τών μερικών γι-
νομένων μετά τήν ποόσθεσιν τών όμοιων όρων άποτελούμενον πολυώ-
νυμον, όπερ είναι το γινόμενον τών δοθέντων.

5) Εύρεϊν τό γινόμενον τών δύο πολυωνύμων
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3—2α + 4 κοίί 8 + 5α—α2

3—2α + 4α2
8-f-5a—α2
24— 16α + 32α2

15α—10α2+20α3

—3α2+ 2α3—4α4
24—α -f-19α 2 + 22α3— 4α4.

'Ενταύθα οί δροι τών δύο πολυωνύμων έγράφησαν κατά τοιαύτην
τάξιν, ώστε νά αύξάνωσιν οί έκθέται του γράμματος α άπό ορού εις
δρον* ήτοι τά πολυώνυμα διετάχθησαν αμφότερα κατά τάς ανιούσας
^υνάμ.εις του γράμματος α" κατά τά άλλα ή πράξις έγένετο ώς έν
τω ποοηγουμένω παραδείγματι;

6) Εύρεϊν τό γινόμενον τών δύο πολυωνύμων

α2χ.2+<*χ3+*3χ+*4+χ4 χ—*

Χ4 + *Χ3+"2Χ2 + «3λ+*4

____x—χ ___

χ5 + αχ4+ίχ2χ3+α3χ2+α4χ

—αχ4—α2χ3—<*3χ2—<*4χ— α5

χ°-α°.

7) Εύρεΐν τόν κύβον του (a-J-β), ήτοι τό γινόμενον

(α + β).(α + β).(α + β).

Τό γινόμενον τών δύο πρώτων παραγόντων ίσουται τω

α2 + 2αβ + β2'

ωστε πρέπει να εύοεθή τό γινόμενον (α2 —f— 2<κβ —f— . (α-(-β)

α2 + 2αβ + β2
α + β

α3 + 2α2β + αβ2

+ α2β +2αβ2 + β3

α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3

Έκ τών παραδειγμάτων τούτων γίνεται καταφανές, ότι δια της
διατάξεως τών πολυωνύμων κατά τάς κατιούσας η κατά τάς ανιούσας
δυνάμεις ένός γράμματος ή εύρεσις τών όμοιων δρων του γινομένου καί
ή πρόσθεσις αύτών γίνεται εύκολώτερον.

89. Έκ του τρόπου, καθ' όν γίνεται ό πολλαπλασιασμός δύο πο-
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λυωνύμων, βλέπομεν, οτι το γινόμενον ποό της αναγωγής έχει τόσους
οοους, όσας μονάδας έχει τό γινόμενον τών άριθμών, δι' ων μετρείται
τό πλήθος τών όρων τών πολυωνύμων άλλα διά της αναγωγής δύ-
ναται τό πλήθος τών όρων του γινομένου νά καταστη μικρότερον.

Παρατηρητέον όμως, ότι ύπάρχουσι πάντοτε έν τω γινομένω δύο όροι
ποός ούδένα άλλον όμοιοι και έπομένως άμετάβλητοι διαμένοντες έν αύτώ.

Είναι δε ούτοι τό γινόμενον τών πρώτων ορων τών πολυωνύμων καί
τό γινόμενον τών τελευταίων, όταν τά πολυώνυμα εΤναι ομοίως διατε-
ταγμένα κατά τάς δυνάμεις ένός γράμματος.

Έάν τωόντι τά πολυώνυμα είναι διατεταγμένα κατά τάς κατιούσας
δυνάμεις ένός γράμματος, οί πρώτοι όροι εχουσι τάς μεγίστας δυνάμεις
τοΰ γράμματος και δια τούτο τό γινόμενον αύτών θά έχη δύναμιν του
αύτοΰ γράμματος μεγαλητέραν η πάντα τά άλλα μερικά γινόμενα*
ομοίως οί τελευταίοι οοοι έχουσι τάς έλαχίστας δυνάμεις καί τό γινό-
μενον αύτών έχει διά τούτο μικροτέραν δύναμιν του γράμματος της
διατάξεως η πάντα τά άλλα γινόμενα' έπομένως οί δύο ούτοι όρο
τοΰ γινομένου ούδένα έχουσιν ομοιον αύτοΐς. Τούτο δύναται τις νά ί'δνι
είς πάντα τά άνωτέρω παραδείγματα.

Εκ τών προηγουμένων συνάγεται, ότι τό γινόμενον δύο πολυωνύ-
μων έχει τούλάχιστον δύο όρους. "Οτι δέ δύναται και δύο μόνον νά
έχη, έξαφανιζομένων πάντων τών λοιπών έν rvj αναγωγή, δεικνύει τό
6ον παράδειγμα.

Ό βαθμός τοΰ γινομένου πρός γράμμα τι (78) ίσουται τω άθοοι-
σματι τών βαθμών τών παραγόντων πρός τό αύτό γράμμα.

Acatpeacc.

α'.) Διαίρεαις ακεραίων μονωνύμων.

90. Μονώνυμον άκέραιον λέγεται διαιρετον δι' άλλου, έάν υπάρχη
άκέραιον μονώνυμον ϊσον τω πηλίκω αύτών.

Η εύοεσις τοΰ ακεραίου μονωνύμου πηλίκου λέγεται διαίρεσις τών
μονωνύμων.

91. °Ινα μονώνυμον είναι διαιρετον δΐ άλλου, πρέπει καί αρκεί νά
εχγ] πάντα τά γράμματα τά εν τώ διαιρέτη υπάρχοντα και εκαοτον
μετ εκθέτου μή ελάσσονος.

Διότι ό διαιρέτης έπι τό άκέραιον καί μονώνυμον πηλίκον πολλαπλα-
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<τιασθεΙς πρέπει νά δίδη τόν διαιρετέον περιέχονται άρα πάντα τά
γράμματα του διαιρετού έν τω διαιρετέω καί έκαστον μετ' έκθετου
ούχί έλάσσονος.

92. Έκ του κανονος, καθ δν πολλαπλασιάζονται δύο μονώνυμα,
«ύοίσκομεν ευκόλως τόν έπόμενον κανόνα της διαιρέσεως τών μονωνύ-
μ,ων (ύποθέτοντες τό εν διαιρετον διά τοΰ άλλου).

"Ινα διαιρέσωμεν μονώνυμον δι' άλλου, διαιροΰμεν τον σνντελεστήν
<ιύτοϋ διά τον συντελεστού τοΰ διαιρετού και άφαιροΰμεν από τον εκ-
θέτου εκαοτον γράμματος αύτοΰ τον εκ&έτην τοΰ αύτοΰ γράμματος του
όιαιρέτον.

Έάν γράμμα τι δέν ύπάοχη έν τω διαιρέτη, υποτίθεται υπάρχον
μέ έκθέτην Ο (72).

Έστωσαν ώς παράδειγμα τά μονώνυμα

40α5β2γδ3, 5αβ2δ.

Τό πηλίκον αύτών, οπερ παοίσταται διά τοΰ

' ' ι I

40α3β2γδ3 _

--' ίσο^τ<χι· τω μονωνύμω 8α4γδ2-

διότι τούτο πολλαπλασιασθέν έπι τόν διαιρέτην δίδει τόν διαιρετέον.

Κατά τόν δοθέντα κανόνα έπρεπε νά γράψωμεν είς τό πηλίκον και
τόν παράγοντα β°" παρελείψαμεν όμως αύτόν ώς ίσον τη μονάδι.

'Ομοίως εύρίσκομεν, οτι

Τό μονώνυμον —15α3βγδ5, διά τοΰ 7αβδ3 διαιρεθέν, δίδει πηλίκον

15 ^ Λ9

τό μονώνυμον — α2γύ2.

Καί τό μονώνυμον —20αβγ3 διά τοΰ —5αβγ διαιρεθέν, δίδει πη-
λίκον τό 4γ2"

έξ ων βλέπομεν, ότι καί έν τη διαιρέσει τών μονωνύμων ό αύτος
κανών τών σημείων διατηρείται' ήτοι εξ ομοίων σημείων προκύπτει +,
έξ ανομοίων δε —.

β'.) Διαίρεσις πολυωνύμου διά μονωνύμου, άμφοτέρων
δντων άκεραίων.

93. Πολυώνυμον άκέραιον λέγεται διαιρετον διά μονωνύμου ακε-
ραίου, έάν ύπάρχη άκέραιον πολυώνυμον ίσον τώ πηλικω αύτών και
η εύρεσις του πολυωνύμου τούτου καί άκεραίου πηλίκου λεγεται διαι-
ρεσις του πολυωνύμου διά τοΰ μονωνύμου.



94. Πολυώνυμον άκέραιον είναι διαιρετόν διά μονωνύμου, εάν πάν-
τες οί δροι τοϋ πολυωνύμου είναι διαιρετοί διά του μονωνύμου (τό πο-
λυώνυμον υποτίθεται άνευ ομοίων ορων) και τότε μόνον.

Διότι οί όροι ούτοι είναι γινόμενα του διαιρετού έπί τούς ορούς τοί>
ακεραίου πολυωνύμου πηλίκου.

"Ινα διαιρέσωμεν πολυώνυμον δια μονωνύμου, διαιροϋμεν εκαστον
δοον τοϋ πολυωνύμου δια τοϋ μονωνύμου, και προσθέτομεν τα προ-
κύπτοντα πηλίκα.

Διότι τό πολυώνυμον είναι άθροισμα τών ορών αύτου" άθροισμα δέ
διαιοεΐται δι' άριθμου, έάν διαιρεθτί εκαστον τών μερών αύτου χωριστά
καί ποοστεθώσι τά πηλίκα.

Παραδείγματος χάριν, τό πολυώνυμ,ον

4α2β3-8α3β2+12αβ4 διά του 2αβ2 διαιρεθέν

δίδει πηλίκον τό 2αβ—4a2-f 6β2.

ΠαραΤΗΡΗΣΙΣ. "Οταν πάντες οί οροι πολυωνύμου είναι διαιρετοί διά
μονωνύμου τινός, τό πολυώνυμον παρίσταται ώς γινόμενον του μονωνύ-
νου έπί τό πηλίκον της διαιρέσεως αύτου διά του μονωνύμου.

Του πολυωνύμου 12α2β4—6α3β3-|-4α4β2 πάντες οι opot είναι διαιρε-
τοί δια του 2α2β2, έπομένως καί αύτό τό πολυώνυμον είναι διαιρετόν διά

του 2α2β2, έπειδή δέ τό πηλίκον είναι 6β2-3αβ-{-2α2,

συνάγομεν, ότι τό αύτό πολυώνυμε ν γράφεται καί ώς έξνίς·

(6β2—3αβ + 2α2)2α2β2.

"Οτανείς πολυώνυμον γίνηται τοΰτο, λέγομεν, ότι εξάγονται οί κοι-
νοί τών δρων παράγοντες εκτός της παρενθέσεως.

ÈkY·) Διαίρεσις πολυωνύμου διά πολυωνύμου, αμφοτέρων

όντων ακεραίων.

95. Πολυώνυμον λέγεται διαιρετόν δι' άλλου, έάν ύπάρχνι πολυώ-
νυμον (ή μονώνυμον) άκέραιον ίσον τω πηλίκω αύτών.

Ή εύρεσις του πολυωνύμου τούτου λέγεται διαίρεσις τών δύο πολυω-
νύμων" στηρίζεται δέ ή πραξις αύτη έπί τώνέπομένων δύο θεωρημάτων.

1)Έάν δύο πολυώνυμα είναι διατεταγμένα αμφότερα κατά τάς
άνιούοας η αμφότερα κατά τάς κατιούσας δυνάμεις ενός γράμματος,
ο πρώτος δρος τοϋ πηλίκου αύτών (έάν ύποτεθ'/j υπάρχον καί ομοίως
διατεταγμένον) ευρίσκεται εκ της διαιρέσεως τών πρώτων δρων τών
πολυωνύμων.
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"Εστω διαιρετέος μέν το πολυώνυμον

Δ + Δ' + Δ"+...

διαιρέτης δέ τό δ-f- δ ' -(- δ -f- ...

πηλίκον δέ το Π+ΠΠ"+...

τότε θά είναι Δ + Δ' + Δ ' .. ·=(δ + δ' + δ"...) (Π +Π'-{-Π" + ·■)

Τους όρους των τριών τούτων πολυωνύμων ύποθέτω διατεταγμένους
κατά τάς δυνάμεις ένός γράμματος α (η όλων κατά τάς ανιούσας η όλων
κατά τάς κατιούσας)· παριστώ δέ έκαστον ορον δι' ένός μόνου γράμ-
ματος χάριν συντομίας.

'Εάν έκτελέσωμεν τόν πολλαπλασιασμόν τών δύο πολυωνύμων
(δ-}-δ'+δ/'4-···)·(Π + Π'+Π' + ...), έπειδή τά πολυώνυμα ταύτα
είναι ομοίως διατεταγμένα, οί πρώτοι όροι αύτών θα δώσωσι γινόμενον
τόν πρώτον όρον του γινομένου (έδ. 89), άρα είναι Δ=δ.Π· έπομέ-
Δ

νως και Π = —- ' τούτο δέ έπρόκειτο νά άποδείξωμεν.
ο

2) Έάν ό διαιρέτης πολλαπλασιαστή επϊτον ευρεθέντα πρώτον δρον
τοΰ πηλίκου και αφαιρεθη τό γινόμενον άπο τοΰ διαιρετέου, ευρίσκεται
υπόλοιπον, όπερ διαιρούμενον διά τοΰ διαιρέτου θά δώση πάντας τους
άλλους δρονς τοΰ πηλίκον.

Διότι ό διαιρετέος είναι γινόμενον τοΰ διαιρέτου επί τό πηλίκον ήτοι
αποτελείται έκ τών γινομένων του διαιρέτου έπι πάντας τους δρους τοΰ
πηλίκου· άν λοιπόν άραιρέσωμεν άπό τοΰ διαιρετέου τό γινόμενον τοΰ
διαιρέτου έφ'ενα όρον τοΰ πηλίκου, τό ύπόλοιπον θα εΖναι γινόμενον τοΰ
διαιρέτου επί τους λοιπούς όρους του πηλίκου, ν(τοι έπι τό έκτών λοιπών
όρων του πηλίκου άποτελούμενον πολυώνυμον έπομένως τό πολυώνυμον
τοΓτο είναι πηλίκον της διαιρέσεως τοΰ ύπολοίπου δια τοΰ διαιρέτου.

'Επί τών δύο τούτων θεωρημάτων στηριζόμενοι εύρίσκομεν το πη-
λίκον δύο πολυωνύμων (όταν ύπάρχν)), διότι διά μέν τοΰ πρώτου εύ-
ρίσκομεν τόν πρώτον όρον του πηλίκου, διά δέ τοΰ δευτέρου ανάγεται
η εύοεσις τών λοιπών είς νέαν τινά διαίρεσιν. 'Εάν δέ καί είς τήν νέαν
ταύτην διαίρεσιν έφαρμόσωμεν τό πρώτον θεώρημα, εύρίσκομεν τον
ποώτον όρον του πηλίκου αύτης (τουτέστι τόν δεύτερον ορον τοΰ ζη-
τουμένου πηλίκου), ή δέ εύρεσις τών λοιπών ανάγεται καί πάλιν (δυ-
νάμει του δευτέρου θεωρήματος) είς τρίτην τινά διαίρεσιν καί ούτω
καθεξής. Φάνερόν δέ ότι, όταν ύπάρχν] πολυώνυμον πηλίκον, μία τών
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μερικών τούτων διαιρέσεων, είς άς άνάγεται ή έξ άρχης δοθείσα, θά
δώση τον τελευταιον δρον του πηλίκου καί θά άφήση ύπόλοιπον Ο.

Παρατηρητέον δέ, ότι ή διαίρεσις τών πολυωνύμων άνάγεται ούτως
είς τήν διαίρεσιν μονωνύμων διότι είς έκάστην μεοικήν διαίρεσιν μόνον

οί πρώτοι δροι λαμβάνονται.

Ή διάταξις της πράξεως φαίνεται έκ τών έπομένων παραδειγμάτων.

1) Νά διαιρεθγ} τό πολυώνυμον 8χ3 — 22χ2 + 1 7χ—3
δια του 4χ—1.

8χ3—22χ2+ 17χ—3 j 4χ-1 _

- 8χ3 + 2χ2 2χ2-δχ + 3

-20χ2+17χ—3
+ 20χ2- 5χ

+ 12χ-3
-12χ + 3

Ο

Τά πολυώνυμα είναι διατεταγμένα κατά τάς κατιούσας δυνάμεις του
χ· μετά τήν εύρεσιν του πρώτου ορου του πηλίκου (2χ2) πολλαπλασιά-
ζεται ούτος έπί τόν διαιρέτην καί οί έκ του πολλαπλασιασμού προκύ-
πτοντες opot, έπειδή πρέπει νά άφοαρεθώσιν άπό του διαιρετεου, γρά-
φονται ~ύπ' αύτόν μετ' έναντίων σημείων καί προστίθενται είς αύτόν.
Τό δέ έκ της προσθέσεως μετά τήν άναγωγήν προκύπτον πολυώνυμον
—20χ2-}- 17χ—3 θεωρείται νυν ώς νέος διαιρετέος, έφ' ού ποιουμεν πά-
λιν τα αύτά καί εύρίσκομεν τόν δεύτερον δρον του πηλίκου (—5χ) καί
τό όεύτερον ύπόλοιπον 12χ—3' θεωρουντες καί τούτο ώς νέον διαιρε-
τεον καί ποιουντες καί έπ' αύτου τά αύτά, εύρίσκομεν τον τρίτον δρον
του πηλίκου ( -j-3) καί ύπόλοιπον Ο' ώστε τό ζητούί/,ενον πηλίκον είνα ι

2χ2_5χ + 3.

2) Να διαιρεθτί τό πολυώνυμον

3χ5 + δαχ4—9α2χ3—12α3χ2 + 8α4χ + δα5

διά του χ3 + αχ2-2α2χ-α3.

3χδ + 5αχ4—9κ2χ3— 12α3χ2+8α4χ + 5α5 j χ3 + <*χ2 —2α2χ—α3
3χ5—3αχ4-|-6α2χ3 + 3α3χ2 " ' 3χ2 + 2αχ—δα2

2αχ4 - 3α2χ3—9α3χ2 + 8α4χ + 5αδ
—2αχ4 — 2α2χ3 + 4α3χ2 + 2α4χ

—5α2χ3—5α3χ2 -}- 10α4χ + δα5
+ 5α2χ3 + 5α3χ2— 10α4χ—δα®

Ο



96. Έκ των προηγουμένων συνάγεται ό έπόμενος. κανών τής διαι-
ρέσεως των άκεραίων πολυωνύμων.

"Ινα διαιρέσωμεν πολυώνυμον δι ετέρου πολυωνύμου, διατάσσομεν
αμφότερα κατά τάς άνιούσας η αμφότερα κατά τας κατιούσας δυνά-
μεις ενός γράμματος, και διαιροϋμεν τους πρώτους δρους αύτών, εξ ών
εύρίσκομεν τόν πρώτον δρον του πηλίκου' επειτα άφαιρούμεναπό τον
διαιρετέου τό γινόμενον του διαιρετού επι τόν δρον τούτον και εύρί-
σκομεν ύπόλοιπόν τι' μετά δε ταύτα θεωρού μεν τό ύπόλοιπον τούτο
ώς νέον διαιρετέον και ποιου μεν επ αυτούοσα και επι του πρώτον
διαιρετέου, ότε εύρίσκομεν τόν δεύτερον δρον τού πηλίκου και ύπό-
λοιπόν τι. Θεωρού μεν πάλιν και τούτο ώς νέον διαιρετέον, και εξακο-
λ ονθούμεν τοιουτοτρόπως, μέχρις ου φθάσω μεν είς ύπόλοιπον 0' όπερ
θά συμβώ μετ<* τινας πράξεις, εάν τό δοθέν πολυώνυμον είναι διαιρετον
διά του ετέρου.

97. Έπειδη οι δροι του πηλίκου εύρίσκονται έκ του διαιρετέου
καί έκ των διαδοχικών ύπολοίπων, διαιρουμένων τών πρώτων όρων
αύτών διά του πρώτου όρου του διαιρέτου, έπεται, οτι ή διαίρεσις
δύο πολυωνύμων δέν δύναται νά περατωθη, ήτοι τό πολυώνυμον το
αποτελούν τόν διαιρετέον δέν είναι διαιρετόν διά του διαιρέτου, 1) έάν
ό πρώτος όρος του διαιρέτου δέν διαιρη τόν πρώτον όρον του διαιρε-
τέου, τόν πρώτον όρον τινός έκ τών ύπολοίπων* και 2) έάν διαιρη
μέν πάντας τούτους, άλλ' ούδέποτε εύρίσκηται ύπόλοιπον 0' ώς συμ-
βαίνει έν τη επομένη διαιρέσει

χ+χ2 1 χ-χ2

—x+x2 ' ι-Η*χ+...

2Χ2

—2χ2 + 2χ3 ~

+ 2χ3

Έπειδη πάντα τά ύπόλοιπα είναι μονώνυμα, τά δέ γινόμενα του
διαιρετού επί Ινα έκαστον τών όρων του πηλίκου είναι διωνυμα, φά-
νερόν είναι, ότι ούδέποτε θά εύρεθη ύπόλοιπον 0.

Παρατηρητέον όμως, ότι η είς άπειρον έξακολούθησις της διαιρεσεως -
είναι άδύνατος, όταν τά πολυώνυμα είναι διατεταγμένα κατά τας κα-
τιούσας δυνάμεις ένός γράμματος- διότι τότε ό βαθμός τών υπολοίπων
πρός τό γράμμα της διατάξεως προβαίνει έλαττούμενος (διότι έν έκαστη
(STOJX. ΑΛΓΕΒΡΑ) 4
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διαιρέσει β πρώτος ορος του διαιρετέου δέν ύπάρχει έν τώ ύπολοίπω),
και έπομένως μετά τινας πράξεις, έάν δέν φθάσωμεν εις ύπόλοιπον Ο, θ κ
φθάσωμεν είς ύπόλοιπον βαθμού κατωτέρου η ό διαιρέτης, ότε η διαί-
οεσις διακόπτεται* διά τούτο προτιμότερον είναι έν τη διαιρέσει νάδια-
τάσσωμεν τά πολυώνυμα κατά τάς κατιούσας δυνάμεις ένος γράμματος.

ΣΗΜ Α'. Έάν το πηλίκον διαιρέσεώς τίνος εχγ δύο μ,όνον δρους, οί.
0501 ούτοι ευρίσκονται άμέσως, ό- μέν πρώτος έκ της διαιρέσεως τών
ποώτων δοων, ό δέ δεύτεοος έκ της διαιρέσεως τών τελευταίων.

ι I ν

Ούτω π. χ. έν τη διαιρέσει

χ3_χ2_11χ + 3 j

το πηλίκον δύο μόνον ορούς δύναται νά εχγ* διότι ό μέν πρώτος
όοος αύτοΰ είναι χ, ό δέ τελευταίος -}-3" μεταξύ δέ αύτών ούδεμία
άλλη δύναμις τοΰ χ ύπάρχει- ώσ^ε το πηλίκον, άν ύπάρχη, θά είναι
τό χ-}-3. Τοΰτο δέ άληθώς είναι τό πηλίκον διότι πολλαπλασια-
σθέν επί τόν διαιρέτην δίδει τόν διαιρετέον.
'Ομοίως έν τη διαιρέσει

t + 2χ3-5χ2+ 3χ +1 [ χ3~8χ2 + 8χ~1

τό πηλίκον μόνον τούς δύο δρους χ—1 δύναται νά έχη· άλλ' έπειδη
τό χ—1 πολλαπλασιασθέν έπι τόν διαιρέτην δέν δίδει τόν διαιρε-
τέον, συνάγομεν, ότι ή προκειμένη διαίρεσις δέν γίνεται.

ΣΗΜ. Β'. Έάν έν πολυωνύμω αί δυνάμεις του γράμματος της δια-
τάξεως εύρίσκωνται πολλαπλασιασμέναι ούχί έπι άριθμ,ούς η έπι μ.ο-
νώνυμα, ώς έν τοις άνωτέρω παραδείγμασι συνέβαινεν, άλλ'έπι πολυώ-
νυμα, ή διαίρεσις άποβαίνει έπιπονωτέρα, άλλ' ή θεωρία αύτης κατ*
ούδέν μεταβάλλεται* μόνον οί πρώτοι όροι, έκ της διαιρέσεως τών
οποίων εύρίσκονται οί όροι του πηλίκου, είναι καί αύτοί πολυώνυμα.

ΣΗΜ. Γ'. Διατάσσοντες τά πολυώνυμα πρός διάφορα γράμματα (άν
έχωσιν), εύρίσκομεν διά μιας πολλούς δρους του πηλίκου.
Οίον έν τη διαιρέσει

χ4_4χχ3+(3β2_5χ2)χ2_3α82χ + 2β4 1 χ2 + *χ + β2

άν μέν πρός τό χ διατάξωμεν, εύρίσκομεν δύο δρους του πηλίκου, τούς
χ2 καί 2β2, άν δέ πρός τό α, εύρίσκομεν, ότι τό πηλίκον -πρέπει νά έχη
τον όρον —5αχ· ώστε τό πηλίκον έχει τούς δρους χ2 — 5αχ4-2β"',
επειδή δέ πολλαπλασιάζοντες τούτους έπι "τόν διαιρέτην εύρίσκομεν
τόν διαιρετέον, συμπεοαίνομεν, ότι έπερατώθη ή διαίρεσις.
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* 1*πολοιπον της δεαιρέβεως ακεραίου
πολυωνύμου 5tà τοΰ χ—α.

98. Ή δ ιαιρεσις ακέραιου πολυωνύμου, διατεταγμένου κατά τάς "κα-
τιούσας δυνάμεις του χ, διά του διωνύμου χ—α, δύναται να παρα-
ταθή, μέχρις ού εύρεθη ύπόλοιπον βαθμού πρός τό χ μικροτέρου η ό
διαιρέτης, ήτοι μή περιέχον τό χ.

Είς τούτο στηριζόμενοι δυνάμεθα νά εύοωμεν τό ύπόλοιπον τοΰτο,
χωρίς να διαιρέσωμεν, κ,αί να συμπεοάνωμεν, πότε τό πολυώνυμον είναι
διαιρετόν δια του χ—α.

Διότι παριστώντες δια του Φ τό διαιρετέον πολυώνυμον, δια του
Π τό πηλίκον κ,αί δια του Τ τό ύπόλοιπον, θά έχωμεν

Φ=(χ-α).Π + Τ.

Λιότι έν τη εκτελέσει της διαιρέσεως άφηρέθησαν άπό τών όρων του
διαιρετεου τά γινόμενα του διαιρέτου έπί πάν τας τούς όρους του πηλί-
κου* ήτοι άφηρέθη άπό του διαιρετέου τό γινόμενον (χ—α). Π του διαι-
ρετού έπί τό πηλίκον καί έμεινε τό ύπόλοιπον Τ' ώστε σύγκειται ό διαι-
ρετέος έκ του ύπολοίπου τούτου καί έκ του γινομένου (χ—α). Π' αλη-
θεύει δέ τούτο προδήλως οίαςδήποτε τιμάς κ αί αν εχωσι τα γραμματα
χ καί α. Άλλ' έάν ύποτεθή χ=α έν τη ίσότητι, τό μέν γινόμενον
(χ—α) . Π μηδενίζεται, ώς μηδενιζομένου ενος τών παραγόντων αύτου,
το δέ Τ μένει άμετάβλητον διότι δέν περιέχει τό χ" τό δέ πολυώνυμον
Φ τρέπεται εις παράστασίν τινα μή έχουσαν τό χ, ην σημειουμεν δια του
Φα · είναι άρα Φα =Υ '

τουτέστι τό ύπόλοιπον της διαιρέσεως πολυωνύμου διά τον χ—α εύ-
ρίσκομεν εξ αυτού τοϋ πολυωνύμου, εάν αντί τοϋ χ τε&η τό α.

Έάν άρα, άνπκαθισταμένου του χ υπό του α, προκύπτη έκ τοϋ
πολυωνύμου έξαγόμενον Ο, συμπεραίνομεν, ότι τό πολυώνυμον είναι
διαιρετόν διά του χ—α.

Κατά ταύτα τό πολυώνυμον χ3— 5χ2 + 2χ—1 δια του χ—α διαι-
ρούμενον δίδει ύπόλοιπον, το α3—5α2 + 2α—1.

Καί τό πολυώνυμον χ4—5χ3 +2χ—10 διαιρείται διά του χ—5,
διότι μηδενίζεται, όταν έν αύτω τεθη άντί του χ ό 5.

Όμοίως δεικνύεται, ότι καί τό διώνυμον χ^ — α^ είναι διαιρετόν
διά του χ—α' τό δέ πηλίκον αύτου, δια της διαιρέσεως εύρισκόμενον, είναι
χα-1 αχα-2 _j_ α2χΗ-—3 + .. + SCH·- 2χ + α*-1
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πάντες οί δοοι του πηλίκου τούτου έχουσι συντελεστην το -J- 1, καί
αί μέν δυνάμεις του χ προβαίνουσιν έλαττούμεναι, του δέ α τούναν-
τίον αύξανόμεναι κατά μονάδα* ώστε ό βαθμός όλων τών δρων προς τά
γράμματα χ καί α είναι ό αύτος μ—1.

'Αξιοσημείωτοι περιπτώσεις της διαιρέσεως ταύτης είναι αί έξης*

α2—Β2 α3—Β3

Κλκβματιχαί «αραοτάβεις η αλγεβρεχά χλάσμ,ατα

99. Το πηλίκον δύο οιωνδήποτε αλγεβρικών παραστάσεων παρί-
σταται ώς κλάσμα έχον άριθμητήν μ.έν τον διαιρετέον, παρονομαστην
δέ τον διαιρέτην.

Φανερόν δέ, ότι αί ούτω ποοκύπτουσαι κλασματικαί παραστάσεις,
αίτινες καί αλγεβρικά κλάσματα λέγονται, έχουσι πάσας τάς γενικάς
ιδιότητας τών κλασμάτων διότι καί ό αριθμητής και ό παρονομαστής
αύτών,οίαιδήποτεπαραστάσεις καί άν είναι, παριστώσιν άριθμούς τινας*
επί πάντων δέ τών άριθμών άπεδείχθησαν ίσχύουσαι αί ιδιότητες έκεΤ-
ναι ώς άκολουθήματα άναγκαΐα τών αρχικών ιδιοτήτων τών τεσσάρων
πράξεων έπομένως πασαι αί άπλοποιησεις καί αι πράξεις, αι έπι τών
συνήθων κλασμάτων γινόμεναι, γίνονται καί έπι τούτων καί δι' αύτών
αί παραστάσεις τρέπονται η μετασχηματίζονται είς άλλας ίσας.

"Επονται παραδείγματά τινα μετασχηματισμών.

1) Το πηλίκον του μονωνύμου 3α2βγ διά του 8αβγ2δ είναι

3*2βγ- ,, c , , 3α

η απλουστερον

8άβγ2<5 f 8γδ

2) Το πηλίκον τών παραστάσεων

1---1— διά 1

χ-{-α χ2—α2

Υ Τ

είναι

1 +

γ2

χ2—α2

έάν ίέ πολλαπλασιασθώσιν ό άριθμητης καί ό παρονομ.αστης του κλά-
σματος τούτου επί τήν παοάστασιν χ2—α2, ητοι έπι

(Χ~α) (Χ + α)> ύ μέν άριθμητης γίνεται
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χγα(χ '«) (χ·ι «)-- χγ^(χ+*Ηχ·--«)

τουτεστι γ(Χ + α)—γ(Χ—χ)> ' ή'το<· 2αγ·

ό δέ παρονομαστής γίνεται χ2—α2-j-γ2· ώστε το πηλίκον τών δοθεισών

, 2αγ
παραστασεων είναι —--~-- , _

χ.2—<κ2+γ2

3.) Το πηλίκον του πολυωνύμου χ5—2χ4 + 4χ3—8χ2 + 2χ—1 διαι-
ρουμ.ένου διά του χ2—4, είναι

χ5_2χ4+4χ3__8χ2 + 2χ_1
χ2_4

άλλ* έάν διαιρεθη ό αριθμητής δια του παρονοματτου, εύρίσκεται πη-
λίκον το χ3—2χ2 + 8χ—16 καί ύπόλοιπον 34χ—65' έπομένως είναι
χ5_2χ4+4χ3-8χ2 + 2χ-1=(χ2_4) (χ3_2χ* + 8χ -16) +

+ (34χ-65)·

όθεν επεται, ότι τό προκείμενον πηλίκον τών πολυωνύμων ίσουται τγ

34υ_65

παραστάσει χΒ-2χ2 +8χ-16+ * .

Α*

Ό μετασχηματισμός ούτος του πηλίκου δύο πολυωνύμων δύναται
πάντοτε νά έκτελεσθη, έάν ό βαθμός του διαιρετέου δέν είναι μικρότε-
ρος του βαθμού του διαιρέτου.

4) 'Η διαφορά

, % α(α + β) β(«-β)
μετασχηματίζεται εις την ---α2_β2

α(α + β)-β(α-β) ,ν α2+β2
-η ^β^·

α2—β2

5) 'Εστω το κλασμα ·

Παρατηοουντες, ότι ό μέν αριθμητής είναι (oc—β) (* + β)> ό δέ πα-
ρονομαστής είναι (α—β)2, γοάφομεν αύτό ώς έξης'

(α-β) (α + β) ;
(α - β) (α-β)
ή έξαλειφομένου του κοινού παράγοντος (α—β)

α + β
α-β '
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8α4— 16α3β + 8*2β2

6) Του κλάσματος —— _

ό μέν αριθμητής γράφεται 8α2(α2—2αβ +β2), ήτοι 8α2(α—β)2, ό δέ
παρονομαστής 3(α—β) (α + β)' όθεν το κλάσμα άπλούστερον γίνεται

8α2(α—β)
3(α + β)

2α , 2β , α2 + β2

7) Τό άθροισμα τών κλασματων ^ψβ" + ^ΙΙβ + α2—β2

ευρίσκεται, άν τραπώσιν είς τόν αύτόν παρονομαστήν γίνεται δέ κοι-
νός παρονομαστής αύτών ο α2—β'2, διότι γ) παράστασις αύτη διαιρείται
διά πάντων τών παρονομαστών' ούτως εύρίσκομεν
2α(α—β) + 2β(α + β) + α2 + β2

α2—β2

α2 + β2

ή αετα τήν έκτέλεσιν τών πράξεων 3 . . .

1 α2—β2

Έάν οί παρονομασταί τών κλασμάτων είναι άκέραια πολυώνυμο".,
6 κοινός παρονομαστής, είς όν άνάγονται πάντα, είναι παράστασις
διαιρετή δια πάντων τών παρονομαστών τοιαύτη παοάστασις είναι
πάντοτε τό γινόμενον τών παρονομαστών, άλλ' ένίοτε υπάρχει καί
άλλη άπλουστέρα τούτου.

8) Τό γινόμενον τών δύο κλασμάτων

α—β αβ

α2 + β2 α2—β2

είναι λ <«-β).«β

(α2 + β2) (α'2 β2) (α2+β2) (α + β) (α-β)

\ e -, r αβ

και απλουστερον Γ

(α + β)(α2 + β2) '
Ζητήματα προς άσκησαν.

1) Εύρεΐν τήν διαφοοάν (α β)___χ β

Τ 1 α3 —β3 α2+αβ + β2 *

Κοινός παρονομαστής τών κλασμάτων θά γίνη ό α3_β3.

2) Καταστησαι τήν παράστασιν

3γ—δ \ 4 3" ) κπλου,ΐτε?αν· (Απ. -γ).
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3) Εύρεΐν τήν διαφοράν β + β2 ""β"*

4) Άποδεϊξαι τήν άλήθειαν τών επομένων ισοτήτων

(α_β) (γ_δ)=(1+αγ) (1 + βδ)-(1 + αδ) (1 + βγ).

(α2 + β2) (α'2+β'2)-(αα'+ββ')2=(αβ'-α'β)2.
(α2 + β2 + γ2) (α'2 + β'2 + γ'2)-(κα' + β3'+γγ')2=

=(αβ'-α^)2 + (βγ'-β'γ)2+(γα'-γ'α)2.
(α2_|_β2)2==(α2_β2)2+(2αβ)2.
(α24-β2 + γ2)2=(«2—β2—γ2)2+(2αβ)2 + (2αγ)2.

5) Διαιρέσαι χ3ω—ψ3ω δια του —ψω.

Έάν θέσωμεν χω=τα καί ψ™=β, καταντώμεν είς τήν διαίρεσιν

α3—β3 διά του α—β.

6) Πότε ή διαφορά χμ—<x.V- διαιρείται άκριβώς διά του χν—αν;

7) Νά διαιρεθή τό διώνυμον χδψ3—χ3ψ5 διά του χ—ψ

(Άπ. πηλίκον χ3ψ3 (χ -f ψ). )

8) Νά δειχθγί οτι ή παράστασις

(Χ + Ψ + ω)ν—χν—ψν—ων

διαιρείται δι' εκάστου τών άθροισμάτων

χ + ψ, ψ + ω, ω + χ
έάν ό ν είναί περιττός.

9) Νά εύρεθνί τό λάθος είς τήν έξης σειράν τών πράξεων, αίτινες
άγουσιν είς άτοπον έξαγόμενον.

Έστω α=β, τότε θά είναι καί αβ = β2,
προσέτι αβ—α2=β2—α2 ήτοι α(β—α)=(β + α) (β—α),
δθεν επεται (άν διαιρέσωμεν άμφότερα τά ί'σα διά β—α) α=β +α
καί έπειδή α=β, συνάγεται α=2α ή καί 1=2.



ΒΙΒΛΙΟΝ Βr.

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑ.ΘΜΟΥ

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Α'.

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ ΕΝΑ ΑΓΝΩΣΤΟΝ ΠΕΡΙΕΧΟΤΣΑΙ -

'Ορισμοί.

100. Τάς ισότητας, ών τα μέλη έχουσι γράμματα, διακρίνομεν είς
ταυτότητας και είς εξισώσεις.

Και ταύτότητα μέν καλουμεν τήν ισότητα, έάν άληθεύη διά πά-
σας τάς τιμάς έκάστου τών γραμμάτο>ν, τά όποια έχει* οία ι είναι αί
ισότητες ' α.β=β.α, (α + (})2=«2 + 2αβ β2

και πασαι αί έν τοις ποοηγουμένοις εύρεθεισαι.

Έξίσωσιν δέ τήν ισότητα, ητις αληθεύει, μόνον όταν τό γράμμα η -
τά γράμματα λάβωσιν αρμοδίας τιμάς* τοιαύτη είναι η ίσότης

ήτις αληθεύει, μόνον όταν τό γράμμα άντικατχστκθνί ύπό του αριθ-
μού 2.

Τα γράμματα της έξισώσεως, άτινα πρέπει νά άντικατασταθώσιν ύπό
ώρισμένων άριθμών, ίνα άληθεύση ή ίσότης, λέγονται άγνωστοι της έξι-
σώσεως. Οί δέ ώρισμένοι άριθμοί, οίτινες άντικ,αθιστώντες τούς αγνώ-
στους έπαληθεύουσι τήν έξίσωσιν, λέγονται τιμαι τών αγνώστων. 'Εάν
δέ τοιούτοι άριθμοί δέν ύπάρχωσιν, ή έξίσωσις λέγεται άδύνατος.

Οί άγνωστοι παρίστανται συνήθως διά των τελευταίων γραμμάτων
του άλφαβήτου φ, χ, ψ, ω.

Η ευρεσις τών τιμών τών άγνώστων λέγεται λύσις της έξισώσεως·
εΐναι δέ ή λύσις τών εξισώσεων τό κυριώτατον έ'ργον της άλγέβρας* διότι
είς τούτο άνάγεται ή λύσις τών προβλημάτων.

Ισοδύναμοι λέγονται δύο έξισώσεις, όταν αί αύται τιμαΙ τών άγνώ-
στων έπαληθεύωσιν άμφοτέρας.

Έν τή λύσει έξισώσεως οιασδήποτε επιτρέπεται πάσα μεταβολή
αύτης, εάν αγί] είς εξίσωσιν ίσοδύναμον.
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révtxoti c^tÔTTQ-ceç τών έξςαώσεων

101.. ΘΕΩΡΗΜΑ α'.' Έάν προστεθή είς αμφότερα τά μέλη εξισώ-
σεως δ αυτός αριθμός, προκύπτει εξίσωσις ισοδύναμος.

"Εστω ώς παράδειγμα ή έξίσωσις 5χ=15"
έάν εις αμφότερα τα μέλη αύτης προστεθη ό τυχών άριθμός μ, προκύ-
πτει ή έξίσωσις 5χ -f- μ,= 15 -j- μ*
λέγω δέ, ότι αί έξισώσεις αύται είναι ισοδύναμοι.

Διότι, αν άληθέύση ποτέ r, πρώτη (λαμβάνοντος του αγνώστου άρ-
μοδίαν τιμήν), ήτοι άν τά δύο μέλη αύτης γίνωσι δύο 'ίσοι άοιθμοί,
θα μείνωσιν Γσοι καί μετά τήν προσθήκην του μ* επομένως θά άληθεύ"
ση καί ή δευτέρα* καί τάνάπαλιν, άν ή δευτέρα άληθεύση, τα μέλη
αύτής θά μείνωσιν Γσα καί μετά τήν άφαίρεσιν του μ* έπομένως θα
άληθεύση καί ή πρώτη* ώστε αί έξισώσεις αύται είναι ισοδύναμοι.

Έπειδή πάσα άφαίρεσις άνάγεται είς πρόσθεσιν (62), επεται, ότι
και εάν αφαιρεθώ} απ' αμφοτέρων τών μελών εξισώσεως ό αυτός αριθ-
μός, προκύπτει εξίσωσις ισοδύναμος.

γ

Παραδείγματος χάριν ή έξίσωσις χ2 + Χ+ ""7Γ+ Χ,2+ 12

Δ

γ

είναι ισοδύναμος τη χ-|-7=—- -f- 12,

> "

ήν εύρίσκομεν παραλείποντες έξ άμφοτέρων τών μελών τόν αριθμόν χ2.

Πόρισμα α'. Έάν ό προστιθέμενος άριθμός μ είναι αντίθετος όρω
τινί της έξισώσεως, ό όρος ούτος αφανίζεται έκ του μέλους, έν ω εύρι-
σκε το, καί μεταβαίνει είς τό έ'τερον έχων έναντίον σημεΤον οθέν

Δυνάμεθα νά μεταφέρωμεν από τον ενός μέλους εξισώσεως δρον
τινά εις τό ετερον, άρκέΐ νά άλλάξωμεν τό σημείον αυτού.

γ

"Εστω ώς παράδειγμα ή έξίσωσις 3χ — 7=-^- + 5 + 2χ*

Δ

προσθέτοντες είς άμφότερα τά μ.έλη αύτης τόν 7,λαμβάνομεν την ίτο-

γ

δύναμον έξίσωσιν 3χ=—- + 5-{-2χ-{-7,

Δ

έξ ού βλέπομεν, ότι ό ορος 7, όστις εύρίσκετο είς τό πρώτον μέλος έχων
τό σημεϊον —, εύοίσκεται νυν είς τό δεύτερον έχιον τό -j-.

'Ομοίως προσθέτοντες είς άμφότερα τα μέλη τόν αριθμόν —2χ (ή
άφαιοουντες άπ' άμφοτέρων τόν 2χ), λαμβάνομεν τήν ίσοδύναμον έξίσωσιν

3*-2χ=2 +12,

j
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έξ ου βλέπομεν, ότι ό δρος 2χ, όστις εύρίσκετο είς τό δεύτερον μέλος
έχων τό σημειον -f , μετέβη εις τό πρώτον καί έχει νυν τό —.

Πόρισμα β'. Δυνάμεθα νά άλλάξωμεν τά σημεία πάντων τών δοων
της έξισώσεως.

Έστω ή έξίσωσις 8χ—3=5χ--1~+12|

μεταφέροντες τούς όρους του δευτέρου μ,έλους είς τό πρώτον καί τούς
οοους του πρώτου είς τό δεύτερον, λαμβάνομεν

-5χ+Α-12=-8χ + 3·

γράφοντες δέ τό δεύτερον μέλος ώς πρώτον καί τό πρώτον ώς δεύτερον,

εύρίσκομεν _8χ + 3=— 5χ + -|--12.

102. ΘΕΩΡΗΜΑ Β'. Έάν πολλαπλασιασθώσιν αμφότερα τα μέλη
εξισώσεως έπι τόν αύτόν αριθμόν (πλην του 0), προκύπτει εξίσωσις
ισοδύναμος.

γ

"Εστω ώς παράδειγμα ή έξίσοίσις 12χ_-|-8=5χ-{-10-{--^-*

ό

έάν πολλαπλασιάσωμεν τά μέλη αύτης αμφότερα έπί τόν τυχόντα άριθ-
μόν μ, λαμβάνομεν τήν έξίσωσιν

(ΐ2χ+8)μ = (5χ + 10 + ^-)μ

ή 12μχ + 8μ=5μχ + 10μ + ψ ·

λέγω δέ, ότι αί έξισώσεις αύται είναι ισοδύναμοι.

Καί όντως, άν άληθεύση ποτέ ή πρώτη, ητοι άν τά μέλη αύτης γί-
νωσιν ί'σοι άριθμοί, θά μείνωσιν ί'σα καί μετά τόν πολλαπλασιασμόν
αύτών έπί τόν μ· έπομένως θα άληθεύση καί ή δευτέρα* άν δέ πά-
λιν άληθεύση ή δευτέρα, τά μέλη αύτης θά μείνωσιν ίσα και μετά
τήν διαίρεσιν αύτών δια του μ (διότι ό μ διαφέρει του 0)' έπομένως
θά άληθεύση καί ή πρώτη* ώστε είναι ισοδύναμοι.

Επειδή πάσα διαίρεσις (πλην της δια του 0) ανάγεται είς^πολλα-
πλασιασμον (50), επεται, ότι, και άν διαιρεθώσι τά μέλη εξισώσεως
αμφότερα δια του αυτού αριθμού, προκύπτει εξίσωσις ισοδύναμος.

Σημ. α'. Πολλαπλασιάζοντες τα μέλη οιασδήποτε έξισώσεως έπ!
τό 0, εύρίσκομεν πάντοτε 0=0' ήτοι ισότητα, έξ ης ουδείς άγνωστος
δύναται νά όρισθη.
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Σημ. β'. Έάν ό πολλαπλασιαστής ή ό διαιρέτης μ είναι παράστα-
σις περιέχουσα γράμματα διάφορα τών αγνώστων, αί έξισώσεις είναι
ισοδύναμοι μόνον διά τάς τιμάς τών γραμμάτων, αΐτινες δέν μηδενί-
ζουσι την -παράστασιν μ.

Ούτω λ. χ. η έξίσωσις (α -f β)χ=α2-}-αβ-|- β||

έν η ό χ θεωρείται άγνωστος, είναι ισοδύναμος τη

(α + β) (α-β)χ=(α2 + αβ + β2) (α-β)
νίτοι (α2—β2)χ=α3—[i3,

έν οσω υποτίθεται α διάφορον του β, ούχί δέ, και οταν είναι α=β.

'Ομοίως η έξίσωσις (α—β)χ=α2 — β2 είναι ισοδύναμος τη

_α2 — β2

ην εύρίσκ,ομεν διαιρουντες τά μέλη της πρώτης διά του α—β, μόνον
έν όσω τό α είναι διάφορον του β. .

ΣΗΜ. γ'. Έάν ό πολλαπλασιαστής ή ό διαιρέτης μ είναι παράστα-
σις περιέχουσα ένα -ή περισσοτέρους αγνώστους της έξισώσεως, ή προ-
κύπτουσα έξίσωσις δέν είναι έν γένει ισοδύναμος τη πρώτη.

Έστω ώς παράδειγμ.α ή έξίσωσις 5χ— 3=4χ—1,
έξ άν πολλαπλασιάσωμεν τά μέλη έπί τήν παράστασιν χ—1,

εύρίσκομεν (χ-1) (5χ-3)=(χ-1) (4χ-1)·

αληθεύει δέ αύτη, όταν τεθ-Tj χ—1, ούχί δέ καί ή πρώτη.

103. ΠΟΡΙΣΜΑ. Δυνάμεθα ν à εξαλείψω μεν πάντας τούς παρονομα-
στάς τών ορων εξισώσεως. Προς τούτο άρκεΤ; νά πολλαπλασιάσωμεν πάν-
τας τούς δρους αύτης έπί κοινόν τι πολλαπλάσιον τών παρονομαστών.

χ 5 11χ

"Εστω π. χ. η έξίσωσις — -}——=——3χ '

πολλαπλασιάζοντες πάντας τούς δρους έπί τό γινόμενον τών παρονομα-
στών 2.3.5. λαμβάνομεν

2.3.5. +2.3.5. —2.3.5. —2.3.5.3χ,
3 ^ ο

2. 5χ + 3.5. 5=2.3.11χ—2.3.5.3χ,
ητοι 10χ-Η75=66χ—90χ.

"Οταν οι παοονομασταί είναι ώρισμένοι άριθμοί, ό άπλούστατος
πολλαπλασιαστής, δι' ού έξαλείφονται οί παρονομασταί, είναι τό ελά-
χιστον κοινόν πολλαπλάσιον αύτών.

"Εστω ώς παράδειγμα ή έξίσωσις --^Η—

B]T)IiotîîèQiie^ -Bi
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των παρονομαστών το έλάχιστον κοινόν πολλαπλάσιον είνε 24' εάν δε
έπ' αύτό πολλαπλασιάσωμεν άμφότερα τά μέλη (ήτοι πάντας τούς
όρους) της έξισώσεως, εύρίσκομεν

24.-^-24.-^ + 24.-|-==24.^-.(χ + 1),

ή 4χ-.ΐ6χ+9=10(χ + 1). ^

Καί όταν οί παρονομασταί είναι έγγράμματοι, εύρίσκεται ενίοτε πα-
οάστασις διαιρετή διά πάντων τών παρονομαστών καί απλουστέρα του
γινομένου αύτών ή τοιαύτη παράστασις λαμβάνεται τότε ώς πολλα-
πλασιαστής της έξισώσεως.

(α + β)χ (α—β)χ 1 I

Έστω ή έγγραμματος εξισωσις + i

ή παράστασις α2β2(α2—β2) είναι διαιρετή διά πάντων τών παρονομαστώ1»'
επομένως, έάν έπ' αυτήν πολλαπλασιάσωμεν πάντας τούς όρους της έξι-
σώσεως, άπαλλάσσομεν αύτήν άπό τών παρονομαστών καί εύρίσκομεν

α2β2(α + β)2χ + α2β2(α—β)2χ +- α2β'-'=α2—β2,
είναι δέ ή έξίσωσις αύτη ισοδύναμος τη δοθέίση, πλήν όταν είναι α2=β2.

Περί του βαθμού τών έξισώσεων.

104. Βαθμός έξισώσεως, έν η έκαστος τών ορών είναι ή ώρισμένος άριθ-
μός ή μονώνυμον άκέραιον καί έν η όμοιοι όροι δέν ύπάρχουσι, λέγεται
ό μέγιστος τών βαθμών τών μονωνύμων πρός τούς άγνώστους (78).

Κατά ταύτα αί έξισώσεις

3ζ=8> ~χ-9=ο

είναι του πρώτου βαθμού'

αί δε έξισώσεις χ24-5χ=14, χψ=7 είναι του δευτέρου βαθμού.

Λύσις τών έξισώσεων του πρώτου βαθμου
τών ενα άγνωστον περιεχουσών.

105. Την λυσιν έξισωσεως, ενα άγνωστον έχούσης, έπιχειρουμεν συ-
νήθως κατά τόν έπόαενον τοόπον.

α7) Άπαλλάσσομεν αύτήν άπό τών παρονομαστών, έάν έχτ,.
Π Έκτελουμεν τάς σεσημειωμένας πράξεις, έάν ώσι.
γ ) Χωρίζομεν τούς γνωστούς όρους άπό τών έχοντων τόν άγνωστον,
μεταφέροντες τούς μέν πρώτους είς τό εν έκ τών μελών, τούς δέ δευ-
τερους είς τό έ'τερον.



— 53 —

δ') Προσθέτομεν τους όμοιους όρους εν έκάστω μέλει, έάν ύπάρχωσι
τοιούτοι.

Μετά τάς πράξεις ταύτας, έαν ή έξίσωσις είναι του πρώτου βαθμού,
οί μ-έν γνωστοί οροι θα άποτελέσωσιν ώρισμένον άριθμόν η παράστασιν
γνωστήν, οι δέ τον άγνωστον έχοντες, έπειδή ό άγνωστος είναι κοινός
παοάγων αύτών, θα άποτελέσωσι τό γινόμενον αύτου έπί αριθμόν ώρι-
σμένον ή έπί παράστασιν τινα γνωστήν· όθεν ή έξίσωσις θα λάβη τήν
μορφήν ν α.χ=β,

τών α καί β όντων ή ώρισμένων άριθμών ή καί παραστάσεων γνωστών.

Ή έξίσωσις αχ=β είναι ισοδύναμος τη δοθείση- διότι ευρέθη έξ
εκείνης διά πράξεων, αΐτινες τρέπουσιν έξίσωσιν οιανδήποτε είς άλλην
ίσοδύναμον. "Ωστε εις τήν λύσιν τοιαύτης έξισώσεως άνάγεται ή λύσις
πάσης έξισώσεως πρώτου βαθμού.

'ΊΓποθέτοντες νΰν τόν πολλαπλασιαστήν του άγνώστου, ήτοι τόν α,

διάφορον του Ο, καί διαιρουντες άμφότερα τά μέλη της έξισώσεως

β

αχ^=β διά του α, εύρίσκομεν τήν ίσοδύναμον έξίσωσιν χ=— ,

ήτις άληθεύει προδήλως, μόνον οτκν ό άγνωστος αντικατασταθώ) ί'πό

τοΰ — * επομένως καί ή δοθείσα έξίσωσις άληθεύει τότε, καί τότε
α

β

μόνον, οταν ο χ άντικατασταθή υπό του —· ελύθη άρα ή δοθείσα
έξίσωσις.

Μένει νά έξετασωμεν τήν έξίσωσιν αχ=β έν τ·?) μεοικη περιπτώσει,
καθ1 ήν είναι ό α ίσος τω 0* οτε γίνεται Οχ=β, ήτοι 0=β' άλλ' αν
μέν ό γνωστός ορος β είναι καί αύτός ίσος τω 0, ή ΐσότης αύτη γίνε-
ται 0=0 καί άληθεύει οιανδήποτε τιμήν καί άν έχη ό άγνωστος χ*
διότι ούδόλως έν αύτη περιέχεται- άληθεύει άρα καί ή δοθείσα έξίσω-
σις, ώς ισοδύναμος αύτη, οιανδήποτε τιμήν καί άν έχη τό γράμμα χ-
ωστέ έν τη περιπτώσει ταύτη ή πρός λύσιν δοθείσα ώς έξίσωσις ήτο
ταύτατης" άν δέ ό όρος β διαφέρη του Ο, ή δοθείσα έξίσωσις υπό ουδε-
μιάς τιμ,ης του χ έπαληθεύεται, ήτοι είναι άδύνατος* διότι άληθευού-
σης της δοθείσης έξισώσεως, θ* ήτο άληθής καί ή ισοδύναμος αύτη β=0.

106. Έκ τών προηγουμένων συνάγεται, ότι τών εξισώσεων τοϋ πρώ-
τον βαθμοί) αϊ μεν επαληθεύονται υπό μιας μόνης τιμής τοϋ αγνώστου,
αϊ δε νπό ονδεμιας (αί δέ έπαληθευόμεναι ύπό τιμών περισσοτέρων της
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αιας είναι ταυτότητες). Καί αί μέν πρώται, όταν έπ' αύτών έφαρμο-
σθώσιν αί τέσσαρες πράξεις του έδ. 105, άγονται είς τήν μορφήν αχ=β,
έν η ό πολλαπλασιαστής α διαφέρει του Ο; ^'τοί διαφυλάττουσι τόν άγνω-
στον' xi δέ δεύτεραι άγονται είς τήν μοοφήν 0=β' τουτέστιν έν αύταις
πάντες οί τόν άγνωστον εχοντες δροι αφανίζονται, άναιρονντες αλλήλους,
αλλ' ου χι και οί γνωστοί. Έαν δέ ή πρός λύσιν δοθείσα ώς έξ-σωσις είναι
ταύτότης, άγεται διά τών είοημένων πράξεων είς τήν μορφήν 0=0·
τουτέστιν έν αύτη και οί τόν άγνωστον εχοντες οροί αφανίζονται και ο\
γνωστοί ώσαντο)ς.

Παραδείγματα.

,ν νπ ' ι' « ^(χ + 1) ο Χ 1 .
1) Εστω προς λυσιν η εςισωσις ---ό=—-—

ίνα άπαλλάξωμεν αύτήν άπό τών παρονομαστών, πολλαπλασιάζομεν
πάντας τούς όρους αύτης έπί τό γινόμ,ενον τών παρονομαστών 5.8, ότε

εύρίσκομεν 5.8. ^^ —3.5.8=5.8.

$ άπλούστερον 16(χ + 1)—3 . 5. 8=5(χ—1)'

έκτελουντες δέ τάς σεσημειωμένας πράξεις, εύρίσκομεν

16χ + 16—120=5χ—5·

χωρίζοντες δέ τούς γνωστούς όρους άπό τών λοιπών, λαμβάνομεν

16χ—5χ=120 —16—5*

τέλος προσθέτοντες τούς όμοιους όρους, εύρίσκομεν 11χ=99,

,ν γ \ 00

εξ ης και χ = =

ώστε ή δοθείσα έξίσωσις άληθεύει, μόνον όταν ό χ άντικατασταθή υπό
του άριθμου 9. Έάν τωόντι άντικαταστήσωμεν τόν χ ύπό του 9 έν τη
δοθείση έξισώσει, εύρίσκομεν

2(9+1) 3_ 9-1

8

καί μετά τήν έκτέλεσιν τών πράξεων εύρίσκομεν, ώς έ'πρεπε νά συμβη,
τήν άληθη ισότητα 1=1.

2) Έστω ή έξίσωσιο χ . 2χ

7 3 8 "Γ 3

έάν πολλαπλασιάσωμεν πάντας τούς όρους έπί τό γινόμενον 7.3.8,

άπαλλάσσομεν τήν έξίσωσιν άπό τών παρονομαστών καί εύρίσκομεν

3.8.3(χ + 5)—7 .8. 2=7 . 3χ—7 . 8 . 2χ,
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καί μετά τήν έκτέλεσιν τών σεσημειωμένων πράξεων

72χ + 360—112=21χ-|-112χ,

καί μετά τόν χωρισμόν τών δρων 360—112—21χ-}-112χ_72/

καί μετά τήν πρόσθεσιν τών όμοιων όρων 248=61χ

248 \ 4

ες vjc και . -γ =-= 4ι--·

L 61 ^ 61

248

ώστε 6 άριθμός " ^ , μόνος ούτος, λύει τήν δοθεΐσαν έξίσωσιν.

3) "Εστω ΐ έξί*ω<τ1ς + J- + û^V + 2 '

πολλαπλασιάζοντες πάντας τούς ορούς έπί τό ελάχιστον κοινόν πολ-
λαπλάσιον τών παρονομαστή, οπερ είναι 2.5.3, εύοίσκομεν

2.3(7-χ) + 2.5 + 5.χ=2.5.2(χ-1) + 3.5χ,

καί έκτελουντες τάς σεσημειωμένας πράξεις

42 _ 6χ +10 -f 5χ= 20χ-20 + 15χ,
καί χωρίζοντες τούς όρους, 42+10 + 20=6χ—5χ + 20χ-(-15χ
καί προσθέτοντες εύρίσκομεν 72=36χ,

>c r Λ

εξ ης και yr=-_-=2.

ob _

4) + 4 =

πολλαπλασιάζοντες πάντας τούς όρους έπί 2.3, εύρίσκομεν

2.2χ4-5χ + 4.2.3=3.3χ + 2.3.5
καί έκτελουντες τάς πράξεις 4χ-|-5χ-|-24=9χ4-30

καί χωρίζοντες τούς όρους -j- οχ—9χ=30—24

καί προσθέτοντες εύρίσκομεν 0=6*

όθεν βλέπομεν, οτι ή δοθείσα έξίσωσις είναι άδύνατος, ήτοι υπό ούδε-
νός άριθμου έπαληθεύεται.

5) Έστω ή έξίσωσις

έάν έπί 3.4 πολλαπλασιάσωμεν πάντας τούς όρους, εύρίσκομεν

3.(χ-1) + χ=4.(χ-2) + 5
όθεν 3χ-3 + χ=4χ-8 + 5

και 3χ + χ—4χ=3—8 + 5

ήτοι 0=0"

ώστε ή πρός λύσιν δοθείσα ώς έξίσωσις ήτο ταύτότης καί άληθεύει διά
τούτο, οίοςδήποτε άριθμός καί άν τεθη άντί του χ.
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\ 6) "Εστω ποός τούτοις ή εγγράμματος έξίσωσις

α + β ~Γ α—β

έάν πολλαπλασιάσωμεν πάντας τούς όρους έπί το γινόμενον των παρο-
νομαστών (α—β) (a-j-β), εύρίσκομεν

(α-β) (2χ-4β) + (α-β) (α + β)=(α + β) (4α-χ)

καί μετά τήν έκτέλεσιν τών πολλαπλασιασμών

2αχ—4αβ -2βχ + 4β2 + α2—β2=4α2—αχ -f- 4αβ—βχ,
χωρίζοντες δέ τούς γνωστούς δρους άπο τών λοιπών, εύρίσκομεν

2αχ—2βχ -j- αχ -j- βχ=4αβ—4β2—a2 -j- β2+4α2 + 4αβ
και μετά τήν πρόσθεσιν τών ομοίων όρων, 3αχ—βχ==3α2-|-8αβ—3β2'
ήτοι (3α—β)χ=3α2 + 8αβ—3β2.

'Εάν νυν ό πολλαπλασιαστής του χ, ητοι ή παράστασις 3α—β, δια-
φέρη του 0, διαιρουμεν άμφότερα τά μέλη τ*7ίς έξισώσεως ταύτης

3α—β καί εύρίσκομεν τήν τιμήν του χ

--=Κ+3β·

Εάν όμως είναι 3α—β=0, ή'τοι 3α=β, ή διά του 3α—β διαίρεσις
είναι άδύνατος καί ή προηγουμένη έξίσωσις γίνεται 0=0; ώστε έν τγ
περιπτώσει ταύτη ή δοθείσα έξίσίοσις καταντ^ ταύτότης· καί όντως
ύποθέτοντες β=3α, δυνάμεθα νά γράψωμεν αύτήν, ώς επεται

2*-12α +1 = 1=^1, , .Ά—3 -f-1 * "

4α 1 2α ' 2α 2α

έξ ού φαίνεται ότι είναι ταύτότης.

Προς άσκησιν ποοτείνομεν είς λύσιν τάς έπομένας έξισώσεις*

ι\ 3(5Χ-4) χ 4-13

1) -y-=—__ + χ—5 (χ==5)

9) (2χ-1)(2χ + 1) ' " 1 . / 1\

χ 3) ___Χ __ 2 /

α —β a-j-β α2—β2 !ν Χ β y

4) χ-2α==λ-:2β /

^—2β β—2α . 3

Έάν α=β, ή έξίσωσις καταντά ταύτότης.

(«+Ρ))



Προβλήματα,

ών ή λνσις εξαρτάται εκ τής λύσεως μιας εξισώσεως
ενα αγνωστον περιεχούσης.

Πρόβλημα λέγεται ποότασις, έν νί ζητείται νά εύρεθώσιν εν ή πε-
ρισσότερα άγνωστα έκπληρουντα ώρισμένας άπαιτήσεις.

107. Έν παντι προβλήματι διακρίνομεν δεδομένα καί ζητούμενα'
(γνωστά και άγνωστα).

108. Έν τοις άλγεβοικοις ποοβλήμασι καί τά δεδομένα καί τά ζη-
τούμενα είναι πάντοτε άριθμοί* άν δέ είς πρόβλημα περιέχωνται ποσά
τινα, ταύτα ύποτίθενται μεμετρημένα, έκαστον διά της μονάδος αύτοΰ,
καί δι' άριθμών έκπεφρασμένα.

109. "Οροι του προβλήματος λέγονται αί άπαιτήσεις, τάς οποίας
τά ζητούμενα πρέπει νά πληρώσιν, ίνα λύωσι τό πρόβλημα.

Αί κυριώτεραι τών άπαιτήσεων τούτων γίνονται γνωσταί έν οίυτγ
τ*?5 εκφωνήσει του προβλήματος καί όρίζουσι τάς σχέσεις, τάς οποίας
πρέπει νά εχωσι τα ζητούμενα πρός τά δεδομένα' λέγονται δέ αί τοι-
αυται άπαιτησεις επιτάγματα.

'Αλλά πλην τούτων, όταν ό ζητούμενος άριθμος δέν είναι άφηρηρ.έ-
νος, άλλά παριστά ποσόν τι, ό άριθμός ούτος, εξ αυτής τής φύσεως τον
παριστώμένου ποσού και ασχέτως πρός τό πρόβλημα, είναι συνήθως
ύποκείμενος εις δευτερεύοντάς τινας όρους, τούς οποίους ωσαύτως οφεί-
λει νά πληροί* λέγονται δέ οί τοιούτοι όροι περιορισμοί.

Ούτως έν τω προβλήματι :

Εύρειν αριθμόν, ου τό τριπλάσιον υπερβαίνει αύτόν κατά 9, επιτάσ-
σεται τοΰτο μόνον: νά είναι τό τριπλάσιον του άριθμου Γσον προς τον άριθ-
μόν, όταν ούτος αύζηθνί κατά 9 : ώστε, άν παρασταθη ο ζητούμενος άριθ-
μ,ός διά του χ, αί δύο παραστάσεις 3χ καί χ-f- 9 πρέπει νά είναι ί'σαι. Άλλ'
ούδείς ύπάοχει περιορισμός' διότι 6 ζητούμενος άριθμός, ώς αφηρημένος,
δύναται να είνε οιοσδήποτε (θετικός η άρνητικός, άκέραιος ή κλασματικός).

Έν δέ τω προβλήματι :

Πόσα τέκνα εχει πατήρ τις, όστις δίδων είς έκαστον 3 δράχμάς, δί-
δει 9 δραχμάς περισσοτέρας τού αριθμού τών τέκνων;

Έάν διά χ παραστήσωμεν τον άριθμόν τών τέκνων, επιτάσσεται πά-
λιν νά είναι αί δύο παραστάσεις 3/ καί χ + 9 ί'σαΓ* διότι άμφότεραι έκ-
φράζουσι τόν άριθμόν τών δοθεισών δραχμών ώστε ή τό ζητούμενον προς
(ST01X. ΑΛΓΕΒΡΑ) 5
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τά δεδομένα συνδέουσα σχέσις είναι πάλιν ή αύτη. Άλλ' ίνα το πρόβλημα
τούτο λυθγί έν τοις πράγμασιν, απαιτείται να είναι ό ζητούμενος αριθ-
μός ακέραιος καί θετικός' διότι τοιαύτη ή φύσις του παριστωμένου
ποσού* τούτο δέ είναι περιορισμος.

Πρόδηλον δέ, ότι πάντα τά προβλήματα, έν οις ό άγνωστος παρι-
στά ποσόν της αύτης φύσεως, έχουσι τούς αύτούς περιορισμούς.

Καί πάντες οί διά τών γραμμάτων παριστώμενοι άριθμοί, είτε γνω-
στοί ύποτίθενται, εί'τε άγνωστοι, ύπόκεινται συνήθως είς περιορισμούς,
πηγάζοντας έκ της φύσεως του ποσού, όπερ παριστώσιν.

110. Ή λύσις παντός άλγεβοικου προβλήματος συνίσταται έκ τών
έξης τριών μερών.

α'.) Έκφράζομεν διά τών αλγεβρικών συμβόλων τους δρους του
προβλήματος· καί τά μέν έπιτάγματα, ητοι αί τά ζητούμενα πρός τά
δεδομένα συνδέουσαι σχέσεις, έκφράζονται δι' εξισώσεων, τάς όποιας οί
ζητούμενοι άοιθμοί (οί άγνωστοι) πρέπει ν* έπαληθεύωσιν, οί δέ περιο-
ρισμοί άναγράφονται άπλώς πλησίον τών έξισώσεων* ώστε πρώτον εύ-
ρίσκομεν τήν έξίσωσιν ή τάς εξισώσεις τού προβλήματος και τούς περιο-
ρισμούς αυτού.

β'.) Αύομεν τήν έξίσωσιν ή τάς εξισώσεις' ούτως εύρίσκομ,εν έκ πάν-
των τών άριθμών, τίς ή τίνες μόνον δύνανται νά λύσωσι τό πρόβλημα.

γ'.) Έρευνώμεν, αν δ ευρεθείς άριθμός εκ της λύσεως της εξισώ-
σεως πληροί και τούς περιορισμούς τού προβλήματος' ότε είναι πραγ-
ματική λύσις.

Καί δια μέν τήν λύσιν τών έξισώσεων ύπάρχουσιν ώρισμένοι κα-
νόνες· ώσαύτως δέ καί ή εύρεσις τών περιορισμών καί η διεοεύνησις
τών τιμών τών αγνώστων ούδεμίαν συνήθως παρέχουσι δυσκολίαν αλλά
διά τήν εύρεσιν τών έξισώσεων ούδείς δύναται νά δοθ'/j ώρισμένος κανών
ενεκα της άπειρου ποικιλίας τών προβλημάτων άπαιτεΐται πρός τούτο
άσκησις καί δεξιότης του πνεύματος· εις πολλάς περιστάσεις όδηγει
πρός τήν εύρεσιν της έξισώσεως ό έπόμενος κανών.

Σημειούμεν δια τών αλγεβρικών σημείων επι τών γραμμάτων, δι*
ών παρίστανται οι άγνωστοι, και επι τών δεδομένων (άριθμών ή γραμ-
μάτων) τάς πράξεις, τάς οποέας ήόελομ,εν εκτελέσει, αν,
δοθέντων τών αγνώστων, ήθέλομεν νά βεβαιωθώ μεν, αν πληρούνται
οί δροι τού προβλήματος.

Έπονται προβλήματά τινα, έν οις έφαρμόζεται ό κανών ούτος.
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Προβλήματα,

ών ό άγνωστος ούδένα εχει περιορισμόν.

111. Εύρειν αριθμόν, ούτινος τό ήμισυ και τό τρίτον και τό τέταρτον
ττροσλαβόντα και τόν 21 άποτελούσι τόν αριθμόν 73.

Έάν παραστήσωμεν τόν ζητούμενον αριθμόν διά του χ, τό ήμισυ

V ν

αύτου θά παοασταθνί διά του — καί τό τρίτον δια του — καί τό τέ-

2 3

χ

ταοτον διά του — , τό δέ άθροισμα τούτων καί του 21 θά παρασταθη διά του —|—^—J—^—[— 21. Τούτο δέ κατά τήν έκφώνησιν του προ-

ώ Ο Ί

βλήμ,ατος θά είναι ίσον τω 73' ώστε έχομεν τήν έξίσωσιν

έξ ής λύοντες εύρίσκομεν χ==48.

112. Έάν άριθμός τις αύξηθή κατά μονάδα, τό τετράγωνον αύτου
αυξάνεται κατά ο 7' τις δ άριθμός ούτος ;

Έάν παρασταθνί ό ζητούμενος άριθμός διά του χ, τό τετράγωνον αύ-
του θά παοασταθνί διά του y2 άλλ' άν 6 άριθμός αύξηθη κατά μονάδα,
γίνεται χ-}~1, καί τό τετράγωγον αύτου γίνεται (χ-f-l)2' διαφέρουσι
δέ τά τετράγωνα ταύτα κατά 57' ώστε έχομεν τήν έξίσωσιν

(χ+ΐ)2-χ2=57

καί μετά τήν έκτέλεσιν τών πράξεων -f-1=57,

έξ ής εύρίσκομεν χ=28.

113. Εύρειν αριθμόν, εις δν προστιθέμενοι οί 3, ο, 7, 10 συνιστώ-
σιν άναλογίαν.

Έάν διά του χ> παρασταθη ό ζητούμενος άριθμος καί προστεθώσιν
είς αύτόν οί δοθέντες, θά προκύψωσιν οι άριθμοί

χ + 3, χ + 5, χ + 7, ^ χ + 10.

Έπειδή δέ ούτοι συνιστώσιν άναλογίαν, θά είναι τό γινόμενον τών
άκρων ί'σον τω γινομένω τών μέσων, όθεν έ'πεται ή ίσότης

(Χ+3) (χ + 10')·={χ + δ) (χ+7)

καί μετά τήν έκτέλεσιν

τών πράξεων 13χ + 30 = 12χ + 35,
έξ ής εύρίσκομεν χ = 5

Τω όντι δέ οί άριθμοί 8, 10, 12, 15 συνιστώσιν άναλογίαν.
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114. Εύρειν αριθμόν, όστις προστιθέμενος εις άμφοτέρους τους δρους

3 1

του κλάσματος -j^- καθιστά αυτό ίσον τω κλάσματι — .

Παριστώντες τον ζητούμενον άριθμόν διά του χ καί προσθέτοντες

3

αύτόν είς άμφοτέρους τούς δρους τοΰ κλάσματος — , εύρίσκομεν την

έξίσωσιν έξ fa καί χ=4.

10 +χ Δ

115. Εύρεϊν άριθμόν, ούτινος τό τρίτον και τό έκτον άποτελοϋσι τό
ήμισυ τοΰ αύτου αριθμού.

Παριστώντες τόν ζητούμενον άριθμ.όν διά του χ, εύρίσκομεν την ίσό-

X , Χ Χ

τητα _ +

έξ ής μετά τάς πράξεις του εδαφίου 105 προκύπτει 0 = 0"
ώστε πάς άριθμός πληροί τούς δρους του προβλήματος.

116. Εϋρεΐν αριθμόν, όστις προστιθέμενος εις άμφοτέρους τούς δρους

ο

του κλάσματος — καθιστά αυτό ίσον τή μονάδι.
5

Έάν ό ζητούμενος άριθμός παρασταθ'/j διά του χ, θά είναι

3+ Υ

. , — 1, έξ ης εύρίσκομεν 0=2'

Û + X - Γ

τουτ1 έστιν ουδείς τοιούτος ύπάρχει άριθμός καί τό ζητούμενον είναι
άδύνατον.

ΟροβΧήμ,ατα,

εν οΐς δ άγνοιστος άνάγκη νά είναι θετικός άριθμός.

117. Πεζός διανύων ο στάδια καθ' ώραν διώκεται ύπό ίππέως κι-
νήσαντος 10 ώρας μετ' αύτόν και διανύοντος 9 στάδια καθ' ώραν επι
τής αύτής οδού· μετά πόσας ώρας από τής άναγ^ωρήσεώς του δ ιππεύς
θά φθάσ?] τόν πεζόν ;

Τούτο θά γίνγι, οταν τά διανυσθέντα ύπ' άμφοτέρων στάδια θά είναι
ίσα (διότι εκ του αύτου τόπου άνεχώρησαν καί είς τόν αύτόν τόπον
θα φθάσωσι).

Έστω μετά χ ώρας· επειδή ό ίππεύς διανύει είς μίαν ώραν 9 στά-
δια, είς χ ώρας θά διανύσγι 9χ στάδια' άλλα καί ό πεζός θά διανύση κατά τόν αύτόν χρόνον 5χ στάδια' (διότι καθ' έκάστην ωραν διανύει 5
στάδια)' είχε δέ καί πρό της άναχωρησεως του ίππέως διανύσει 5.10
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ήτοι 50 στάδια. Έπειδή δε τά διανυσθέντα στάδια είναι ίσα, θα έχω-
μεν τήν έξίσωσιν 5χ-|-50 — 9χ·

πρεπει δέ να είναι ό χ θετικός αριθμός·

> ~ ^ - - < - 50 1 „

εκ της εςισωσεως ευρισκ,ομεν χ=—j— =12—- ωρας.

4 2

ΣΗΜ. Τήν λύσιν ταύτην εύρίσκ,ομεν καί αμέσως παρατηρούντες, οτι ή
άρχικ,ή άπόστασις του ίππέως καί του πεζοί», ήτις είναι 50 στάδια, έλατ-
τοΰται καθ' έκάστην ώραν (αφ' ού αναχώρηση ό ίππεύς) κατά 4 στάδια.

118. 'Εργάτης χρειάζεται 15 ώρας, ίνα τελειώση έργον τι' δεύτερος
εργάτης χρειάζεται δια τό αύτό έργον 12 ώρας, και τρίτος 20 ώρας-
εις ττόσας ώρας οί τρεις εργάται ομού τελειώοωοι τό έργον ;

Έστω είς χ ώρας' επειδή ό πρώτος χρειάζεται 15 ώρας, ίνα τε-

λειώση τό έργον, είς μίαν ώραν εκτελεί τό —— του έργου, καί έπο-
ι. ο

ν „ Λ

μένως είς y ώρας εκτελεί τα —— του έργου' ομοίως ό δεύτερος εκτελεί

-L Ο

y \ e r y ν \ r r

τα καί ό τρίτος τα - του έ'ργου. Τα τρία ταύτα μέρη του έργου

12 20

πρέπει να άποτελώσιν όλον τό έργον. "Αν λοιπόν παραστήσωμεν τό

έ7ργον δια της μονάδος 1, τά τρία αύτου μέρη θα παριστώνται διά τών

Υ Υ Υ

κλασμάτων και 9Q ^ ^ξί^ωσιν

V 4——=1

I ΟΛ

15 1 12 1 20

πρέπει δέ να είναι καί 6 χ θετικός άριθ^*',.

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=5.

Είναι δέ ή λύσις αύτη παραδεκτή' διότι πληροί πάντας τούς όρους
του προβλήματος.

119. Κρήνη πληροί δεξαμενήν εις 7 ώρας, δευτέρα τις κρήνη δύ-
ναται νά πληρώοη αύτήν είς 9 ώρας καί τρίτη είς 12' οταν δε ρέωσι
πάσαι συγχρόνως επι 4 ώρας, ή δεξαμενή χρειάζεται εισέτι 50 λίτρας,
ίνα πληρωϋ-rj έντελώς. Πόσας λίτρας χωρεί ή δεξαμενή ;

Έστωσαν y αί λίτραι, τάς όποίαι; χωρεί ή δεξαμενή. At χ αύται
λίτραι θά άποτελώνται έκ τών λιτρών, τας οποίας χύνουσιν αί κρηναι
είς 4 ώρας, καί έκ τών 50.

'Αλλ' έκ της πρώτης κρήνης ρέουσι χ λίτραι εις 7 ώρας (διότι είς
7 ώρας πληροί τήν δεξαμενήν)· όθεν είς μίαν ώραν ρέουσι λίτραι
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4γ

Α- καί εις 4 ώοας ρέουσι λίτοαι ομοίως εύρίσκομεν, ότι έκ τών

γ ' k * - ί

c/ ι ^y \ ^χ ·>\ χ

άλλων δύο κρηνών ρέουσιν είς 4 ώρας λίτραι -— και η .

"Ωστε έχομε ν τήν έξίσωσιν + + + 50=χ

και τον περιορισμόν χ=θετικώ αριθμώ.

2

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=—143y^- ' άλλ η λυσις αύτη

απορρίπτεται- διότι δέν πληροί πάντας τούς δρους του προβλήματος'
ώστε τό πρόβλημα είναι άδύνατον έν τοις πράγμασιν.

120. Πατήρ τις άφίνει είς τους τέσσαρας νιους του κληρονομίαν
3530 δραχ. Διατάσσει δε εν τή διαθήκη του να λάβη δ πρώτος .διπλά-
σια του δευτέρου πλην 2000 δραχμών, ό δεύτερος τριπλάσια τού τρί-
του πλην 3000 δραχμών, και ό τρίτος τετραπλάσια τον τετάρτου πλην
4000 δραχμών. Πόσας ελαβεν έκαστος ;

Έν τώ προβλήματι τούτω είναι μέν τέσσαρα τά άγνωστα, τουτέστιν
αί τέσσαρες μερίδες, άλλ' έκ της μεοίδος του τελευταίου υίοΰ ευρίσκον-
ται ευκόλως αί τών λοιπών κατά τούς δρους του προβλήματος. Διά
τούτο παριστώμεν τήν μερίδα τοΰ τετάρτου διά τοΰ χ, τότε η μεοίς
του τρίτου θά είναι 4χ—4000"

ή του δευτέρου 3. (4χ — 4000) —3000, η 12χ —15000'
ή δέ του πρώτου 2. (12χ —15000)— 2000, ητοι 24χ — 32000.

Επειδή δέ τών τεσσάρων υιών αί μερίδες συναποτελοΰσι προδήλως
τήν όλην κληρονομίαν, έπεται ή έξίσωσις

χ-f (4χ—4000) + (12χ—15000) + (24χ - 32000)=3530.

Ο άγνωστος χ πρέπει καί αύτός νά είναι θετικός καί τάς μ,ερί-
όας πάσας νά καθίστα θετικάς.

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ==1330, έκ δέ ταύτης προκύ-
πτουσιν αί μερίδες κατά σειράν —80, _960, 1320, 1330.

Η λυσις αύτη είναι άπορριπτέα ώς μή πληοοΰσα πάντας τούς δοους
τοΰ προβλήματος· ώστε τό πρόβλημα είναι άδύνατον έν τοις πράγμασιν.

121. Ποσόν τι δραχμών διενεμήθη μεταξύ τεσσάρων ανθρώπων, και
ο μεν πρώτος ελαβε τό ήμισυ πλην 6' ό δε δεύτερος τό τρίτον τού υπο-
λοίπου πλην 2· ό δε τρίτος τό τέταρτον τον υπολοίπου πλην 1, και δ
τέταρτος ελαβε τος επίλοιπους 13 δραχμάς. Πόσαι ήσαν αι δραχμαί,
και πόσας ελαβεν έκαστος τών τριών πρώτων ;
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Έάν παρασταθγί ό άριθμός τών δραχμών διά του χ, <5 πρώτος έ'λαβεΝ

yX-6

εμ,εινε δε ύπόλοιπον εκ δραχμών χ — ("çTX—^

ό δεύτερος ελαβεν 6 ]—2, ήτοι — χ·

Ο \ 2 y 6

άφαιρουμένης δε αής μεοίδος ταύτης άπό του πρώτου ύπολοίπου, μένει
ύπόλοιπον 1>~Χ + 6--^Χ' *ίτ01 yX + 6'

ο τρίτος έ'λαβεν -1χ + 6^-1, ήτοι -1^-χ-}--1.

άφαιρουμένης δέ της μερίδος του τρίτου άπό του δευτέρου ύπολοίπου,
μένει ύπόλοιπον -1χ-+ 6— (—χ + -1^, ήτοι -1χ + 11 ·

τούτο δέ είναι τό μεοίδιον του τετάρτου όθεν είναι —χ -f- -—=13.

4 2

Πρέπει δέ νά είναι καί ό χ θετικός καί νά καθιστή καί τάς μερίδας
πάσας θετικάς.

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=30 καί εκ τούτου τάς μερίδας
τών τεσσάρων άνθρώπων 9, 5, 3, 13"

ή δέ λύσις αύτη πληροί πάντας τούς όρους του προβλήματος.

122. Δύο άτμάμαξαι άναχωρονσι συγχρόνως εκ δύο πόλεων άπεχον-
οών 280 στάδια απ αλλήλων και κινούνται επι της μεταξύ τών πόλεων
οδού. CH πρώτη διατρέχει καθ' ώραν 45 στάδια, ή δε δευτέρα 30.
Μετά π όσας ώρας άπό της άναχωρήσεως και εις ποίαν απόστ ασιν άπό
της πρώτης πόλεως fîà σνναντη&ώσιν ;

Εύοεθέντος του πρώτου, εύρίσκεται άμέσως καί τό δεύτερον. Έστω
λοιπόν ή συνάντησις μετά χ ώρας άπό της άναχωρήσεως τών άτμαμα-
ξών. Ή μέν πρώτη, έπειδή καθ' ώραν διατρέχει 45 στάδια, θα δια-
τρέξη κατά τάς χ ώρας 45χ στάδια' ή δέ δευτέρα θά διατρέξγ) 30χ
στάδια. Άποτελουσι δέ τήν στιγμήν της συναντήσεως τα διανυσθέντα
διαστήματα προφανώς τήν άπόστασιν τών δύο πόλεων* ώστε είναι

45χ + 30χ=280·
πρέπει δέ νά είναι καί ό χ θετικός άριθμός.

Έκ της έξισώσεως εύρίσκομεν λύοντες χ=3ωΡ·, 44',

ήτις λύσις πληροί πάντας τούς όρους του προβλήματος.
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ΣΗΜ. Τήν λύσιν ευρίσκει τις καί άνευ έξισώσεως παρατηρών, ότι η
άοχική άποστασις τών άτμαμαξών έλαττοΰται καθ'έκάστην ώραν κατά
τά υπ' αύτών διανυόμενα 75 στάδια.

123. Κύριος σννεφώνησεν ύπηρέτην 230 δραχμάς κατ" ετος καί μίαν
ένδυμαοίαν άποπέμψας δε αυτόν μετά 10 μήνας, εδωκεν είς αυτόν 180
δραχμάς και τήν ενδυμασίαν. Πόσον τιμάται ή ενδυμασία ;

"Εστω χ ή αξία της ένδυμασίας. Ό έτησιος μισθός του ύπηρετου σύγ-
κειται έκ της ένδυμασίας καί έκ τών 230 δραχμών, ητοι είναι 230 +χ*

230 +y

έπομένως ο μηνιαίος είναι -Λ<ΧΙ έ'πρεπε νά λάβν)

1Π 5

——(230+ χ), η —(230 + χ)· έλαβε δέ 180 + χ' ώστε είναι
12 t)

-^-(230 + χ)=180 + χ ·

πρέπει δέ νά είναι καί ό χ θετικός άριθμ,ός.

Έκ της έξισώσεως λύοντες εύρίσκομεν χ=70* ή δέ λύσις αύτη πλη-
ροί πάντας τούς δρους του προβλήματος.

124. Θέλει τις με 55 δραχμάς να άγοράστ] 12 πήχεις εκ δύο υφασμά-
των και τού μεν ενός τιμάται δ πήχυς 5 δραχμάς, τού δε άλλον 3. Πόσους
πήχεις θά άγοράσγ] εκ τού πρώτου υφάσματος και πόσους εκ του δευτέρου;

Έάν παραστήσωμεν διά του χ τούς πήχεις του πρώτου, οί του δευ-
τέρου θα είναι 12—χ.

Επειδή εις πηχυς του πρώτου αξίζει 5 δραχμάς, οί χ πήχεις αξί-
ζουν 5χ δραχμάς.

Επειδή εις πηχυς του δευτέρου άξίζει 3 δραχμάς, οί 12—χ πήχεις
αξίζουν 3.(12—χ).

Καί έπειδή ή ολική άξία τών πήχεων είναι 55 δραχμαί, συνάγεται
ή έξίσωσις 5χ + 3(12—χ)=55·

πρέπει δέ οί άριθμοί τών πήχεων νά είναι άμφότεροι θετικοί.

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=9— καί 12_χ=2— '

. 2 2
ή δέ λύσις αύτη είναι παραδεκτή, ώς πληρούσα πάντας τούς δρους τοΰ
προβλήματος.

125. Εις 32 λίτρας θαλασσίου ύδατος περιέχεται 1 λίτρα άλατος. Πό-
οον γλυκύ ύδωρ πρέπει νά προστεθή είς αυτό, ίνα τεσσαράκοντα λίτραι

του κράματος περιέχωσιν ~ τής λίτρας άλατος ;
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"Ας προστεθώσι χ λίτραι γλυκέος ύδατος· οτε τό κραμα θα έχη \[m

τρας χ-{-32. Έπειδή αί 40 λίτραι του κράματος περιέχουσιν τ.~

5 k ς

λίτρας άλατος, ή μία λίτρα του κράματος θα πεοιέχη άλατοο

200

της λίτρας, καί τό όλον κράμα, ήτοι αί 32-f-χ λίτραι, θά περιέχωσιν
32 Ι y

άλατος λίτρας —άλλα τό έν τω κράματι ύπάρχον άλας είναι μία

λίτρα' όθεν έπεται ή έξίσωσις =1·

200

πρέπει δέ νά εΤναι ό χ θετικός άριθμός.

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=168· ή δέ λύσις αύτη πληροί
τούς όρους του προβλήματος.

126. Είπε τις : εάν μοι τριηλασιάση τις οσα εχω, δίδω είς αύτόν 27
δραχμάς, έξεπληρώθη ή αίτησις του τρις και εχασε πάντα οσα είχε.
Πόσα εϊχεν ;

"Εστωσαν χ αί δραχμαί, τάς όποιας εϊχεν έν άρχ·?)· τό ποσόν τούτο
έτριπλασιάσθη, ήτοι έγινε 3χ, καί έξ αύτου έδωκεν 27 δοαχμάς. Λοι-
πόν τω έ'μειναν δραχμαί 3χ—27* έ'πειτα πάλιν έτριπλασιάσθη τό ποσόν
τούτο καί έκ του τριπλασιασθέντος έδωκεν 27 δραχμάς· ώστε τω έμειναν
3(3χ—27)—27, ή 9χ—108.

'Ομοίως μετά τόν τρίτον τριπλασιασμόν καί τήν πληρωμήν τών 27
δραχμών τω έ'μειναν 27χ—351 " έπειδή δέ έχασεν όλα όσα είχε, θά είναι

27χ—351=0·

πρέπει δέ να είναι 6 χ θετικός άριθμός.

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=13' ή δέ λύσις αύτη πληροί
πάντας τούς ορούς του προβλήματος.

Προβλήματα,

εν οΐς ό άγνωστος ανάγκη νά είναι ακέραιος και θετικός άριθμός.

127. Δώδεκα άτομα (άνδρες καί γυναίκες) εδατιάνησαν ομού δια τό
δεΐπνον 55 δραχμάς· και τών μεν άνδρών έκαστος επλήρωσε 5 δραχμάς,
τών δε γυναικών εκάστη 3. Πόσοι ήσαν οι άνδρες και πόσαι ai γυναίκες;

Εύοεθέντος του πλήθους τών άνδρών, ευρίσκεται αμέσως και τό
πλτ,θος τών γυναικών. Έστω λοιπόν χ ό άριθμός τών άνδρών, τότε ο
τών γυναικών θά είναι 12—χ.



— 66 —

Επειδή έκαστος τών άνδρών έπλήοωσε 5 δραχμάς, οί χ άνδρες έπλη-

ρωσαν δραχμάς 5χ.

'Επειδή εκάστη τών γυναικών έπλήρωσε 3 δραχμάς, αί (12—χ) γυ-
ναίκες έπλήρωσαν 3(12—χ).

Καί επειδή ή όλη δαπάνη του δείπνου είναι 55 δραχμαί, επεται η
έξίσωσις 5χ+3(12-χ)=55'

πρέπει δέ καί ό τών ανδρών καί ό τών γυναικών άριθμ-ός νά είναι ακέ-
ραιοι καί θετικοί.

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=9— καί 12—χ=2— ·

άλλ' ή λύσις αύτη άπορρίπτεται, ώς μη πληρούσα πάντας τούς ορούς
τοΰ προβλήματος.

128. Ερωτηθείς τις, πόσα τέκνα εχει, άπεκρίθη' άγοράσας μήλα ηθέ-
λησα να δώσω 7 είς εκαοτον τέκνον μου, άλλα μου ελειψαν 4, τότε
έδωκα 4 μήλα είς εκαοτον και μου επερίσσευσαν 3. ΤΙόσα τέκνα εϊχεν
δ άνθρωπος ούτος ;

"Εστω χ ό άριθμος τών τέκνων* κατά την πρώτην διανομην ησαν τά
μηλα Ίγ—4" κατά δέ τήν δευτέραν 4γ -f-3' καί έπειδη ο άριθμος τών
μήλων ήτο ό α,ύτός κατ' άμφοτέρας τάς διανομάς, επεται

7χ-4=4χ+3·

πρέπει δέ νά είναι ό χ θετικός καί άκέραιος άριθμός.

Ή έκ της έξισώσεως ταύτης προκύπτουσα λύσις χ=2—- απορριπτέ-
ο

ται ώς μή πληρούσα τούς όρους του προβλήματος.

129. ΕύρεΤν άριθμόν, όστις είτε διά 7 είτε διά 9 διαιρεθή νά άφίνη
ύπόλοιπον 3, τά δε δύο πηλίκα νά διαφέρωσι κατά 4.

"Εστω χ 6 ζητούμενος άριθμός* έπειδη διαιρούμενος διά του 7 η διά
τοΰ 9 άφίνει ύπόλοιπον 3, έπεται, οτι κατά 3 έλαττούμενος διαιρείται
ακριβώς καί ύπό τοΰ 7 καί ύπό του 9' καί τά πηλίκα είναι

^_g y^_g

7— κ0ί1 —9—' ταΰτα διαφέρουσι κατά 4, έπεται η έξί-

σωσις

7 9

πρέπει δέ νά είναι ό χ άκέραιος καί θετικός άριθμός.

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=129' ή δέ λύσις αύτη πληροί
πάντας τούς όρους τοΰ προβλήματος.
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Προβλήματα,

εν οΐς δ άγνωστος ανάγκη νά περιέχηται μεταξν ορίων τινών.

130. 'Οκτώ έργαται εζετέλεσαν τδ —— έργον τίνος εργαζόμενοι 4

ο

ώρας κα& ήμέραν επι 9 ημέρας· πόσας ώρας πρέπει νά εργάζωνται
ήμέραν 15 έργάται, ίνα άποπερατώσωσι τό έργον εις 3 ημέρας ;
"Εστω χ 6 ζητούμενος άριθμός τών ωρών. Έπειδή έκαστος τών 15
έργατών θά έργάζηται χ ώρας τήν ήμέραν, είς τρεις ήμέρας θά έργα-

<τθή 3χ ώρας' χρειάζονται λοιπόν οί 15 έργάται διά τά μένοντα

5

του έργου 3 χ ώρας' επομένως εΤς μόνος εργάτης θά χρειασθη διά τα
4

αύτά —- του έργου 15πλάσιον χρόνον ήτοι 15. 3. χ.
ο

'Αφ' ετέρου οί 8 έργάται διά τό —- του έργου χρειάζονται ώοας

ο ^

4.9" έπομένως εΐς μόνος χρειάζεται ^διά τό 4.9.8 ώρας, καί

4

δια τά —— χρειάζεται Iùoocc 4.9.8.4. Έξισουντες δέ τάς ώοας, τάο

5 1

4

οποίας χρειάζεται εις εργάτης διά τά —■ του έργου, εύρίσκομεν

Ο

15.3χ.=4.9.8.4·
πρέπει δέ ό χ νά είναι θετικός άριθμός καί νά μή ύπερβαίν·/) τόν 24'
διότι τοιούτον είναι φύσει τό ζητούμενον.

3

Άλλ' ή έξίσωσις λυομένη δίδει χ=25-^-' έπομένως ή λύσις αυτή

Ο

άπορρίπτεται ώς μή πληρούσα τούς όρους του προβλήματος' ώστε τό
προτεινόμενον είναι άδύνατον νά πραγματωθν).

131. Αι ήλικίαι δυο ανθρώπων είναι του μεν 50, τον δε 60 ετη.
Ζητείται πότε ή ηλικία τον πρώτον θά είναι ή ήτο πρός τήν τον δευ-
τέρου ώς δ 40 πρός τόν 41.

Αι παραστάσεις 50 + χ καί 60 +χ έκφράζουσι τάς ηλικίας τών αν-
θρώπων μετά παοέλευσιν χ έτών άλλ' αί αύται παραστάσεις έκφράζουσι
καί τάς ήλικίας αύτών προ γ έτών, άν τά παρελθόντα έτη σημαίνωνται
υπό άρνητικών άριθμών. Έπομένως ή έξίσωσις του προβλήματος είναι

50 + χ _ 40 #
60+7" 41 '
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πρέπει. δέ ό αριθμός 50 + χ ώς άριθμός ηλικίας νά είναι θετικός, καί
(5 60 + y (ή μεγαλητέρα ηλικία) νά μη ύπερβαίνν} τήν δυνατην ηλικίαν
τοΰ ανθρώπου. (Έκ του προβλήματος τούτου βλέπομεν, ότι οί περιο-
ρισμοί ενίοτε δέν δύνανται νά έκφρασθώσιν ακριβώς).

Ή έξίσωσις λυομένη δίδει χ=35Ο* άλλά μετά παρέλευσιν 350
ετών ουδέτερος τών ανθρώπων θά ζγ' ώστε ή λύσις αύτη είναι απορ-
ριπτέα καί τό προτεινόμενον είναι άδύνατον έν τοις πράγμασιν.

132. Πατήρ τις είναι 37 ετών, ό δε νΐδς αύτού 9' πότε ή ηλικία τον
πατρός ήτο ή θά είναι διπλασία τής τον νιον ;

Παριστώντες διά του χ τόν ζητούμ,ενον άριθμόν τών ετών (θετικόν
μέν, άν τά έτη είναι του μέλλοντος χρόνου, άρνητικόν δέ, άν του πα-
ρελθόντος) εύρίσκομεν τήν έξίσωσιν

37 4-χ=2(9 + χ)·
οί δέ περιοοισμοί είναι όμοιοι το?ς του προηγουμένου προβλήματος.

Ή έξίσωσις αύτη λυομένη δίδε t y = 19" ή δέ λύσις αύτη είναι
παραδεκτή ώς πληροΰσα τούς ορούς του προβλήματος.

133. Νά μερισθή ό αριθμός 56 εις δύο μέρη τοιαύτα, ώστε τό με-
γαλήτερον δια τού μικροτέρον διαιρεθέν νά παρέχη πηλίκον ο και ύπό-
λοιπον 2.

Έάν διά τοΰ χ παραστήσο>μεν τό μικρότερον τών μερών, τό μεγα-
λήτερον θά είναι 56—χ* έπειδη δέ τούτο διαιρούμενον διά του χ
άφίνει ύπόλοιπον 2, έπεται, ότι κατά δύο έλαττωθέν διαιρείται ακρι-
βώς ύπό τοΰ χ καί παρέχει πηλίκον 5' τουτ' έστι

ν , , *

ποεπει όε αμφότερα τά μερη νά είναι θετικοί καί άκέραιοι άριθμοί.

Η έξίσωσις λυομένη δίδει χ=9' όθεν τά ζητούμενα μέρη τοΰ 56 είναι
9 καί 47' ή δέ λύσις αύτη πληροί πάντας τούς όρους του προβλημ,ατος.

134. Νά μερισθή ό 51 είς δύο μέρη τοιαύτα, ώστε τό τρίτον τον
πρώτον και τό πέμπτον τού δεντέρον νά αποτελώσι τόν 21.

Έστω χ τό πρώτον μέρος' τότε τό δεύτερον θά είναι 51—χ' είναι
όέ, ώς δηλοΐ ή έκφώνησις τοΰ προβλήματος,

πρέπει δέ ό χ νά είναι θετικός άριθμός καί μικρότερος του 51.

Ή έξίσωσις λυομένη δίδει χ=81' έπομένως ή λύσις αυτή απορρί-
πτεται ώς μή πληροΰσα πάντας τούς όρους του προβλήματος.
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Εις τά 9 τέκνα του εδωκεν άνθρωπος τις 53 δραχμάς και εκαστον
μεν κοράσιον ελαβε 5 δραχμάς, έκαστος δε υιός 3' πόσοι ήσαν οι νιοι
και πόσα τά κοράσια ;

Έάν διά του χ παραστήσωμεν τον άριθμόν τών κορασιών, ό άριθμός
τών υιών θά είναι 9—χ.

Έπειδή δέ εκαστον κοράσιον έλαβε 5 δραχμάς, τα χ κοράσια έλα-
βον 5χ δραχμάς.

Καί έπειδή έκαστος υιός έλαβε 3 δραχμάς, οί 9 — χ υιοί έλαβον
3(9—χ) δραχμάς.

Άλλ' ολα ομου τά τέκνα έλαβον 53 δραχμάς· όθεν συνάγεται ή
έξίσωσις του προβλήματος

5χ + 3(9-χ)=53·

πρέπει δέ ό άριθμός χ νά είναι άκέραιος καί θετικός καί μικρότερος του 9·

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=13- ή δέ λύσις αύτη άπορρί-
πτεται ώς μή πληρούσα τούς περιορισμούς του προβλήματος* το πρό-
βλημα λοιπόν είναι άδύνατον* (το άδύνατον του προβλήματος γίνεται
φανερόν κ,αί έκ τούτου, ότι, καί άν ήσαν κοράσια ολα τά τέκνα, πάλιν
θά έλάμβανον μ,όνον 45 δραχμάς καί όχι 53).

135. Δύο πίθοι περιέχουσιν δ μεν 400 δκάδας olvov, ό όέ 280' εάν
άνοιχθώσιν αι στρόφιγγες αυτών, εκρέονσιν εκ μεν τοϋ πρώτον 9 οκά-
δες τήν ώραν, εκ δε τον δευτέρου 7. Ζητείται, αν άνοιχθώσι συγχρόνως
άμφότεραι αϊ στρόφιγγες, μετά πόσας ώρας θα νπολειφθώσιν έν τοΊς
πίθοις ΐσα ποσά οίνου.

'Έστω μετά χ ώρας· τότε θά πεοιέχωνται έν μέν τω πρώτω 400—9χ,
έν δέ τω δευτέρφ 280—7χ* ώστε θά είναι

400—9χ=280—7χ ·

πρέπει δέ ο άριθμός χ νά είναι θετικός καί νά καθίστα άμφότερα τά μέλη
της έξισώσεως θετικά* διότι μετά τήν παρέλευσιν τών χ ωρών πρεπει
νά μένη ποάγματι οίνος έν τοις πίθοις.

Ή έξίσωσις λυομένη δίδει χ=60· άλλά μετά 60 ώρας ούδέτερος τών

r ' * . ■ c , - , 400 ,

πίθων πεοιεχει οινον* όιοτι ο μεν πρώτος κενουται εις ωρας, ο

δέ δεύτερος είς 40* έπομένως ή λύσις αύτη άπορρίπτεται καί τό ποο-
τεινόμενον δέν δύναται νά πραγματωθη.

136. Δύο άνθρωποι εχουσιν δ μεν 100, δ δε 50 δραχμάς· δαπανώσι
δε καθ' εκάστην δ μεν πρώτος 3 δραχμάς, δ δε δεύτερος 2' μετά πό-
σας ή μέρας θά εχωσιν ϊσας δραχμάς;



Έστω μετά χ ημέρας' τότε ό μέν πρώτος θά εχγ ΙΟΟ—3χ, ό δέ
δεύτερος 50—2χ, καί θά είναι 100—3χ=50—2χ·

πρέπει δέ ό χ νά είναι θετικός άριθμός καί νά καθίστα αμφότερα τά
μέλη' τής έξισώσεως θετικά' διότι μετά την παρέλευσιν τών χ ημερών
πρέπει νά έχωσιν άμφότεροι ποσον τι δραχμών.

Ή έξίσωσις λυομένη δίδει χ=50' άλλ' ή λύσις αύτη άπορρίπτεται·
διότι ουδέτερος τών άνθρώπων έχει τι μετά 34 ημέρας* ώστε τό προ-
τεινόμενον είναι άδύνατον έν τοις πράγμ.ασιν.

ϊίαρα,τήρν^σες.

137. Έκ τών προηγουμένων γίνεται καταφανές, ότι ή έξίσωσις μ.όνη
δέν έξαρκεΐ συνήθως είς τήν πιστήν καί τελείαν άλγεβρικην έ'κφρασιν
του προβλήματος* άλλ' είναι άνάγκη νά έπιβάλλωνται έπι του αγνώ-
στου καί περιορισμοί τίνες, ητοι όοοι έκ τ'ης φύσεως του αγνώστου
ποσού πηγάζοντες καί όλως άσχετοι όντες πρός τήν διά της έξισώσεως
έκφραζομένην σχέσιν τών γνωστών πρός τόν άγνωστον. Καί πάντα τά
προβλήματα, έν οίς ή σχέσις τοΰ γνωστοΰ πρός τόν άγνωστον είναι ή
αύτή, άγουσιν είς τήν αύτήν έξίσωσιν, οίαςδήποτε φύσεως ποσά καί
άν περιέχωσι (τοιαύτα λ. χ. είναι τά προβλήμ,ατα τών εδαφίων 124
καί 127), δύνανται όμως νά διαφέρωσι κατά τούς περιορισμούς. Πόσον
δέ σπουδαίως έπιδρώσιν οί περιορισμοί είς τήν λύσιν τοΰ προβλήμα-
τος, έμάθομεν έκ τών λυθέντων προβλημ.άτων.

Πολλάκις είναι δυνατόν δι' έλαφράς τίνος μεταβολής η γενικεύσεως
τών όρων του προβλήματος νά άρωμεν τούς περιορισμούς, η νά καταστη-
σωμεν αυτούς όλιγώτερον στενούς, ώστε η έκ της έξισώσεως εύρισκομένη
λυσις να είναι έφαρμοστή. Ούτως έν τω τελευταίο) προβλήματι, άν παρα-
όεχθώμεν έξ άρχης, ότι τό ποσόν τών δραχμών, άς θά έχωσιν οί άνθρωποι,
δύναται καί άρνητικόν νά είναι ή'τοι άντί περιουσίας νά έχωσιν ί'σον χρέος,
ο περιορισμός έπί τοΰ άγνώστου αίρεται καί ή εύρισκομένη λύσις είναι
έ<ραρμοστή. Όμοίως έν τοις προβλήμασι τών εδαφίων 131 καί 132 παρε-
δέχθημεν έξ άρχης, οτι τό προτεινόμενον δύναται νά γίνη η είς τό παρελ-
θόν ή είς τό μέλλον. Αί γενικεύσεις αύται τών όρων τοΰ προβλήματος δέον
εύΒυς έξ άρχης νά γίνωνται πρό της συντάξεως της έξισώσεως· ούχί δέ
να λύωμεν πρώτον τήν έξίσωσιν καί έπειτα να ζητώμεν την σημασίαν-
της τοιαύτης ή τοιαύτης τιμής του άγνώστου* διότι ό άγνωστος δέν δύ-
ναται βεβαίως διά τών έπ' αύτοΰ έκτελεσθεισών πράξεων νά άποκτησγι
ποτέ σημασίαν, τήν οποίαν ήμεις έξ άρχης δέν έδώκαμεν είς αύτόν.
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Προβλήματα γεν^χά.

138. "Οταν τα δεδομένα του προβλήματος είναι άριθμοί, έπί του ευ-
ρεθέντος άγνωστου άριθμου ουδέν ίχνος τών προς εύρεσιν αύτου γενομέ-
νων πράξεων σώζεται. Άλλ' έν τή άλγέβρα, έπειδή οί έπί των άριθμών
γινόμενοι συλλογισμοί είναι άδιάροροι πρός τό μέγεθος τών άριθμών καί
πρός τό είδος αύτών, (ώς στηριζόμενοι έπί τών γενικών σχέσεων τών
άριθμών), δύναται έκαστος τών δοθέντων άριθμών νά παρίσταται δι' ενός
γράμματος καί τότε τά γράμματα ταύτα διασώζονται μέχρι τέλους έν
τ-yj λύσει και εύρίσκ,ονται έπ ' αύτών σεσημειωμέναι αί πράξεις, αΐτινες
πρέπει νά έκτελεσθώσιν έπ' αύτών, ίνα εύρεθ*?) έξ αύτών ό άγνωστος.
Τούτο δέ καί τήν έξάρτησιν του άγνώστου άπό τών γνωστών σαφεστέ-
ραν ποιεί καί τήν λύσιν του προβλήματος καθίστα γενικήν, δηλαδή
άρμόζουσαν είς πάντα τά προβλήματα^ όσα μόνον κατά τό μέγεθος
(ή καί τό είδος) τών δεδομένων άριθμών διαφέρουσι.

Πρόβλημα, ούτινος τά δεδομένα παρίστανται δι-/ γραμμάτων, λέ-
γεται γενικόν.

139-. Ή έκ της λύσεως γενικού προβλήματος προκύπτουσα τιμή του
άγνώστου περιέχει έν γένει τά γράμματα, δι' ών παρίστανται τά δεδο-
μένα του προβλήματος" ώστε είναι άλγεβρική παράστασις ή τύπος* κατά
τάς διαφόρους δέ τιμάς τών γραμμάτων τούτων ή κατά τάς διαφόρους
υποθέσεις, τάς όποιας κάμνομεν περί αύτών, δύναται τό πρόβλημα να
καθίσταται δυνατόν ή άδύνατον ή άόριστον. Ή έρευνα τών διαφόρων
τούτων περιπτώσεων λέγεται διερεύνησις του γενικού προβλήματος.

Παραδείγματα τοιούτων προβλημάτων καί της διερευνήσεως αύτών
εστωσαν τά έπόμενα.

^ον

140. Πατήρ τις είναι α ετών, δ δε νιος αύτον β* πότε ή ηλικία του
πατρός ϋ-α είναι, ή πότε ήτο, διπλασία της ηλικίας του υίοϋ ;

Ή έξίσωσις του προβλήματος τούτου είναι (παραβλ. έδ. 132)

*+χ=2((}+χ)·

Περιορισμοί. Οί άριθμοί α, β καί β-(-χ, ώς άριθμοί ηλικίας,
πρέπει νά είναι θετικοί* νά είναι δέ καί α^>β* μηδέ πρέπει νά ύπερ-
βαίνγ) τις έξ αύτών τήν δυνατήν ήλικίαν τών άνθοώπων.

Έκ της έξισώσεως εύρίσκομεν τήν τιμήν του άγνώστου.

χ=α_2β.
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Διερεύνη<κς. "Αν είναι α<2β, ή τιμή του y είναι αρνητική·
τουτ' έστι το προτεινόμενον συνέβη είς το παρελθόν· είναι δέ παρ α- Ι
δεκτή ή λύσις αύτη* διότι αί ήλικίαι ήσαν τότε

α + (α_2β) καί β + (α—2β),
ήτοι 2(α—β) καί α—β καί είναι άμφότεραι θετικαί.

Άν δέ είναι α>2β, ή τιμή του χ είναι θετική* τουτ' έ'στι τό προ-
τεινόμενον θα γίνγ] εί^τό μέλλον, όταν ό μέν πατήρ θα είναι 2(α—β)
έτών, ό δέ υιός α—β" είναι δέ παραδεκτή ή λύσις αύτη, εάν ή μεγαλη-
τέοα ηλικία 2(α—β) δέν ύπερβαίνη τήν δυνατήν ήλικίαν των ανθρώπων.

gov

141. 3Εργάτης χρειάζεται α ώρας, ίνα τελειώση έργον τι, δεύτερος ερ-
γάτης χρειάζεται β ώρας διά τό αυτό έργον και τρίτος γ ώρας· είς ττό-
οας ώρας οί τρεις έργάται δ μου θά τελειώσωσι τδ έργον ;

ΙΙεριοριβμοί. Οί άριθμοί α, β, γ, ώς καί ό χ, πρέπει νά έίναι
πάντες θετικοί.

Ή έξίσωσις του προβλήματος είναι (παρβλ. έδ. 118)

λ j λ ι Χ _^ .

α β γ

ι w t / οφγ

και λυοντες ευοισκομ,εν γ =---*

' , αβ + βγ + γα

είναι όέ ή λύσις αύτη παραδεκτή.

3ον

142. Ευρείν άριθμόν, όστις άφαιρούμένος άτι αμφοτέρων τών δρων

■) ' α \ Υ

του κλααματος — να καθιστά αύτό ίσον τώ κλάσματι —— .

Ρ δ

ΙΙερ εορε.σμ.ο£. Οί παρονομασταί β καί δ τών δοθέντων κλασμά -
των πρέπει να διαφέρωσι του 0.

*Η δέ έξίσωσις του προβλήματος είναι

Υ

β—γ δ

,» γ „ ν 'Λ-

ες ης επεται, άν ύποθέσωμεν τόν άριθμόν β—χ διάφορον του Ο,

χ(γ-δ)=βγ—αδ. * (1)

Οθεν ύποθέτοντες τήν διαφοράν γ—δ διάφορον του μηδενός, τουτέ-

στι τό δοθέν κλάσμα διάφορον της μονάδος 1, εύρίσκομεν

βγ—αδ

* V--S ·



— 73 —

Acepeuvvjecç. Πλην τών δύο περιπτώσεων, τάς όποιας έξηοέσα-
μεν, ΐνα φθάσωμεν είς τήν λύσιν ταύτην, είς πάσας τάς λοιπάς ή λύ-
σις είναι παραδεκτή.

Έάν είναι γ = δ, ή έξίσωσις (1) γίνεται 0=γ(β_α),

καί τό προτεινόμενον είναι έπομένως άδύνατον, άν δέν είναι καί g—-β·
έάν δέ καί τούτο συμβαίνγ], ή έξίσωσις (1) καταντ^ 0=0 καί τό πρό-
βλημα είναι άόριστον, ητοι πας άριθμός ποιεϊ τό ζητούμενον.

Έάν ποτε ό τύπος (2) δώση χ=β, ή λύσις αύτη πρέπει νά άπορριφθ*?)·
διότι β—χ ύπετέθη (ΐνα έξαλειφθώσιν οί παρονομασταί) διάφορον του 0"

τούτο συμβαίνει, όταν είναι α=β· τουτέστιν, όταν τό δοθέν κλάσμα —
είναι ί'σον τγί μονάδι 1' καί όντως τότε ό τύπος γίνεται

.Mr-*).

Τ"

οτι δέ τότε τό προτεινόμενον είναι άδύνατον, βλέπει τις εύκόλως

4-ο ν

143. Ενρεΐν αριθμόν, δοτις αφαιρούμενος άπ} αμφοτέρων τών όρων

τοΰ κλάσμα toc — να καθιστά αύτό ίσον τώ άντιστρόφω α υτού,
β

Ή έξίσωσις τοΰ προβλήματος είναι " ^— ^

β I *

IIep&opc<3jj.ôç. Ό β πρέπει νά διαφέρη τοΰ 0, ομοίως καί ό α.
"Οθεν ύποθέτοντες τόν παρονομαστήν β—χ διάφορον του 0, ήτοι χ
διάφορον τοΰ β, εύρίσκομεν (α — β)χ=α2—β2. (1)

Καί άν α — β διαφέοη τοΰ 0, τουτέστιν άν τό δοθέν κλάσμα διαφέρν)

της μοναόος 1, εχομεν —

*rol χ=« + β· (2)

Acepsûvrçatç. Ή λύσις αύτη άομόζει είς πασαν περίπτωσιν πλην
τών δύο έξαιρεθεισών. Καί άν μέν είναι α=β, ή έξίσωσις (I) γίνεται
0=0* όθεν πας άριθμός ποιεί τό έπιταχθέν καί τό πρόβλημα είναι άό-
ριστον. Ή δέ έξαιρεθεισα λύσις χ=β τότε μόνον δίδεται ύπό τοΰ τύ-
-που (2), οταν α=0, ότε προδήλως τό πρόβλημα είναι άδύνατον.

5ον

144. Ενρεΐν άριθμόν, όστις αφαιρούμενος άπ' αμφοτέρων τών ορων

-τον δοθέντος κλάσματος — καθιστά αύτό ίσον τω τετραγώνω αύτοΰ.

Ρ ρ

(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΓΕΒΡΑ) d
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Περ&ορ&βμιός. Ό παρονομαστής β διαφέρει του 0.
Ή έξίσωσις του προβλήματος είναι

α—χ α2

β-χ Ρ t χ

όθεν ύποθέτοντες β—χ διάφορον του 0, εύρίσκομεν

(α2_ β2)χ=αβ(α_β). (1)

Κκί άν (α3—β2) διαφέργι του Ο, επεται ή τιμή του χ-

- (2)

Α α+β V'

Αοερεύνησςς. Ή λύσις αύτη αρμόζει είς πασαν περίπτωσιν,
πλην τών δύο έξαιρεθεισών.

"Αν είναι α2=β2, θα είναι ή α=β, ή α=—β' διότι και τών αντι-
θέτων άριθμών τά τετράγωνα είναι ίσα* καί άν μέν είναι α=β, ή έξι-
σωσις (1) γίνεται 0=0 καί τό πρόβλημα είναι άόριστον, ήτοι πας
άριθμός ποιεί τό έπιταχθέν' άν δέ είναι α=—β, ή αύτή έξίσωσις γί-
νεται 0=2β3, καί έπομένως τό πρόβλημα είναι άδύνατον.

Ή έξαιρεθείσα λύσις χ=β ού^έποτε δίδεται ύπό του τύπου ι2)' διότι,

άν ήτο θα ήτο καί αβ=αβ + β2· όθεν και β2=0, ήτοι β=0'

α + Ρ

όπερ έναντίον τγ) ύποθέσει.

Ο atρατηρήσεις.

145. Έκ των δύο τελευταίων προβλημάτων βλέπομ,εν, ότι δύναται
πρόβλημά τι, κατά τινα. ύπόθεσιν έπί τών δεδομένων αύτου, νά καταντα.
άόριστον(τουτέστι να λύηται ύπό παντός άρίθμου), κατά πασαν δέ άλλην
οσονδήποτε ολίγον διαφέρουσαν ύπόθεσιν νά εχη λύσιν εντελώς ώρισμένην.

Δυνατόν δέ είναι έν τοιαύτη περιπτώσει νά ζητηθη πρός ποίαν τιμήν
πλησιάζει ή τιμή του άγνώστου, όταν τά δεδομένα πλησιάζωσι πρός
την κατάστασιν έκείνην, ήτις καθίστα τό πρόβλημα άόριστον.

Τήν τοιαύτην τιμήν του άγνώστου παρέχει 6 γενικός τύπος της τιμής

αυτου, άφοΰ έξαλειφθη ό τήν έξίσωσιν μηδενίζων καί τήν λύσιν άόριστον

καθιστών κοινός παράγων, έάν τοιούτος παράγων ύπάρχν]. Ούτως έν τω

τελευταίω προβλήματι ό τύπος (2) άληθεύει, οσονδήποτε ολίγον καί άν

διαφέρωσι τά α καί β (αρκείνά διαφέρωσι)* καί έξ αύτου φαίνεται, ότι,

οσω πλησιάζουσι ταΰτα νά γίνωσιν ίσα, τόσω ή τιμή του άγνώστου

,γ , , α. α α

προσεγγίζει προς το ήτοι τό —. 'Ομοίως έν τω προβλήματα
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του έδ. 143 φαίνεται έκ του τύπου (2), οτι ή τιμή τοΰ αγνώστου
προσεγγίζει προς το 2α, οταν τό α καί β τείνωσι νά καταστώσιν ίσα.

146. 'Ωσαύτως είναι δυνατόν κατά τινα ύπόθεσιν έπί τών δεδο-
μένων αύτου νά καθίσταται γ) έξίσωσΐ: τοΰ προβλήματος άδύνατος,
κατά πασαν δέ άλλην όσονδήποτε ολίγον διαφέοουσαν αύτης νά έχνι
λύσιν εντελώς ώρισμένην. Ούτως έν τώ τελευταίω προβλήματι, άν
ύποτεθγί α=—β, ή έξίσωσις γίνεται άδύνατος· διά πασαν δέ άλλην
ύπόθεσιν μικρόν αύτης διαφέοουσαν ή έξίσωσις λύεται.

Έν τγ τοιαύτη περιπτώσει, όσον τά δεδομένα τοΰ προβλήματος
πλησιάζουσι προς την κατάστασιν έκείνην, ητις καθίστα τήν έξίσω-
σιν άδύνατον, τόσον ή τιμη τοΰ άγνώστου αύξάνει καί δύναται νά
ύπερβγί πάντα δοθέντα άριθμόν.

Διότι, της έξισώσεως άχθείσης είς τήν μορφήν αχ=β, ή τιμή τοΰ

άγνώστου είναι * ό μέν α πλησιάζει τότε πρός τό 0, ό

δέ β πρός άριθμόν διάφορον τοΰ 0. 'Αλλά κλάσμα, ούτινος ό παρονο-
μαστής πλησιάζει ποός τό 0, ό δέ άριθμητής πρός άλλον οιονδήποτε
άοιθμόν, αυξάνει καί δύναται νά ύπερβη πάντα δοθέντα άριθμόν διότι,

όταν ό παρονομαστής γίνη τό κλάσμα γίνεται 10β, όταν ό παρο-

νομαστής γίννι , τό κλάσμα γίνεται ΙΟΟβ, όταν y^Q» τό κλάσμα

γίνεται ΙΟΟΟβ* καί ούτω καθεξής.

60ν

Έν τη όμαλ-ρ* κινήσει λέγεται ταχύτης τό καθ' έκάστην μονάδα τοΰ
χρόνου διανυόμ.ενον διάστημα.

147. Δυο κινητά κινούνται πρό αορίστου χρόνου έπι ευθείας γραμ-
μής κίνησιν όμαλήν, και τοΰ μεν πρώτου ή ταχύτης είναι τ, τοΰ όε δευ-
τέρου τ ευρίσκονται δε τήν στιγμήν ταύτην εις τά σημεία Α και Β,
ών ή απόστασις είναι α. Ζητείται ό μεταξύ τής παρούσης στιγμής και
τής συναντήσεως αύτών χρόνος.

— Â Β

ΙΙερ&ορ&σμ.0ς. Ό άριθμός α, ό τήν άπόστασιν ΑΒ εκφράζων,
ύποτίθεται θετικός· έκάτερος δέ τών άριθμών τ καί τ' ύποτίθεται
(κατά τά έν τώ έδ. 66 ειρημεν,α) θετικός μέν, άν τό ύπ' αύτου U-
φραζόμενον διάστημα διανύηται κατά τήν φοράν ΑΒ, άρνητικός δε,
άν κατά την έναντίαν ΒΑ.
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"Ινα λύσωμεν το πρόβλημα τούτο, εύρίσκομεν έν πρώτοις κατα
πόσον θα μεταβληθτ} ή άπόστασις τών δύο κινητών έντός μιας χρο-
νικής μονάδος άπό της παρούσης στιγμής. Καί πρός τούτο διακρίνο-
μεν τάς έξης τέσσαοας περιπτώσεις, αιτινες είναι αί μόναι δύναται.

1) Έ*ν άμφότεροι οί άριθμοί τ καί τ' είναι θετικοί.

2) Έάν άμφότεροι είναι αρνητικοί.

3) Έάν ό τ είναι θετικός, άλλ' ό τ' άρνητικός.

4) Έάν ό τ' είναι θετικός, άλλ' ο τ άρνητικός.

ΐη) Έάν άμφότεραι αί ταχύτητες είναι θετικαί, αί θέσεις τών κινη-
τών είς τό τέλος μιας χρονικής μονάδος θά είναι Ai καί Bj (έ'νθα ή
AA.j έχει μήκος τ καί ή BBj έχει μήκος τ') καί ή άπόστασις αύτών
θα είναι A,Bj* είναι δέ προφανώς

ϊζ 1 Β Βι

Α1Ε1=ΑΒ + ΒΒ1 —AAj^ia + τ'—τ.

2α ) Έάν άμφότεραι αί ταχύτητες είναι άονητικαί, αί θέσεις τών δύο
κινητών είς τό τέλος μιας χρονικής μονάδος θά είναι Α' καί Β' (έ'νθα
Α'Α=ΑΑ1 καί Β'Β=ΒΒ1) "a7 Α ~Β'

ή δέ άπόστασις αύτών θά είναι Α'Β'' είναι δέ

Α'Β'=Α'Α-+ΑΒ—Β'Β

καί έπειδή το μήκος της Α'Α παρίσταται νυν ύπό"του θετικού άριθ-
μου —τ, (διότι ό τ είναι νυν άρνητικός. τό δέ μήκος της Β' Β παρί-
σταται δια του θετικού άριθμου —τ'), επεται

Α 'Β '=■—τ + α + τ '==« -f- τ '—τ.

3^) Έάν ό τ είναι θετικός, άλλ' ό τ' άρνητικός, αβί θέσεις τών δύο
κινητών είς τό τέλος μιας χρονικής μονάδος θά είναι Α} καί Β', ή δέ
άπόστασις αύτών θά είναι ή Aj Β'· άλλ' είναι προδήλως

A Â^ Β7 Β~

AiB'=AB—AAjt —Β'Β·

καί έπειδή τό μήκος της ΛΑ, παριστα ό θετικός άριθμός τ, τό δέ μή-
κος της Β Β παριστα ό θετικός άριθμός — τ', συνάγεται καί πάλιν

ΑΧ Β'==«-[-τ'—τ.

4Τι) Έάν τέλος είναι τ άρνητικόν, άλλα τ' θετικό ν, αί θέσεις τών
δύο κινητών είς τό τέλος μιας χρονικής μονάδος θα είναι Α' καί Β,,
ή δέ άπόστασις αύτών θά είναι Α "Β

ι *

Â Β

είναι δέ A'B^A'A + AB + BBi.
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καί τό μέν μήκος τ-Tjc Α' Α παρίσταται ύπό του θετικού άριθμου_"χ

το δέ μήκος της ΒΒ, ύπό του τ ώστε είναι καί πάλιν

A'Bi^a-f-τ' — τ.

Έκ τούτων βλέπομεν, οτι κατά πάσας τάς δυνατάς περιπτώσεις ή
άπόστασις τών κινητών είς το τέλος μιας χρονικής μονάδος (άπο της
παρούσης στιγμής) θά είναι α-{-τ'—τ, ήτοι είς μίαν χρονικήν μονάδα
προστίθεται είς τήν άπόστασιν α ό άριθμός τ'—τ.

Έπειδη δέ καί είς έκάστην έπομένην χρονικήν μονάδα συμβαίνει παο-

δηλως τό αύτό, ητοι προστίθεται tic τήν άπόστασιν ό αριθμός (τ'_τ),

έπεται, οτι μετά παρέλευσιν δύο χρονικών μονάδων ή άπόστασις θά εινοιι
α-|~2(τ'—τ)· μετά παρέλευσιν τριών α-|-3(τ'—τ) κτλ., καί μετά πα-
ρέλευσιν του χρόνου χ ή άπόστασις τών κινητών θα είναι α-|~χ(τ'—τ).

Ό αύτός δέ τύπος έκφράζει τήν άπόστασιν τών κινητών καί εν τώ
παρελθόντι, άν ό παρελθών χρόνος παρίσταται ύπό άρνητικών άριθμών·
διότι κατά.τόν χρόνον—1, η 1', ή'τοι πρό μιας χρονικής μονάδος (από
της παρούσης στιγμής) η άπόστασις ήτο α—(τ'—τ), ή α-}-1' (τ'—τ),
διότι, αύξηθεΤσα κατά τ'—τ είς τό διάστημα μιας χρονικής μονάδος,
γίνεται α ομοίως κατά τόν χρόνον—2 ήτο α-|-2 (τ '—τ), καί γενι-
κώς κατά τόν χρόνον, οντινα παριστά: ό άρνητικός άριθμός χ, ή άπό-
στασις ητο α-|-χ (τ'—τ).

Τούτου τεθέντος, έπειδη κατά τήν στιγμήν της συναντήσεως ή
άπόστασις τών κινητών γίνεται 0, θά είναι

*+χΚ-τ)=ο (ΐ)

καί έκ της έξισώσεως ταύτης εύρίσκομεν τόν χρόνον τόν από της πα-
ρούσης στιγμής μ-έχρι της συναντήσεως

· (2)

τ—τ

Atepeôvvjacç. Άν ή διαφορά τ — τ' είναι θετικός άριθμός, ή τιμή
του χ είναι θετική καί ή συνάντησις γίνεται είς τό μέλλον άν δέ ή αύτη
διαφορά τ—τ" είναι άρνητικός άριθμός, ή τιμή του χ άποβαίνει αρνητική
καί η συνάντησις έγένετο είς τό παρελθόν άν δέ τέλος είναι τ=τ', ή
έξίσωσις (1) γίνεται α=0" έπομένως ούδεμία ύπάρχει λύσις· άλλα καί
τό πρόβλημα τότε προφανώς είναι άδύνατον (146). "Οσον δέ αί ταχύ-
τητες πλησιάζουσι νά γίνωσιν ί'σαι, τόσον τό σημειον της συναντήσεως
άπομακρύνεται από τών Α καί Β καί 6 χρόνος ό άπο της παρούσης στιγ-
μής μέχρι της συναντήσεως αύξάνει καί καταντα οσον θέλωμεν μέγας.
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ΣΗΜ. Ό τύπος α + χ(τ'—τ) δίδει την άπόστασιν θετικών μεν πρό
της συναντήσεως (υποτιθεμένης της συναντήσεως έν τω μέλλοντι), άο-
νητικην δέ μετ' αυτήν τουτέστι θετικην μεν, &ν η πρός άλληλα θέσις
των κινητών είναι ΑΒ, άρνητικην δε, £ν είναι ΒΑ.

148. Πατήρ τις διέταξεν έν τ η διαθήκη του την διανομην της περι-
ουσίας αύτοΰ εις τους υιούς του ώς έξης. Ό πρώτος να λάβγι α δρα-
χμές και τό — του ύπολοίπου' μετά την άφαίοεσιν της μερίδος του

πρώτου να λάβν] ο δεύτερος 2α δραχμάς και τό - του νέου υπολοί-
που' (χετά την άφαίρεσιν τών μερίδων τούτων νά λάβη ο τρίτος 3α
δοαχμχς και τό — του μένοντος τότε υπολοίπου, και ουτω καθεξής"

συνέβη δέ κατά τον τρόπον τούτον νά διανεμηθγί η ολη περιουσία έξ
Γσου εις τους υιούς, μηδενός ύπολειφθέντος καταλοίπου. Ζητείται πό-
σοι ησαν οί υιοί, πόση η περιουσία και πόση η μεοίς έκαστου.

Εκ του πλήθους τών υιών ευρίσκονται και τα οέλλα εύκόλως*
έ'στω δέ τούτο χ.

Έπειδη ούδέν έ'μεινεν, ό τελευταίος υιός ελαβε μόνον τοσάκις τό α,
όσας μονάδας έχει ό την τάξιν αύτου δεικνύων αριθμός, ητοι ό χ* ώστε
ελαβε μόνον χ. α- τόσα δέ έ'λαβε και έκαστος τών άλλων ώστε οι χ
υίοι ελαβον δραχμάς χ2, oc τόση άρα ητο η περιουσία.

Αλλα κατά την έκφώνησιν του προβλήματος ό πρώτος υιός έ'λαβεν α

δραχμάς και έκ του υπολοίπου ^δηλαδη έκ του (χ2α—α)^ τό

μέρος' ώστε έλαβεν ούτος

y 2α—α

V

Έπειδη δέ πάντες ελαβον οσα και ό τελευταίος, ητοι χα, επεται
η έξίσωσις του προβλήματος

ν2α—α

χα=α + ^—' 1)

ν

ανάγκη δέ να είναι ό χ ακέραιος και θετικός αριθμός.

"Ινχ λύσωμεν την έξίσωσιν (1), διαιρουμεν πάντας τους δοους δια α
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καί άπαλλάσσομεν αύτην άπο των παρονομαστών* ουτω ποοκύπτει
νχ=ν-[-χ2—1· δθεν ν(χ—1 )=χ*— 1.=ΐ=(χ-^-1 ) (χ-fl).

ΚαΙ έπειδη χ—1 διαφέρει του Ο, διαιρουντες δι' αύτου λοε μβάνομεν
ν=χ + 1, ητοι χ=ν—1,

έξ ου βλέπομεν, ότι ό χ θα ε?ναι ακέραιος και θετικός, άν είναι και 6
ν τοιούτος.

Ευρεθέντος του πλήθους των υίών_ ν-1

-η μ.ερίς έκαστου είναι _-jj.

καί η περιουσία είναι α(ν_

Έν τγί εύρέσει της έξισώσεως έληφθη μέν ύπ' οψιν,
ότι ολαι αί μερ ίδες είναι ίσα ι, εξισωθησαν ομως μόνον αί μερίδες του
•πρώτου και του τελευταίου* μένει λοιπόν να δείξωμεν, ότι κατά την
λ,ύσιν, ην εΰρομεν, και των άλλων αί μερίδες είναι ισαιτνί του τελευταίου.
Προς τούτο άποδεικνύομεν, ότι οιοσδήποτε έκ των υίών, έ'στω ό την τά-
ξιν π έχων, θα λάβγι την μ,ερίδα α(ν—1), αν πάντες οί προηγούμενοι
αύτου λάβωσι την αύτην μερίδα. Και δντως του την τάξιν π έχοντος
προηγούνται π—1 υίοί, καΐ έκαστος έ'λαβεν έξ υποθέσεως μερίδα α(ν—1)·
ώστε έ'λαβον ολοι α(ν — 1 (π—1)· ήτο δέ ή περιουσία α(ν — I)2, ώστε
έ'μειναν α(ν-1)2— α(ν—1) (π—1)' ητοι α(ν — 1 ) (ν — π)' έκ δέ τού-
των έ'λαβεν ό την τάξιν π έχων υιός απ δραχμάς και του υπολοίπου
α(ν—1) (ν—π)—απ το ν<™ μέρος* ώστε έ'λαβεν έν συνόλω

α(ν—1) (ν—π)—απ „ α(ν—1) (ν—π)4-παν—απ

απ-|---, ητοι -

ι ν ν

α(ν~1) (ν——1) ^ α(ν—1) (ν—π-}-π) ^ ^
ν ν

Έκ τούτου επεται, ότι ό δεύτερος υιός θά λάβη και αυτός μερίδα
α(ν—1), διότι ό προηγούμενος αύτου την αύτην έ'λαβε μερίδα* και ό
τρίτος θα λάβη μερίδα α(ν — 1)* διότι οί προηγούμενοι αύτου το αύτό
ελαβον, καΐ καθεξής* ώστε απεδείχθη η ισότης πασών των μερίδων.

Προς άσκησιν προτείνομεν είς λύσιν και τα έπόμενα προβλήματα.

1) Πατήρ ερωτηθείς περί της ηλικίας του υίου του άπεκρίθη* μετά
20 ετη η ηλικία του υιου μου θα είναι τετραπλασία της περυσινής.

Ποία η ηλικία του υιου; (Άπ. 8).

2) Άλώπηξ είχε κάμνι 60 πηδηματα, οταν λαγωνικον ηρχισε να
διώκνΐ αύτην* κάμνει δέ ή άλώπηξ 9 πηδηματα,· έν ω χρόνω το λαγω-
νικον κάμνει 6* άλλα 3 πηδηματα του λαγωνικού ίσοδυναμουσι προς 7
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της αλώπεκος. Πόσα πηδήματα θά κάμη τό λαγωνικόν, μέχρις ου
φθάστ] τήν άλώπεκα; (Άπ. 72).

ΣΗΜ. Τό πρόβλημα τούτο λύομεν εύκολώτατα παρατηρουντες, ότι,
άν ληφθη μονάς του χρόνου ό χρόνος τών 6 πηδημάτων του λαγωνι-
κού, ή τών 9 της άλώπεκος, καθ' έκάστην μονάδα χρόνου.η άρχικη
άπόστασις αύτών έλαττουται κατά 5 πηδηματα άλώπεκος.

3) Διόφαντος ό συγγραφεύς του άοχαιοτάτου σωζομένου βιβλίου άλγέ-
βρας έζησε τό έκτον της ζωης του ώς παις καί το δωδέκατον ώς νεανίας,
έπειτα νυμφευθείς έζησε τό έβδομον καί 5 έτη πριν άποκτηση υιόν, όστις
άπέθανΐ. 4 έτη πρό του πατρός του, ζησας τό ήμισυ της ζωης αύτου.
Πόσον έζησεν ό Διόφαντος ; (Άπ. 84 έτη).

4) Έχων τις 100000 δραχμάς μεταχειρίζεται μέρος αύ-ών εις άγο-

2

ράν οικίας' τό τρίτον του ύπολοίπου τοκίζει πρός 4 °/0, τά δέ λοιπά -

3

προς 3 0/0- άπολαμβάνει δέ έκ τών τοκισθέντων χρημάτων έτησιον ει-
σόδημα 2000 δραχμών* ποία ή τιμή της οικίας καί ποία τά τοκισθέντα
προς 4% καί 3% χρήματα. (Άπ. 40000, 20000, 40000).

5) 'Έχει τις είς τόκον κεφάλαιο ν τι πρός 5 °/0 κατ' έτος* μετά δύο
ετη αφαιρεί το τέταρτον του κεφαλαίου, το δέ ύπόλοιπον άφίνει είς
τόκον 8 μήνας, μετά τούς όποιους άφαιρεϊ πάλιν τό τέταρτον (του νέου
κεφαλαίου), τό δέ ύπόλοιπον λαμβάνει μετά 16 μήνας. "Ελαβε δέ έν
τω διαστήματι τών 48 μηνών τόκον 26000 δραχμάς. Ζητείται τό άρ-
χικόν κεφάλαιον. (Άπ. 160000).

6) Δεξαμενή πλήρης ύδατος κενουται διά δύο άνισων κρουνών* άνοί-
γεται ο πρώτος καί έκρέει τό τέταρτον του περιεχομένου ύδατος* τότε
άνοίγεται καί ό έτερος καί έκρέει έξ άμφοτέρων τό ύδωρ. Ούτω δέ κε-
νουνται καί τά λοιπά τρία τέταρτα της δεξαμενής είς μ,ίαν ώραν καν
εν τέταρτον περισσότερον, η όσον έχρειάσθη ό πρώτος κρουνός διά νά
κένωση τό τέταρτον της δεξαμενής. Έάν δέ άμ,φότεροι οί κρουνοί
ήνοίγοντο έξ άρχης, ή δεξαμενή θά έκενουτο έν τέταρτον τ·?|ς ώρας
ταχυτερον. Είς πόσας ώρας έκαστος τών κρουνών θά έκένου μόνος
τήν δεξαμενήν ; (Άπ. ό α ' είς 4 , ό β ' είς 12).

7) Ωρολογίου δεικνύοντος άκριβώς μεσημβρίαν συμπίπτουσιν οι δει-
κται έπί τοΰ 12" μετά πόσην ώραν θά γινγ) ή πρώτη σύμπτωσις τών
δύο δεικτών καί πόσαι συμπτώσεις θά γίνωσιν είς τό διάστημα 12 ωρών ;

5

(Άπ. 1 ώρ. συμπτώσεις 11.)
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ΣΗΜ. Tô πρόβλημα τούτο λύομεν εύκολώτατα .παρατηρουντες, οτι
άπδ μεν της 1.2*Ι« μέχρι της ούδεμία συμβαίνει σύμπτωσις, έν έκαστη
δε των όέλλων ώοων 1—2, 2—3,. . . , 11—12 συμβαίνει μία και μόνη·
ώστε γίνονται έν 12 ώραις 11 συμπτώσεις· έπειδη δέ άμφότεροι οί δει-
κται κινούνται όμαλώς, επεται, οτι ό μεταξύ δύο διαδοχικών συμπτώ-

, \ 12 5
σεων παρεοχόμενος χρόνος είναι — της ώρας, ητοι 1 ώρα 5'— του

πρώτου λεπτού.

8) Έάν το αυτό ώρολόγιον έχγι τοείς δείκτας (τών ώαών, τών πρώ-
των λεπτών καΐ τών δευτέρων λεπτών) καί συμπίπτωσιν οί δεΐκται έπΐ
του 12, μετά πόσα δεύτερα λεπτά ό τών δευτέρων λεπτών δείκτης θα
διαιρνί είς δύο ίσα μέρη την υπό τών άλλων δύο άποτελουμένην γωνίαν :

(Άπ. eo-'-h-I80).'
I 1427/

9) 'Αμάξης τών μεν εμπρόσθιων τροχών η περιφέρεια είναι α ποδών,
τών δέ οπισθίων β. Διανυσάσης δέ της αμάξης διάστημά τι, παρετηρηθη,
οτι οί έμπρόσθιοι τροχοί έκαμαν ν περιστροφάς περισσοτέρας η οί οπί-

(αβν \

"Απ —-- .

ρ—

10) Εύρεϊν έν τω προβλήματι τών δύο κινητών (έδ. 147) πότε η άπ'
άλληλων άπόστασις τών κινητών είναι β. Ι 'Απ. χ=-

11) Δύο ωρολόγια έ'δειξαν συγχρόνως το μέν εν 7 ώρ. 5', το δέ άλλο
8* έ'πειτα πάλιν το μέν πρώτον 9 ώρ. 58', το δέ άλλο την αυτήν στιγ-
μήν 10 ώρ. Πότε τα δύο ταύτα ωρολόγια θα δείξωσι την αύτήν ώραν ;

12) Κινητόν τι απέχει από άλλου κινητού, προς δ διευθύνεται, άπό-
στασιν α, η δέ ταχύτήςτου είναι διπλασία της ταχύτητος εκείνου (καί
της αύτ·^ς διευθύνσεως)' πόσον διάστημα θα διανύση ίνα το φθάσνι ;

('Απ. 2α).

13) Άτμάμαξά τις άνεχώρησε δύο ώρας ύστερον άλλης έκ του αύτου
σταθμού καί διατρέχει τήν αύτήν όδόν, ή δέ ταχύτης αύτης είναι τα

— της ταχύτητος της άλλης, μετά πόσας ώρας θα φθάση αύτην ;

('Απ. 3).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Β'.

ΑΥΣΙΣ OSÛNAHQOTE ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΓ ΒΑΘΜΟΥ
MET* ΙΣΑΡΙΘΜΩΝ ΑΓΝΩΣΤΩΝ

149. Καλείται σύστημα εξισώσεων τό^σύνολον πολλών εξισώσεων,
τας όποιας ποεπει να έπαληθεύωσιν oci αύταί τιμαί των άγνώστων.

Δύο συστήματα εξισώσεων λέγονται ισοδύναμα, εάν αί αύταί τι-
μαί των άγνώστων έπαληθεύωσιν άμφότερα.

Φανερόν δέ, οτι, οταν μόνον εις τον προσδιορισμόν των άγνώστων
άποβλέπωμεν, δυνάμεθα, έχοντες δύο συστήματα ισοδύναμα, να άντι-
καταστησωμεν το εν δια του έτέρου.

Έκ δοθέντος συστήματος εύρίσκομεν «λλο προφανώς ισοδύναμον, έαν
άντικαταστησωμεν μίαν έξίσωσιν δι' άλλης ισοδυνάμου προς αύτην·
το αυτό δέ συμβαίνει, καί άν περισσοτέρας άντικαταστησωμεν, έκά-
στην δι' άλλης ισοδυνάμου προς αύτην.
Παραδείγματος /άοιν τό σύστημα

1+Ψ-4

είναι ισοδύναμον τω έξης

2χ—ψ=8
χ+2ψ=8.

Έκ δοθέντος συστήματος εύρίσκομεν άλλο ισοδύναμον καί δια του
συνδυασμοί» των έξισώσεων πρός άλληλας, κατά τα έξης θεωρήματα.

150. ΘΕΩΡΗΜΑ Α'. 'Εάν

εν σνστήματι εξισώσεων προσδέσω μεν οσας
δήποτε εξισώσεις κατά μέλη και άντικαταστησωμεν μίαν των ττροστε&ει-
σών δια της προκυψάσης, εύρίσκομεν σύστημα ισοδύναμον τω σιρώτω.
Έστω τό σύστημα των έξισώσεων

Α=Α '

Β=Β' (1)

Γ=Γ'

ένθα προς συντομίαν παρεστησαμεν Ικαστον τών μελών δι' ένός μό-
νου γράμματος·

λέγω, οτι τό σύστημα τούτο είναι ισοδύναμον τω έπομένω

A-fB=A'-fB'
Β=Β' -
Γ=Γ'
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ή και τω έξης

A-j-B-f Γ=Α'+Β'-[-Γ'
Β=Β'
Γ=Γ',

άτινα ευρέθησαν «αντικατασταθείσης της πρώτης έξισώσεως του δο-
θέντος συστήματος δι' έκείνης, ήτις προέκυψεν έκ τής προσθέσεως
αύτης της πρώτης καί τών άλλων κατά μέλη.

Διότι, άν εύρεθώσι τιμαί τών άγνώστων ποιοΰσαι τάς παραστάσεις
Α, Β, Γ Γσας ταις Α Β ', F , αί αύται τιμαί θά ποιήσωσι καί τήν παρά-
στασιν Α-|-Β ίση ν τή Α'-}-Β' (διότι, άν είς ίσα προστεθώσιν 'ίσα, καί
τά άθροίσματα είναι ίσα)· ώσαύτως καί τήν παράστασιν A -Ι- Β -f- Γ θα
ποιήσωσιν ί'σην ττί A'-j-B'-f- Γ ' ώστε, άληθεύοντος roô δοθέντος συστή-
τατος, άληθεύουσι καί τά άλλα" άν δέ πάλιν εύρεθώσι τιμαί τών άγνώ-
στων έπαληθεύουσαι τό δεύτερον σύστημα, ήτοι ποιουσαι τάς παοαστάσεις
Α -|-Β, Β, Γ ί'σας ταΐς Α'-)-Β', Β', Γ", αί αύται τιμαί θά ποιήσωτι καί
τήν παράστασιν Α ί'σην τή Α ' (διότι, άν άπό τών ίσων Α-|-Β καί A'-f-B'
άφαιρεθώσιν ί'σα, τά Β καί Β' τά ύπόλοιπα θά είναι ίσα), ήτοι θά έπαλη-
θεύσωσι καί τό πρώτον σύστημα" ώστε τό δεύτερον σύστημα είναι ίσοδύ-
ναμον τω δοθέντί" ομοίως άποδεικνύεται καί τό τρίτον ίσοδύναμον αύτου.
"Εστω ώς παράδειγμα τό σύστημα τών έξισώσεων

χ + ψ=18

χ-ψ== 6,

τάς όποιας θα εύρίσκομεν, άν προετείνετο νά εύρεθώσι δύο άριθμοί
εχοντες άθροισμα 18 καί διαφορά ν 6.

'Εάν ποοσθέσωμεν τάς έξισώσεις ταύτας κατά μέλη καί άντικατα-
στήσωμεν τήν δευτέραν διά της προκυπτούσης έξισώσεως, εύρίσκομεν
το ίσοδύναμον σύστημα

2χ=24

είναι δέ ή λύσις τούτου εύκολωτέρα" διότι έκ της πρώτης προσδιορί-
ζεται ό χ, χ=12'

έάν δέ ή τιμή αύτη του χ τεθη είς τήν δευτέραν (διότι καί αύτή πρέ-
πει νά έπαληθεύηται ύπό της αύτης τιμής του χ), προκύπτει

ψ_|_12=18· όθεν ψ=6·

ώστε ή λύσις του δοθέντος συστήματος είναι χ=12 ψ=6.

Qapa/c^pvjac^. Δυνάμεθα, πριν προσθέσωμεν τάς εξισώσεις, να
πολλαπλασιάσωμεν αύτάς έπί οίουςδήποτε άριθμούς διαφόρους του 0.
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Παραδείγματος χάριν, τό σύστημα (1) είναι ίσοδύναμον τω έπομένω

^Α+νΒ+ρΓ^μΑ' + νΒ' + ρΓ'

Γ=Γ',

ε ν θα μ, ν, ρ είναι οίοιδήποτε άριθμοί (διάφοροι του Ο).
Έστω ώς παράδειγμα τό σύστημα

χ+3ψ=9
2χ—ψ=4.

Έάν προσθέσωμεν τάς εξισώσεις ταύτας κατά μέλη, άφου πολλα-
πλασιάσωμεν τήν πρώτην έπί 1 καί την δευτέραν έπί 3, εύρίσκομεν
το ίσοδύναμον σύστημα

7χ=21
χ + 3ψ= 9

έξ ού εύρίσκομεν εύκόλως χ=3, καί ψ=2.

151. ©EùPHMA Β'. Έάν εν σνστήματι μία τών έξισώσεων είναι τής
μορφής χ=Α, εν&α χ είναι εις τών αγνώστων, και αντικαταστήσω μεν
εν ταΐς λοιπάίς (ή εν πάσαις ή καί εν τισι μόνον) τό χ νπό τον Α, εύ-
ρίσκομεν σύστημα ίσοδύναμον.

"Εστω τό σύστημα Α

Β=β
ν/ Γ=Τ·

Λέγω, ότι τούτο είναι ίσοόύναμον τω έξης

χ=Α '

Γ'=γ''

ένθα διά τών τονιζομένων γραμμάτων παρεστησαμεν τάς εκ τών άτονων
προκύπτουσας παραστάσεις, οταν άντικατάσταθΐ) έν αύταΐς τό χ ύπό του Α.
Καί

όντως, οποτερον τών συστημάτων τούτων καί άν άληθεύση, τό υ
καί τό Α γίνονται ίσοι άριθμοί· έπυμένως καί τό έτερον σύστημα θά
άληθεύσν)· διότι ή μόνη διαφορά μεταξύ αύτών είναι, ότι τόν τόπον
του χ έν τώ πρώτω κατέχει τό Α έν τω δευτέρω.
Έστω ώς παράδειγμα τό σύστημα

χ=2ψ— 1
4χ+ ψ=41.

'Εάν άντικαταστήσωμεν είς τήν δευτέραν έξίσωσιν τό χ ύπό του
ισου αύτώ 2ψ—1, εύρίσκομεν τό ίσοδύναμον σύστημα
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χ=2ψ—1
4(2ψ—1)4-Ψ=41·

καί επειδή η δευτέρα έξίσωσις εχει ενα μόνον άγνωστον, τον ψ, λύον-
τες αύτην εύρίσκομεν ψ=5*

όθεν έκ της πρώτης (μετά την άντικατάστασιν τ*?ίς τιμής ταύτης
του ψ) ευρίσκεται χ=9.

ÏMccpKK'C^favjotç.

152. "Οταν δυνάμει ένός των θεωρημάτων τούτων συνδυάζωμεν πολ-
"λάς εξισώσεις οΰτως, ώστε η εξ αύτών προκύπτουσα να μη έχη ενα
των άγνώστων, λέγομεν, ότι απαλείφομεν τον αγνωστον τούτον* ο δέ
τοιούτος συνδυασμός των έξισώσεων λέγεται απαλοιφή του άγνωστου
τούτου. Ή λύσις παντός συστήματος έξισώσεων γίνεται, ως κατόπιν
θα μάθωμεν, δια της άπαλοιφης.

Λ.ύσες; δύο έξισώσεων το$ πρώτου βαβμ.ο$
δύο αγνώστους έχουβών.

153. Πάσα έξίσωσις του πρώτου βαθμού δύο έχουσα άγνωστους, οταν έφαρμοσθώσιν έπ' αύτης αί πράξεις του έδ. 105, λαμβάνει την
μορφην + βψ=Τ >

ενθα α, β, γ είναι γνωσταί παραστάσεις η ώρισμένοι άριθμοί, χ δέ καί
ψ οί άγνωστοι.

Άλλ' obJ έχωμεν μίαν μόνην τοιαύτην έξίσωσιν, δυνάμεθα κατ' απεί-
ρους τρόπους νά έπαληθεύσωμεν αύτην* διότι άντικαθιστώντες τον ετε-
ρον των άγνώστων, έστω τον ψ, δι' οιουδήποτε θέλωμεν άριθμου, εύ-
ρίσκομεν έξίσωσιν ενα μόνον αγνωστον περιέχουσαν τον χ, του οποίου
η τιμη προσδιορίζεται έκ της έξισώσεως ταύτης.

"Εστω ώς παράδειγμα η έξίσωσις 7 χ— 5ψ = 1

θεωοουντες τόν ψ ώς γνωστόν καί λύοντες την έξίσωσιν προς τόν χ,

εύρίσκομεν Χ~-γ--»

εάν δέ ύποθέσωμεν ψ=0,

εύρίσκομεν έκ της έξισώσεως χ==—,

Εκάστη τιμη του ψ μετά της αντιστοιχούσης τιμής του χ άποτε-
λουσι μίαν λύσιν της δοθείσης έξισώσεως· ωστε ή τοιαύτη έξίσωσις εχει
λύσεις άπειρους το πλή&ος.

1, 2, 3, 4,
6 11 16 ο
Τ' ~7~' Τ-' à,
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154. Θεωρήσωμεν νυν σύστημα δύο πρωτοβαθμίων έξισώσεων δύο
άγνωστους περιεχουσών εστω δέ ως παράδειγμα το σύστημα

3χ—4ψ=17
2χ+5ψ=19.^

Έκ του συστήματος τούτου δυνάμεθα πάντοτε νά πορισθώμεν ετερον
ίσοδύναμον καί του οποίου ή μία των έξισώσεων να μη περιέχη ενα:
άγνωστον, η, οπερ το αυτό, δυνάμεθα να άπαλείψωμεν ενα άγνωστον.

Καί όντως έκ του θεωρήματος (150) έμάθομεν, οτι δυνάμεθα νά άντι-
καταστήσωμεν μίαν τών δοθεισών έξισώσεων δι' έκείνης, ην λαμβάνομεν
προσθέτοντες κατά μέλη τας δοθείσας πολλαπλασιασμένας επί οιουσδήποτε
αριθμούς" δυνάμεθα δέ να έκλέξωμεν τους πολλαπλασιαστές ούτως, ώστε
οί συντελεσταί ένος άγνωστου νά γίνωσιν αντίθετοι άριθμοί τότε προσθέ-
τοντες τας εξισώσεις εύρισκομεν έξίσωσιν μη περιέχουσαν τον άγνωστον
τούτον, τουτ' έ^τιν άπαλείφομεν αύτον έκ τών δοθεισών έξισώσεων. Εις
το ληφθέν παράδειγμα, έαν θέλωμεν να άπαλείψωμεν τον ψ, οι τοιούτοι
πολλαπλασιασταί είναι, της μέν πρώτης έξισώσεως ό 5, της δε δευ-
τέρας ό 4* διότι πολλαπλασιάζοντες έπ' αύτούς λαμβάνομεν

15χ—20ψ= 85
8χ+20ψ= 76
καί προσθέτοντες 23χ =161*

επομένως το δοθέν σύστημα είναι ίσοδύναμον τω έξης

3χ—4ψ=17
23χ=161.

Αλλ η λυσις του τελευταίου τούτου συστήματος είναι εύκολωτάτη*
διότι ή δευτέρα έξίσωσις, ως έχουσα μόνον τον χ, προσδιορίζει αύτον καί
δίδει χ=7' εάν δέ ή τιμή αυτη του χ αντικατασταθώ είς την πρώτην
(διότι καί αυτη ύπο της αύτης τιμής του χ πρέπει νά έπαληθεύηται),
μένει είς αύτήν άγνωστος μόνον ό ψ, καί επομένως προσδιορίζεται έξ.
αύτης· ούτως εύρισκομεν 21—4ψ=17, έξ ψ=1*

ωστεαI μόναι τίμαϊ τών άγνωστων, αι το δοθέν σύστημα έπαληθεύου-
σαι, είναι Χ=7, ψ=1

155. Ή μέθοδος αυτη, δι' ής άπαλείφεται 6 ετερος των άγνωστων
έκ τών δύο έξισώσεων καί λύεται το σύστημα, λέγεται μέθοδος της:
προσδέσεως. Παρατηρητέον δέ, 6τι ώς πολλαπλασιασταί δύνανται πάν-
τοτε να ληφθώσιν οί συντελεσταί του άπαλειπτέου άγνωστου, έαν 6 συν-
τελεστής εκάστης τών έξισώσεων πολλαπλασιάσω την άλλη ν διότι τότε
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είς άμφο τέρας τάς εξισώσεις προκύπτει συντελεστής του άπαλειπτέου
άγνώστου το γινόμενον των συντελεστών αύτου έν ταΓς δεδομέναις
Συνήθως οί πολλαπλασιασταί λαμβάνονται θετικοί, καί άν μέν ο προ
κύπτων κοινός συντελεστής του άπαλειπτέου άγνώστου έχη έναντία
σημεία είς τάς δύο εξισώσεις, ποοσθέτομεν αύτάς κατά μέλη, ότε ο
άγνωστος, απαλείφεται* άν δέ έχη τό αύτό σημεΐον είς τάς δύο εξι-
σώσεις; πριν ποοσθέσωμεν, άλλάσσομεν τά σημεία πάντων τών οοων
της ετέρας τών έξισώσεων.

Άλλ' άπλούστερον είναι νά λαμβάνωμεν τό ελάχιστον κοινόν πολ-
λαπλάσιον τών δύο συντελεστών του άγνώστου και τούτο νά καθιστώ-
μεν κοινόν συντελεστήν αύτου είς τάς δύο έξισώσεις (ώς έν τ-yj ανα-
γωγή δύο κλασμάτων είς τόν αύτόν παρονομαστήν)· γίνεται δέ τούτο,
έάν έκατέρα τών έξισώσεων πολλαπλασιασθώ έπί τό πηλίκον του ελα-
χίστου κοινού πολλαπλασίου διαιρεθέντος διά του συντελεστοΰ

του

άγνώστου εν τη αύτη έξισώσει.

ΓΙ αραδείγματα.

1«ν) 7χ— 8ψ=19

13χ—6ψ=53

Τών συντελεστών του ψ ελάχιστον κοινόν πολλαπλάσιον είναι 6 24'

24

έπομ-ένως πολλαπλασιάζομεν τήν ποώτην έξίσωσιν έπί —, ήτοι 3,

24

καί τήν δευτέοαν έπί —— ή 4 ούτως εύρίσκομεν

6

21 χ—24ψ= 57
52χ—24ψ=212,

άλλάσσοντες δέ τα σημεία πάντων τών δρων της πρώτης καί προσθέ-
τοντες επειτα τάς έξισώσεις κατά μέλη, εύρίσκομεν

31χ=155,
έξ χ=5·

άντικαθιστώντες νυν τήν τιμήν ταύτην του χ είς τήν έτέραν τών δο-
θεισών (διότι ή εύρεθεισα έξίσωσις μεθ' έκατέοας τών δοθεισών άποτε-
λουσι σύστημ.α ίσοδύναμον τω δοθέντι), έστω είς τήν πρώτην, καί
λύοντες επειτα πρός τόν ψ εύρίσκομεν

35 —8ψ—J9, έξ ής Ψ=2.

2ον) χ__2ψ=—9

χ + 5ψ=2β.
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Επειδή ό χ εχει τόν αύτόν συντελεστών εις τάς δύο εξισώσεις, άπα-
λείφομεν αύτόν πρός τούτο άλλάσσομεν τα σημεΤα πάντων τών ορων
της ποώτης καί προσθέτομεν άμφοτέρας κατά μέλη· ούτως εύρίσκομεν

7ψ=35, έξ ης ψ=5'

άντικαθιστώντες δέ τήν τιμήν ταύτην του ψ είς την πρώτην έξίσωσιν
εύρίσκομεν χ_2.5=—9, έξ ης χ=1.

3<") 5χ + 2ψ=0

9χ+8ψ=1.

Επειδή ελάχιστον κοινόν πολλαπλάσιον τών συντελεστών του ψ είναι
ό συντελεστής της δευτέρας, πολλαπλασιάζομεν τήν πρώτην έπί 4 (τό-
πηλίκον αύτών) καί εύοίσκομεν

' 20χ + 8ψ=0

9χ+8ψ=1,

άλλάσσοντες δέ τα σηαεια της δευτέρας καί προσθέτοντες κατά μέλη,

εύρίσκομεν 11χ=—1, έξ νίς χ=--— *

και άν-t ικαθιστώντες τήν τιμήν ταύτην του χ είς τήν δευτέραν εύρίσκομεν

-Α+8ψ=ι, .

3χ—16ψ= 1
4χ + 25ψ=12·

πολλαπλασιάζοντες τήν πρώτην έπί —4 καί την δευτέραν έπί 3 καί
προσθέτοντες κατά μέλη τάς έξισώσεις άπαλείφομεν τόν χ (προτιμώμεν
δ αύτόν ώς έχοντα μικροτέρους συντελεστάς) καί εύρίσκομεν

139ψ=32, έξ ής ψ=~·

και άντικαθιστώντες τήν τιμήν ταύτην του ψ είς τήν ποώτην, εύρίσκομεν
q 1 , 32 Η 217

50ν) 5χ—3ψ= 8

15χ—9ψ=12·

άπαλείφοντες τόν ψ εύρίσκομεν 0=4-12' ώστε τό σύστημα τοΰτο είναι
ίσοδύναμον τω έπομένω

0=12
5χ—3ψ=8·

επειδή δέ τούτο εΖναι άδύνατον, επεται, οτι και τό.δοθέν είναι άδύνατον.
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6ον χ—3ψ=8

4χ—12ψ=32.

άπαλείφοντες τον χ εύρίσκομεν τό ίσοδύναμον σύστημα

0=0
χ-3ψ=8,

οπερ έχει μόνον μίαν έξίσωσιν καί επιδέχεται διά τούτο λύσεις άπειρους
το πλήθος· άρα καί τό δοθέν είναι τοιούτον καί όντως ή δευτέρα έξίσωσις
είναι ισοδύναμος τη πρώτη ,ώς προκύπτουσα έξ αυτής πολλαπλασιασθείσης
έπί 4· ώστε εδόθη κυρίως μία μόνον έξίσωσις μεταξύ τών δύο άγνωστων.
* 156. "Εστω τέλος τό γενικόν σύστημα

<*χ + βψ=γ

^ α'χ+β'ψ=γ\ '

"Ινα άπαλείψωμεν μεταξύ τών δύο έξισώσεων τόν άγνωστον ψ, πολ-
λαπλασιάζομεν τήν μέν πρώτην έπί β', τήν δέ δευτέραν έπί —β καί
προσθέτομεν έπειτα αύτάς κατά μέλη, οτε εύρίσκομεν

(<*β'-α'β).χ=γβ'-γ'β,
έξ ής, ύποθέτοντες τήν παράστασιν αβ' - α'β διάφορον του 0, λαμβά-

νομεν τήν έπομένην τιμήν του χ

* '_α 'β ■

'Ομοίως άπαλείφοντες τόν χ, εύρίσκομεν

ψ=

■γα

αβ —α'β *

"Ωστε, αν ή τταράστασις αβ'—α'β διαφέρη τον 0, ιό σύστημα τών
εξισώσεων (1) επιδέχεται μίαν λύσιν καί μίαν μόνην ήτοι ύπάρχει μία
τιμή του χ καί μία του ψ έπαληθεύουσαι τό σύστημα.

*157. Μένει πρός έξέτασιν ή περίπτωσις, καθ' ην είναι

αβ'—α'β=0·
καί ταύτην ύποδιαιρουμεν είς τρεις άλλας.

1) Άν άμφότεραι αί έξισώσεις έχωσιν άγνώστους,

Τότε έκ τών συντελεστών α, β εΤς τούλάχιστον διαφέρει του 0 (ομοίως
καί έκ τών α', β')" έστωτοιοΰτος ό α' λέγω, ότι καί ό α'θά είναι διάφορος
του Ο' διότι, άν ήτοα'=0, ή ίσότηςαβ'—α'β=0 (ήτις συνδέει νυν τούς
συντελεστάς) θά έγινετο αβ'=0· όθεν καί β '=0, ήτοι άμφότεροι οί συν-
τελεσταί α' καί β' θά ?]σαν 0, καί έπομένως ή δευτέρα έξίσωσις δέν θά
εϊχεν άγνώστους* όπερ εναντίον τη ύποθέσει" ώστε ό α' διαφέρει του 0.

(ΣΤΟ1Χ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 7



— 90 —

Τούτου τεθέντος, άν πολλαπλασιάσωμεν την δευτέραν έξισωσιν επί *
χοά εχωμεν ύπ' δψιν τήν ισότητα αβ α, φέρομεν τό δοθέν σύστημα:

(1) eic την μορφήν

<*χ+βψ=γ *χ+βψ=ϊ

ητοι γ'α

Άλλ' ή δευτέρα έξίσωσις η ούδόλως διαφέρει της πρώτης (έαν είναι

Τ α ϊσον τω γ),έπομένως έδόθη μία μόνη έξίσωσις· % είναι ασυμβίβαστος

α '

'α

προς αύτήν (εάν L__ διαφέοτ] του γ)' διότι ό αυτός αριθμός αχ + βψ

δέν δύναται να είναι ίσος προς δύο διαφόρους αριθμούς. Καί &ν μέν <xl
δύο έξισώσεις του συστήματος είναι μία καί ή αύτη, τό σύστημα έπι-
δέ^εται άπειρους τό πλήθος λύσεις (έδ. 152)' έαν δέ είναι άσυμβίβα-
στοι, ουδεμία υπάρχει λύσις.

2) "Αν μία μόνη έξίσωσις έχη αγνώστους· τότε τό σύστημα είναι

'θ=γ
α'χ-f β'ψ=γ',

πληρούται δέ άληθώς καί ή ίσότης αβ'—α'β=0" αλλά τότε, άν μέν ο
γ διαφέον/του 0, είναι άδύνατον το σύστημα, δέ είναι γ=0, περιο-
ρίζεται είς μίαν μόνην έξίσωσιν α'χ-|-β'ψ=γ ', ητις περιέχει yJ τόν Ivoc
άγνωστον ή άμφοτέρους" καί άν μέν περιέχη τόν ενα μόνον άγνωστο ν,
ορίζει αυτόν* άλλ' ό άλλος μένει άόοιστος' άν δέ περιέχν] καί τους δύο,
επιδέχεται λύσεις άπειρους τό πλήθος (έδ. 152)" ώστε καί πάλιν τό
σύστημα είναι ή άδύνατον η αόριστον.

3) "Αν μήτε ή μία έξίσωσις μήτε ή άλλη έχη άγνωστον, τότε τό
σύστημα είναι 0=γ

°=r'·

άλλα τότε, άν μέν άμφότερα τα γ, γ' είναι 0, άληθεύει τό σύστημα
δια πάσας τας τιμάς τών αγνώστων χ, ψ· εί δέ μή, είναι άδύνατον
Έκ πάντων τών προειρημένων συνάγεται, οτι
Το

σύστημα το)ν εζισώοεοον

αλ+βψ=γ

α'χ-f β'ψ=γ'
επιδέχεται μίαν και μόνην λνσιν, εάν ή τιαράσταοις

αβ'-α'β

είναι διάφορος του 0■ αλλ' εάν τουναντίον είναι αβ'—α β=0, το σύ-
στημα ί) ου δε μίαν επιδέχεται λνσιν ή εχει άπειρους το πλή&ος' και το
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μέν πρώτον συμβαίνει, όταν τις τών έξισώσέων καθ' έαυτήν είναι άδύ-
νατος, $ οταν αί δύο έξισώσεις είναι πρός άλλήλας άσυμβίβαστοι· το
δέ δεύτερον συμβαίνει, όταν μία τών έξισώσεων είναι ταύτότης $ όταν
αί δύο εξισώσεις είναι ισοδύναμοι.

158. Ή άπαλοιφη του ένος άγνώστου μεταξύ τών δύο έξισώσεων
και έπομένως η λύσις του συστήματος δύναται καί άλλως νά γίνη δυ-
νάμει του Β' θεωρήματος.
"Έστω τώ οντι τό σύστημα

3χ+8ψ=43
11χ—7ψ=—24.
Έάν η πρώτη έξίσωσις λυθη προς το χ, τίθεται το σύστημα ύπό
την μορφην

_43 — 8ψ

Χ— 3

11χ—7ψ=—24·

έάν δέ άντικατασταθί] η τιμή του χ είς τήν δευτέραν έξίσωσιν, εύρί-
σκεται τό ίσοδύναμον (έδ. 151) σύστημα

_43—8ψ

Χ g

ούτινος η δευτέρα έξίσωσις έχει μόνον άγνωστον τόν ψ καί λυομένη
πρός αύτόν δίδει ψ=5' καί άν ή τιμή αύτη του ψ τεθί) είς τήν πρώ-
την, προκύπτει και ή τιμή του χ

■χ—1·;

Ή μέθοδος αύτη λέγεται μέθοδος τής αντικαταστάσεως' όύνανται όέ
καί άμφότεραι αί έξισώσεις νά λυθώσι πρός τόν αύτόν άγνωστον καί
μετά ταύτα νά γίνη ή άντικατάστασις.

Άλλ' η μέθοδος της άντικαταστάσεως προτιμάται μόνον όταν ή
έτερα τών έξισώσεων δοθη λελυμένη πρός ένα άγνωστον άλλως προτι-
μητέα η μέθοδος της προσθέσεως ώς συντομωτέρα.

οιονδήποτε σοστήμ,ατος πρωτοβαθμίων έξοσώ-
οεων έχο\>σών άγνωστους Ιαους το πλήθος.

159. "Εστω ποότερον τό σύστημα τών τριών έξισώσεων

2χ—5ψ+5ω=40
5χ+2ψ— ω=45
7χ— ψ + 9ω=98.



Έάν μεταξύ της πρώτης και της δευτέρας άπαλείψωμεν ενα έκ των
άγνώστων της πρώτης, έστω τόν ψ, (δι' όποτέρας των μεθόδων), εύρί-
σκομεν έξίσωσιν δύο μόνον αγνώστους περιέχουσαν καί δυναμένην να
άντικαταστησ;/) την δευτέραν* ομοίως, άν μεταξύ της -πρώτης καί της
τρίτης άπαλείψωμεν τόν αυτόν αγνωστον, εύρίσκομεν έξίσωσιν περιέ-
χουσαν τους αύτους δύο αγνώστους καί δυναμένην να άντικαταστησν]
την τρίτην οΰτω φθάνομεν είς τό ισοδύναμον σύστημα

2χ-5ψ + 5ω= 40
29χ + 5ω =305
33χ + 40ω =450.

Έπειδη δέ αί δύο τελευταϊαι έξισώσεις αύτου περιέχουσι δύο μό-
νον άγνωστους, (ητοι άποτελουσιν ΐ'διον σύστημα δύο έξισώσεων δύο
άγνώστους έχουσών), δυνάμεθα να λύσωμεν αύτάς πρός τους δύο αγνώ-
στους, (διότι έμάθομεν τούτο)* έάν δέ, εύρόντες τάς τιμάς των άγνώ-
στων τούτων (χ=10, ω=3), άντικαταστησωμεν αύτάς είς την πρώ-
την έξίσωσιν, θά εΰρωμεν έξίσωσιν μόνον τόν άλλον αγνωστον περιέ-
χουσαν καί έπομένως προσδιορίζομεν καί τούτον (ψ= — 1ι.

Οΰτως ανάγεται η λύσις του συστήματος τριών έξισώσεων τρείς
άγνώστους έχουσών είς την λύσιν συστήματος δύο έξισώσεων δύο
άγνώστους έχουσών.

Έστωσαν νυν ν εξισώσεις του πρώτου βαθμού ισαρίθμους άγνώστους
πεοιέχουσαι* έάν όέγνωστόν τινα της πρώτης άπαλείψωμεν μεταξύ
αύτης καί εκάστης των λοιπών, εύρίσκομεν ν — 1 έξισώσεις (μίαν έξ
εκάστης τών λοιπών), αϊτινες μετά της πρώτης τών έξισώσεων άπο-
τελοΐ,σι σύστημα ισοδύναμον τω δοθέντι, (διότι έκαστη νέα έξίσωσις
δύνκται να άντικαταστηση έκείνην, ητις συνδυασθείσα μετά της πρώ-
της εδωκεν αύτην, καί τό σύστημα μένει ισοδύναμον). Αί νέαι αύται

' ' ' \ / /
εζισωσεις περιεχουσι μονον τους ν—1 άγνωστους καί έπομένως άποτε-
λουσιν ΐ'διον σύστημα ν—1 έξισώσεων μετά ν — 1 άγνώστων* έάν δέ
τούτο τό σύστημα λυθγί καί άντικατασταθώσιν αί τιμαί τών ν—1
άγνωστων εις την πρώτην έξίσωσιν, θα μείνη έν αύτη εΐς μόνον άγνω-
στος καί έπομένως θα προσδιορισθ*?) καί ούτος* ώστε κατά τούτον τόν
τρόπον άνάγεται ή λύσις παντός συστήματος πρωτοβαθμίων εξισώσεων
εις την λύσιν άλλου συστήματος μίαν έξίσωσιν και ενα αγνωστον έχον-
τος ολιγότερα.

Δια του τρόπου τούτου δυνάμεθα να λύσωμεν οιονδήποτε σύστημα*
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διότι δι* αύτου ανάγεται ή λύσις τών ν έξισώσεων είς τήν λύσιν τών
ν—1, κ,αί τούτων πάλιν είς τήν λύσιν τών ν—2, καί ούτω καθεξής,
καί τέλος είς τήν λύσιν δύο έξισώσεων δύο άγνώστους έχουσών, τήν
οποίαν λύσιν έμάθομεν.

* Παροιτκιρήοεις.

Πολλάκις ή φύσις τών έξισώσεων παρέχει τρόπον λύσεως συντομώ-
τερον του γενικού.

Ούτω, λόγου χάριν, δέν είναι άδιάφορος πρός τήν συντομίαν της λύ-
σεως ή έκλογή του άπαλειπτέου άγνώστου έν έχ-άστη μεταβάσει άπό
συστήματος είς σύστημα, ούδέ ή έκλογή της έξισώσεως, ήτις μόνη
αύτη συνδυάζεται πρός πάσας τάς άλλας " άλλ' ούδέ είναι άνάγκη να
συνδυάζηται πάντοτε μία καί ή αύτή έξίσωσις πρός τάς άλλας, άλλα
ποικίλοι συνδυασμοί δύο ή περισσοτέρων έξισώσεων (ή καί πασών) δύ-
νανται νά γίνωσι, δι' ών ταχύτερον νά εύρίσκηται ή λύσις.

Καί ταύτα μέν γενικώς, ιδία δέ παρατηρουμεν τά έξης.

1) Έάν έξίσωσίς τις ένός συστήματος δέν έχη τινά τών άγνωστων,
ή έξίσωσις αύτη θά είναι έξίσωσις καί του έπομένου συστήματος (του
μίαν έξίσωσιν και ενα άγνωστον έχοντος όλιγώτερα), έάν ώς άπαλει-
πτέος άγνωστος ληφθή ό έν τή έξισώσει μή ύπάρχων.

"Εστω ώς παράδειγμα τό σύστημα τών τεσσάρων έξισώσεων

3χ—5ψ-{-4φ ω= 0
2χ + 4ψ— φ - 2ω= 1
5χ- ψ =2

3χ + 8ψ . -f 8ω=10.

Έπειδή ό φ δέν ύπάρχει είς τάς δύο τελευταίας έξισώσεις, λαμβά-
νοντες τούτον ώς άπαλειπτέον άγνωστον, εύρίσκομεν τό σύστημα

Ιΐχ-h 11ψ — 7ω= 4
5χ- ψ =2
3χ+ 8ψ+8ω=:10,

του όποιου ήπρώτη έξίσωσις προέκυψεν έκ της πρώτης καί της δευτε-
ρας του δοθέντος συστήματος, αί δέ λοιπαί δύο είναι αύται αί δοθεισαι.

Έπειδή δέ πάλιν ή δευτέρα έξίσωσις δέν έχει τόν άγνωστον ω, λαμ-
βάνοντες τούτον ώς άπαλειπτέον, εύρίσκομεν τό σύστημα

109χ-Κ144ψ=102
5χ- ψ= 2.
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2) 'Ενίοτε προσθέτοντες κατά μέλη τάς εξισώσεις του συστήματος
β} πάσας η τινας μόνον), εύρίσκομεν την λύσιν. Ούτως έν τω συστηματι

χ + ψ — φ=3
χ ψ 4-φ=5

ποοσθέσωμεν τάς έξισώσεις άνά δύο, εύρίσκομεν

2χ=8, 2ψ=12, 2φ=14.

'Ομοίως είς τό σύστημα

χ + ψ4 φ = 5
- ψ -J- ω=: 4

<ρ+ω + χ= 8

ω-|-χ-|- ψ=13'

έάν προσθέσωμεν πάσας τάς έξισώσεις κατά μέλη καί διαιρεσωμεν την
προκύπτουσαν δια 3, εύρίσκομεν

Χ+Ψ+φ+ω=10.

Έάν δέ άπό ταύτης άφαιρεθνί εκάστη τών δοθεισών, προκύπτει

ω=5, χ=6, ' ψ=2, ?=- 3

Παρατηρητέον δέ, οτι ύπάρχουσι πάντοτε πολλαπλασιασταί τίνες,
έ<ρ' ους πολλαπλασιαζόμεναι αί έξισώσεις του τυχόντος συστήματος και
προστιθέμεναι κατά μέλη δίδουσιν έξίσωσιν ενα μόνον (η ούδένα) αγνω-
στον περιέχουσαν και έπομένως προσδιορίζουσαν αύτόν* άλλ.' η ευρεσις
τών πολλαπλασιαστών τούτων υπερβαίνει τά ορια του παρόντος Εργου.

ΣΗΜ. Έάν έκ της προσθέσεως έξισώσεών τίνων του συστήματος
(πολλαπλασιασμένων έκαστης επί άριθμόν διάφορον του Ο) προκύπτνι
έξίσωσις μηδένα περιέχουσα αγνωστον, τό σύστημα εΖναι η άδύνατον,
η άόριστον.

Προς άσκησιν προτείνομεν είς λύσιν καί τά έπόμενα συστήματα*

Ι χ + 2ψ— ω= 2 χ==3

10ν) 3χ— ψ+4ω= 27 ψ=2

' 4Χ + ψ —5ω=—II ω=5

Χ=2 (Ρ+ϊ—

ω=-ί- (α-f β—γ)

i χ+Ψ=γ
2<Μ J , ,

> ι ψ ή-ω=χ

ω+Χ=Φ
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30ν)

40ν)

50ν)

6ον)

I

χ—ψ=α

ψ—ω=β

ω—x=r

χ—8ψ + 3ω— φ=—1
ψ—2ω— φ== Ο
5ω + 2φ=. Ο

4<ρ= 1

5χ—7ψ + 4ω+- φ=31
3χ + ψ— ω—2φ=10

2ω— φ = Ο

7ω + 2φ=11
2χ— ψ + 5ω — φ=11
2χ+- ψ —3ω + 4φ=11
χ + 5ψ—3ω + φ=. 6
6χ— ψ + 4ω + 2φ=24

φ=-

ω:

10

Ψ=

20

1

20

ω=1
<ρ=2
ψ=0
χ=5

Χ=ι
ψ=2
ω=3
φ—4

Τά έξης συστήματα: άνάγονται έίς πρωτοβάθμια, έαν θεωρηθώσιν ώς

άγνωστοι τα

καί

-γ- καί παρασταθώσι δια χ' καί ψ'" ευρεθέν-

των δέ των χ' ψ' ευρίσκονται ευκόλως καί τά χ, ψ.

21

70ν)

x Ψ

7 2

Χ Ψ

8ον) χψ=α(χ + ψ), ψω=β(ψ + ω), ωχ=γ(ω + χ).

1 I 1

Ή έξίσωσις χ + ψ=2 προφανώς έχει απείρους τό πλήθος λύσεις, καί

όμως διά τών έξης συλλογισμών φθάνομεν εις τό συμπέρασμα, οτι
έχει ούδεμίαν λύσιν διότι έξ αύτης επεται

(Χ + Ψ)2=4,

έκ δέ'τούτων συνάγεται (Χ + Ψ)2—4=χ + ψ—
καί διαιρουντες άμφότερα τά ί'σα διά χ + ψ—2,
εύρίσκομεν τήν έξίσωσιν

χ + ψ+ 2=1 / ή καί χ+ψ=-1·
αύτνι δέ μετά της δοθείσης έξισώσεως συνδυαζομένη δίδει

2=—1, όπερ άτοπον.

Νά εύρεθη τό σφάλμα.

δέν
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Προβλήματα.

1°ν) Ευρεϊν κλάσμα, το όποιον, αν μεν ανξη&ώσι κατά μονάδα οι

όροι αΰτον, να γίνηται ίσον τω αν δε ελαττω&ώσι κατά μονάδα,

ο

"Λ 5
να γινηται ισον τω .

Έαν παραστήσωμεν δι α του χ τόν αριθμητών καί δια του ψ τόν
παοονομαστήν του ζητουμένου κλάσματος, θα έχωμεν

φ + 1 5 Ψ—ι 4

ήτοι 5χ—4ψ=—1

4χ-3ψ= 1·^
Πρέπει δέ νά είναι οί χ, ψ ακέραιοι καί θετικοί αριθμοί.
Λύοντες το σύστημα εύρισκομεν χ=7, ψ=9* έπομένως τό ζητού-

μενον κλάσμα είναι .

20ν) Ευρεϊν άρι&μόν, όστις διαιρούμενος δια 7 να δίδη υπόλοιπο ν 1
δια 11 υπόλοιπον 10 και δια 13 ύπόλοιπον 3' το δε α&ροισμα τών,
τριών πηλίκων νά είναι ίσον προς τα τρία δέκατα του αϋτοϋ άρι&μοϋ.

Έαν δια του χ παραστήσωμεν τον αριθμόν καί δια ω, φ, ψ |τά τρία
πηλίκα, θα εχωμεν

Χ= 7ω+ 1

χ=11φ+10

χ=13ψ+ 3

,3.
ω + φ + ψ=—χ,

πρέπει δέ πάντες οί άγνωστοι νά είναι ακέραιοι καί θετικοί αριθμοί.

Έάν αί τιμαί τών ω, φ, ψ, ληφθεισαι έκ τών τριών πρώτων έξι-
σώσεων, άντικατασταθώσιν είς την τετάρτην, προκύπτει ή έξίσωσις
χ-1 χ-10 χ-3_3
7 11 13 ΙΟ7-'

έξ εύρισκομεν χ=120' οθεν φ=10, ω=17, ψ=9.

Ευρεϊν αρι&μον διψήφιον έχοντα τάς έξης ιδιότητας' το τετρα-
πλοϋν του ψηφίου τών μονάδων νά νπερβαίνη κατά μονάδα το τριπλούν
του ψηφίου τών δεκάδων εάν δε γραφώ σι τα ψηφία κατ' αντίστροφον
τάξιν, νά προκύπτη αρι&μός μικρότερος κατά 36.
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Έστωσαν χ αί δεκάδες καί ψ αί μονάδες του αριθμού.
Κατά πρώτον είναι 4ψ—3χ=1.

'Επειδή δε 6 αριθμός έχει το ολον ΙΟχ + ψ μονάδας καί ό έξ αύτου
προκύπτων (δια της αντίστροφης τών ψηφίων) εχει μονάδας τό ολον
10ψ4~χ» επεται η έξίσωσις

1 Οχ -h ψ=ΙΟψ -h χ 4" 36· οθεν 9χ—9ψ=36.

"Εχομεν άρα το σύστημα

- 4ψ-3χ=1
χ—ψ=4·

πρέπει δέ να είναι αμφότεροι οί άγνωστοι θετικοί ακέραιοι άοιθαοί
καί μικρότεροι του 10.

Έπειδνι δέ λύοντες τάς έξισώσεις εύοίσκομ,εν χ=17 καί ψ = 13,
συμπεραίνομεν, οτι τοιούτος άριθμός ούδείς ύπάρχει.

4ον) 'Ιερών ό τύραννος τών Συρακουσών εδωκεν είς χρυσοχόον 10
λίτρας χρυσου, ΐνα κατασκευάστ] εξ αύτου στέφανον του Διός. Ύποπτεύ-
σας δε μετά την κατασκευήν του στεφάνου, ότι δ χρυσοχόος αντικατέστησε
δι αργύρου μέρος του χρυσου, ήρώτησε τόν ' Αρχιμήδην, αν είναι δυ-
νατόν να άνακαλυφ&η τοϋτο. Ό 'Αρχιμήδης γνωρίζων, ότι δ χρυσός
άποβάλλει εν τω ϋδατι τά 52 χιλιοστά του βάρους του, δ δε άργυρος
τά 99, εζύγισε τόν στέφανον εν τ φ ϋδατι και εύρεν αυτόν 9 λίτρων και
6 ονγγιών οϋτω δε άνεκάλυψε τόν δόλον. Ζητείται, πόσος άργυρος και
πόσος χρυσός ΰπηρχεν εν τω στεφάνω.

"Εστω χ ό άριθμός τών ούγγιών του έν τώ στεφάνω χρυσου καί ψ ό
του άργύρου* κατά πρώτον έχομεν την έξίσωσιν (άνχμνηστέον, ότι
1 λίτο.=16 ούγγ.)

χ + ψ=160.

'Επειδή δέ ό χρυσός άποβάλλει έν τώ υδατι τά 52 χιλιοστά του
βάρους του, το βάρος χ του έν τώ στεφάνω χρυσου θα άποβάλτι έν

52

τω υδατι JqqqX ούγγίας· ομοίως τό βάρος ψ του άργύρου θά άπο-

βάλη ούγγίας_^_ψ· τό δέ άθροισμα τών δύο τούτων άπωλειών θά
1000

συναποτελέση την ολην άπώλειαν του βάρους του στεφάνου έν τω

υδατι, ητοι 10 ούγγίας, έξ ων επεται η έξίσωσις

52 χ + ^-ψ = 10

Α. I 1ΠΠΠ '

1000 Α 1 1000 '
η 52χ+99ψ=10000.
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Λύοντες δέ τάς εξισώσεις ταύτας, εύρίσκομεν

12 /

1=1 λίτρ. 12 ούγγίαι καί __ούγγίας.

35

ψ=2 λίτρ. 3 ούγγίαι καί __ούγγιας.

ΣΗΜ. Τό ποόβλημα τούτο λύεται καί άνευ έξισώσεων ώς Ιξής. "Αν ό στέφανος τ,το ολος έκ χρυσου, θά εχανεν h τω ΰδατι τά 0,052 του βάρους του, ήτοι θα εχανεν ουγ-
γίας 0,052x160 ή 8,32 ουγγ.' άλλα τώρα χάνει J0 ούγγίας, ή'τοι χάνει 1,68 ουγγ.
περισσότερον του πρέποντος, καί έπειδη δι'έκάστην ούγγίαν χρυσου, ην άντικαθιστωμεν
δι' αργύρου, χάνει ό στέφανος 0,047 τής ουγγίας περισσότερον (διο'τι τοΰ χρυσου ή οώγ-
γία yάνει τά 0,052, ένω τοΰ αργύρου χάνει τά 0,099 αυτής), συμπεραίνομεν, ότι τόσαι
ούγγίαι αργύρου θά είναι (αν δι' άογύρου ένοθεύΟη ό στέφανος) οσας φοράς χωοεΐ τόν

1680 35

αριθμόν 0,047 ό 1,68, ή'τοι—ή 2 λίτρ. 3 ουγγ. καί-^— τής ουγγίας.

5ον) Νά ευρεθή κλάσμα, το οποίον γίνεται ίσον με αν άφαι-

5

ρεθγ} άπ' άμφοτέρων τών ορων του ό 5, και ίσον με , αν άφαι-

3

ρεθή απ' άμφοτέρων τών ορων του ο 3.

"Εστω χ ό αριθμητής καί ψ ό παρονομαστής του ζτ)τουμ.ένου κλά-
σματος* κατά τούς δρους του προβλήματος είναι

χ—5 1 λ Υ—3 1

—— =- καί --=-

ψ —5 5 ψ —3 3

αί εξισώσεις αύται γράφονται καί ώς έξης*

3 χ—ψ=6
* 5χ—ψ=20,

πρέπει δέ νά είναι οί χ καί ψ ακέραιοι άριθμοί.

Λύοντες τάς εξισώσεις ταύτας εύρίσκομεν χ=7, ψ=15· ώστε τό

rj '

ζητούμενον κλάσμα είναι το _.

6ον) Νά ευρεθή διψήφιος άριθμός, ου τά ψηφία εχουσιν άθροισμα
15 και όστις άντιστρεφόμένος ελαττοΰται κατά 9.

"Ειτωσαν χ αί δεκάδες καί ψ αί μονάδες του άριθμου.
Έν πρώτοις είναι χ-φ-ψ=15.

Ό άριθμος έχει το ολον ΙΟχ-^ψ μονάδας, άντιστρεφόμενος δέ θά
'έρ Χ Η-ΙΟψ, αύται δέ θά είναι ολιγώτεραι τών πρώτων κατά 9, δθεν
έπεται ή έξίσωσις 10χ + ψ=χ-|-10ψ-}-9

^ 9χ=9ψ+9, ή'τοι- χ=ψ + 1.



— 99

εχομεν άρα τό σύστημα χ-|~Ψ=15

χ=ψ + 1,

πρέπει δε νά είναι άμφότεροι οI άριθμοί χ, ψ άκέραιοι καί θετικοί καί
μικρότεροι του 10.

Λύοντες τό σύστημα εύρισκομεν χ=8, ψ=7' δθεν ό ζητούμενος
άριθμός είναι 6 87.

7ον) Έρωτηθείς τις περι της ηλικίας του νιου τον, άπεκρ'ώη- προ 8
ετών ή ηλικία μον ητο τριπλασία της τον νϊον μου, μετά 8 δε ετη
είναι διπλασία' ζητούνται al ήλικίαι αντών.

Έαν παρασταθώ του πατρός ή ηλικία διά του χ, του δέ υίοΰ δια
του ψ, αί ηλικίαι αυτών πρό 8 ετών ήσαν

χ—8 καί ψ—8,

με τα 8 δέ έ'τη αί ήλικίαι θα είναι

χ + 8 καί ψ + 8·

επομένως κατά την έκφώνησιν του προβλήματος θα είναι

Χ—8=3(ψ — 8) χ—Βψ=—16

χ + 8=2(ψ + 8) χ—2ψ= 8,

πρεπει δέ νά είναι αμφότεροι οί άριθμοί χ, ψ θετικοί καί νά μή ύπερ-
βαίνωσι την δυνατήν ήλικίαν τών άνθρώπων.

Λύοντες τας δύο έξισώσεις εύρισκομεν χ=5β ψ=24,
η δέ λύσις αυτη πληροί πάντας τους δρους του προβλήματος.

80ν) "Έχων τις τρία καλά&ια με μηλα ε'λαβεν εκ τον πρώτου και
εϋ·εσεν εις τα δύο αλλα, είς εκαστον τόσα οσα αντο εϊχεν επειτα ελαβεν
εκ τον δεύτερον και ε·&εσεν είς τα δύο αλλα, είς εκαστον τόσα οσα τότε
εϊχεν επειτα και εκ τον τρίτου ομοίως' τότε δε και τα τρία καλά&ια εϊχον
ίσον αριύμον μήλων, ητοι 80' ζητείται, πόσα εΐχεν εκαστον εν αρχί].

Έστωσαν χ ό άριθμός τών μήλων τόυ πρώτου, ψ ό αριθμός του δευ-
τέρου καί ω του τρίτου.

Είς την πρώτην μετάθεσιν τών μήλων άφγιρέθησαν από του πρώτου
καλαθιού τόσα μηλα, ο σα εΐχον τα δύο άλλα όμου, ήτοι ψ + ω, τών δέ
δύο άλλων τά μηλα έδιπλασιάσθησαν, ώστε τά μηλα ήσαν μετ' αύτήν

χ—ψ—ω, 2ψ, 2ω"

είς την δευτέραν μετάθεσιν έδιπλασιάσθησαν μέν τά μηλα του πρώτου
καί του τρίτου καλαθιού, άφνιρέθησαν δέ άπο του δευτέρου τόσα, οσα
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περιείχαν τ ά δύο άλλα* επομένως οί άριθμοί τών μήλων έγιναν
* 2(χ—ψ-ω), 2ψ—(χ—ψ—ω)—2ω, 4ω

ή 2χ—2ψ—2ω, 3ψ—ω—χ 4ο>·

είς δέ τήν τρίτην μετάθεσιν έγιναν ομοίως

4χ— 4ψ — 4ω, 6ψ—2ω—2χ, 7ω—χ—ψ.

Έπομένως κατά τήν έκφώνησιν του προβλήματος είναι

4χ—4ψ—4ω=80 χ— Ψ~ ω=2Ο

—2χ + 6ψ—2ω=80 (1) η — χ + 3ψ~ ω=40 (ι)
_ χ_ ψ + 7ω=80 —Χ— ψ + 7ω=80,

πρέπει δέ νά είναι οί αριθμοί χ, ψ, ω άκέραιοι καί θετικοί.

"Ινα λύσωμεν το σύστημα (1), προσθέτομεν κατά μέλη τάς έξισώ-
σεις αύτου, ότε εύρίσκομεν

χ + ψ + ω=240 ^ , (2)

(όπερ καί έκ τών προτέρων ήτο φανερόν* διότι ό ολικός άριθμός τών
μήλων δέν μετεβλήθη).

Έάν δέ προσθέσωμεν τήν έξίσωσιν ταύτην είς έκάστην τών έξι-
σώσεων του συστήματος (ι), εύρίσκομεν

χ=130, ψ=70, ω—40 .

Τό πρόβλημα τούτο δύναται νά λυθγί καί άνευ εξισώσεων ώς έξης. Εις
τήν τελευταίαν μετάθεσιν έδιπλασιάσθησαν τά μηλα τών δύο πρώτων
καλαθίων, έπομένως ταΰτα είχον πριν 40 καί 40 μηλα* όθεν τό τρίτον
είχεν 160" είς τήν δευτέραν μετάθεσιν έδιπλασιάσθησαν τά μηλα του
πρώτου καί τυυ τρίτου* λοιπόν είχε τό μέν πρώτον 20, τό δέ τρίτον
80· άρα είχε τό δεύτερον 140 τέλος είς την πρώτην έδιπλασιάσθη-
σαν τά μηλα του δευτέρου καί του τρίτου, άρα τό μέν δεύτερον
είχεν 70, τό δέ τρίτον 40' έπομένως τό πρώτον είχεν 130.

90ν) Δύο βυτία εντελώς ίσα και ομοια τήν κατασκευήν είναι πλήρη ,
το μεν εν ελαίου, τό δε άλλο ύδατος και τό μεν πρώτον ζυγίζει α οκά -
δας, τό δε δεύτερον β. Πόσον είναι τό ελαιον και πόσον τό ύδωρ;
και πόσον ζυγίζει τό καθέν βυτίον κενόν;

Εάν παραστήσωμεν διά χ τό βάρος του έτέρου έκ τών δύο βυτίων
κενού καί διά ψ τό βάρος του ύδατος καί διά ω τό βάρος του έλαίου,
θά είναι κατά τήν έκφώνησιν του προβλήματος

Χ + ψ—β

Χ + ω=α.

Επειδή δέ τό έλαιον καί τό ύδωρ τών δύο βυτίων έχουσιν ίσους δγκους,
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τό βάρος ω του ελαίου θά είναι τά 0,912 του βάοους φ του ύδατοc

ω=0,912.ψ.

Άπαλείφοντες νυν τό ω εύρίσκομεν τό σύστημα

ΙΟΟΟχ —f- 912ψ= 1000α,
εξ ού εύρίσκομεν. λύοντες

_ 1000α—912β 1000(β—α) , _ 912(β—α)
88 ' 88 καΐ ω~ 88-*

"Οτι β είναι μεγαλήτερον του α είναι προφανές· αλλά καί ή τιμή
του γ πρέπει νά είναι θετική* ήτοι πρέπει νά είναι

0,912 β<α<β.

ΣΗΜ. Έάν πρόβλημα τι έχη μέν πολλούς άγνώστους, άλλά τοιούτους,
ώστε έκ του ενός νά εύρίσκωνται εύκόλως καί οί άλλοι, το τοιούτον πρό-
βλημα δύναται να λυθγί καί διά μιας έξισώσεως καί διά πολλών (τοιαύτα
είναι τά προβλήματα τών εδαφίων 120, 127, 129, 133, 134 καί το
20ν καί 40ν έκ τών προηγουμένων)· διά μιας μέν, έάν παρασταθη ό περί ου
6 λόγος άγνωστος δι' ενός γράμματος καί έκφρασθώσι δι' αύτου οί λοιποί,
μετα

δέ

ταύτα εύρεθή ή έξίσωσις, ήν ό άγνωστος ούτος επαληθεύει·
δια πολλών δέ, έάν έκαστος τών άγνώστων παρασταθη δι' ιδίου γράμ-
ματος καί έπ' αύτών έφαρμοσθώσιν οί όροι του προβλήματος. Ό δεύτε-
ρος ούτος τρόπος είναι γενικώτερος του πρώτου' διότι παρέχει σύστημα
έξισώσεων, έκ του όποιου διά της άπαλοιφης τών άλλων άγνώστων
προκύπτει καί ή έξίσωσις ή κατά τόν άλλον τρόπον ευρισκομένη· δύναται
δέ πάντοτε νά γίνγ) ή τοιαύτη άπαλοιφή' διότι έξ υποθέσεως τοιούτοι
είναι οί οροι του προβλήματος, ώστε δι' ενός έκ τών άγνώστων έκφράζον-
ται οί λοιποί* τούς όρους δέ τούτους του προβλήματος παριστώσι καί ση-
μαίνουσιν αί εξισώσεις. Εύνόητον δέ είναι, οτι κατά τάς περιστάσεις δύνα-
ται νά είναι εύκολωτέρα ή διά πολλών έξισώσεων λύσις· διότι αί εξισώ-
σεις του συστήματος δύνανται κατά ποικίλους τρόπους νά συνδυασθώσιν,
ώστε νά προκύψη έξ αύτών μία έξίσωσις μέ ένα άγνωστον καθ' ενα δέ
τών τρόπων τούτων προκύπτει ή μία έξίσωσις του προβλήματος.

Πρός άσκησιν προτείνομεν είς λύσιν τά έπόμενα προβλήματα.

1 ) Εύοειν τριψήφιον άριθμόν έχοντα τάς έπομένας ιδιότητας. Τό άθροι-
σμα τών τριών ψηφίων είναι 11' τό ψηφίον τών μονάδων είναι διπλα-
σιον του τών έκατοντάδων έάν δέ τά ψηφία αύτου γραφώσι κατα τά-
ξιν άντίστοοφον, προκύπτει άριθμός μεγαλητερος κατα

99. (Άπ. 182).
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2) Δύο άγγεια περιέχουσιν α όκάδας ύδατος- λαμβάνομεν τό ήμισυ
του περιεχομένου έν τω πρώτω καί χύνομεν αύτό είς τό δεύτερον
έπειτα τό τρίτον του περιεχομένου τότε έν τω δευτέρφ και χύνομεν
αυτό είς τό πρώτον επειτα τό τέταρτον του περιεχομένου τότε είς τό
πρώτον και χύνομεν αύτό είς τό δεύτερον* τέλος δέ λαμβάνομεν τό
πέμπτον του περιεχομένου τότε έν τω δευτέρφ καί χύνομεν αύτό είς τό
πρώτον. Τότε δέ τό πρώτον άγγειον ευρίσκεται περιέχον β όκάδας πε-
οισσότεοον του δευτέοου. Πόσας όκάδας περιεΤχεν εκαστον τών αγγείων

1 , Λ, 1 / > Α- « +

κατ αρχας; [ Απ. , - \.

3) Έαν αύξηθη κατά 2 μέτρα ή βάσις ορθογωνίου, τό Se ΰψος αυτου
έλαττωθ·/) κατά 3 μέτρα, ή έπιφάνεια αύτου έλαττουται κατά 41 τε-
τραγωνικά μέτρα. Έαν δέ αύξηθτ} ή βάσις αύτου κατά 3 μέτρα καί
έλαττωθ'^ τό ΰψος κατά 2, ή επιφάνεια αύξάνει κατά 24 τετραγωνικά
μέτρα. Ζητούνται ή βάσις και τό ΰψος του ορθογωνίου. (Ή έπιφάνεια
του ορθογωνίου έχει τόσα τετραγωνικά μέτρα, ο σας μονάδας έίχει τό
γινόμενον τών δύο αριθμών, οίτινες έκφράζουσι, πόσα μέτρα εχει ή βά-
σις καί πόσα τό ΰψος). (Άπ. βάσις 33, ΰψος 32).

4) ΕύρεΤν δύο άοιθμούς, ων ή διαφορά, το άθροισμα καί τό γινόμενον
να είναι ανάλογα τών άριθμών 2, 3 καί 5. (Άπ. 10 καί 2).

5) Άνθρωπος άναδεχθείς την μετακόμισιν άγγείων τριών μεγεθών,
συμφωνεί να πληρώση δι' εκαστον συντριβέν άγγεϊον τόσα, οσα θα έλάμ-
βανε μετακομίσας αύτό σώον. Έλαβε δέ ίνα μετακομίσ-/) 3 μεγάλα
αγγεία, 5 μεσαία καί 9 μικρά.

Εύρέθη δέ οτι, άν μέν εθοαυε τά μεγάλα $ τά μικρά, θά έλάμβανε
25 δραχμάς, άν δέ τά μεσαία, 11 δραχμάς. ΖητεΤται, πόσον συνεφώ-
νησε διά την μετακόμισιν τών άγγείων εκάστου είδους.

(Άπ. δι* εκαστον μέγα 6, δι' εκαστον μεσαϊον 5 καί δι' εκαστον
μικρόν 2).

6) Εύρειν τετραψήφιον άριθμόν έχοντα τάς έξνίς ιδιότητας· τό άθροι-
σμα τών ψηφίων αύτου είναι 14' έάν γραφώσι τά ψηφία αύτου κατ' άντί-
στροφον τάξιν, αύξάνει ό άριθμός κατά 369' τό άθροισμα τών άκρων
ψηφίων ισούται τω άθροίσματι τών μέσων έάν δέ τά μεσαία ψηφία
άντιμετατεθώσιν, έλαττουται ό άριθμός κατά 630. (Άπ. 3704).

7) 'Οκτώ βόες έφαγον είς 7 έβδομάδας τό χόρτον 4 στρεμμάτων καί οσον έβλάστησε κατά τό διάστημα τοΰτο· 9 βόες έφαγον είς 8 έβδομά-
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δαςτό χόρτον 5 στρεμμάτων καί οσον έβλάστησε κατά το διάστημα
τούτο. Ζητείται, πόσοι βόες δύνανται να βοσκησωσιν έπί 12 εβδομά-
δας είς 6 στρέμματα συμπεριλαμβανομένου καί του χόρτου, το όποιον
θα βλαστηστι κατά τό διάστημα τούτο; (Άπ 8)

8) 'Από σταθμού τίνος σιδηροδρόμου αναχωρεί άτμάμαξα μέ ταχύ-
τητα τ* άπό του αύτου σταθμού καί έπί της αύτης όδου άναχωοει μετά
τινα χρόνον άλλη άτμάμαξα μ.έ ταχύτητα τ'· ύπελογίσθη δέ ό μεταξύ
των δύο άναχωρησεων χρόνος, ώστε νά φθάσωσιν άμφότεραι συγχρόνως
είς Ttva τόπον. 'Αλλ' η πρώτη άτμάμαξα, ά<ρου διέτρεξε τα δύο τρίτα
της όδου, ήναγκάσθη νά έλαττώση την ταχύτητα αύτνίς είς τό ή'μισυ
της προτέρας, καί ουτω συμβαίνει συνάντησις τών άτμαμαξών α χι-
λιόμετρα πρό του τόπου, είς ôv έπρεπε νά συναντηθώσι. Ζητείται ή
άπό του σταθμού της άναχωρησεως άπόστασις του τόπου.

Άπ. Άν δια του χ παραστησωμεν τό μήκος της όδου καί διά τοΰ
ψ τόν μεταξύ των δύο άναχωρησεων μεσολαβησαντα χρόνον, εύρίσκομεν

ψ = 3^=1(2-^) α.

9) "Ινα έκτελέσωσιν έ'ογον τι, χρειάζονται οί μέν Α καί Β όμου γ
ώρας, οί δέ Βκαί Γ όμου α ώρας, ot δέΓκαί Α όμου β ώρας' πόσας ωρας
χρειάζεται έκαστος τούτων δια τό αύτό έργον καί πόσας ολοι όμου ;

'Απ. Παριστώντες δι* του χ τάς ώρας του πρώτου, διώ του ψ του
δευτέρου καί δια του ω του τρίτου, δια δέ του φ τάς ώρας, καθ' ας ολοι όμου θά έκτελέσωσι τό έ'ργον, εύρίσκομεν

1 J_ , J_ . Μ _L=JM___Li M

2 ν oc β γ / Ψ 2 α β Τ γ λ

ω 2 \ « β γ ) φ 2 \ α β γ /'

10) Γνωστων όντων του άθροίσματος α καί του πηλίκου π δύο άριθ-

\ » α / / , . απ. α \

μων, εύρεΤν τους άριθμους. ^ Απ.—j-γ, ττ+Τ/

11) Τρία βυτία ίσα καί την κατασκευήν εντελώς ομοια, είναι πληρη,
τό μέν έν ύδατος, τό δέ άλλο έλαίου, τό δέ τρίτον ελαίου καί ύδατος
όμου* τό βάρος του πρώτου είναι α οκάδες, του δευτέρου β και του
τρίτου γ. Νά εύρεθη 1) τό βάρος έκάστου βυτίου κενοΰ, 2) πόσον ύ'δωρ

καί πόσον έλαιον περιέχει τό τρίτον.

Άπ Έάν χ παοιστα τό βάρος έκάστου βυτίου κενού, φ τό βάρος του

Geore-es D.Papacostas,
élève
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ύδατος καί ώ το του ελαίου καί ε το είδικόν βάρος του έλαίου, θά tUoci
β__*ε γ—β . (α—γ)ε

12) Λέβης συγκείμενος εκ χαλκού καί σιδήρου έχει βάρος 108 χιλιό-
γραμμων, χάνει δέ εντός του ύδατος ζυγιζόμενος 13 χιλιόγραμμα. Γνω-
στόν δέ είναι, οτι ό χαλκός χάνει έν τω ύδατι ζυγιζόμενος τό — του βά-
ρους του, ό δέ σίδηρος τό -ί-* ζητείται έκ πόσου χαλκού καί έκ πό-
σου σιδήρου σύγκειται ό λέβης ούτος ; (Άπ. σιδήρ.72 χιλιογρ., χαλκού 36).

13) Ό Α μοί οφείλει διπλάσια η ό Β, άλλά μέ έπιτόκιον κατά 3
μονάδας μικοότερον, λαμβάνω δέ έξ άμφοτέρων τό αύτό ποσόν ώς τό-
κον νά εύρεθώσι τά έπιτόκια. ( Απ. 3 καί 6).

14) Έάν διπλασιασθώ ή βάσις ορθογωνίου τινός, έλαττωθη δέ τό
ΰψος κατά δύο μέτρα, τό έμβαδόν αύτου δέν βλάπτεται* εύρειν τό
ύψος του ορθογωνίου τούτου.

(Άπ. 4).

15) Εύρειν άριθμόν, όστις εϊ'τε διά 4 είτε δι' 8 διαΐρεθ'/5 να άφινη
ύπόλοιπον 1, τό δέ εν πηλίκον νά είναι διπλάσιον του άλλου.

16) Δύο ταχυδρόμοι άνεχώρησαν συγχρόνως έκ δύο τόπων Α καί Β
διευθυνόμενοι πρός αλλήλους καί συναντώνται μετά 5 ώρας* άν έκάτερος

διέτρεχε καθ'ώραν 100 μέτρα περισσότερον, θά συνηντωντο μετα 4

ώρας μόνον. Νά εύρεθΐ) ή άρχική αύτών άπόστασις.

*Περ& άν&σοτήτων.

160. Οταν παριστώμεν διά του σημείου τήν ανισότητα δύο

άριθμών, λαμβάνομεν παράστασιν, ητις καί αύτη λέγεται άνισότης·

3

ως ^>3, λέγονται άνισότητες.

Ή άνισότης των θετικών άριθμών (έδ. 44) έχει την άκόλουθον

άρχικήν ιδιότητα (ήτις συνάγεται άμέσως έκ του ορισμού αύτης).

Έάν προστεθή εις άμφοτέρονς τους άνισους ό αυτός αριθμός, ή άνι-
σότης μένει.

161. "Αν θέλωμεν νά συμπεριλάβωμεν είς τάς άνισότητας καί τούς άρνη-
ταούς άριθμούς, νά διατηρήσωμεν δέ τήν άρχικήν ταύτην ιδιότητα, δέον
νά θεωρώμεν πάντα άρνητικόν άριθμόν ώς μικοότερον του Ο, καί έκ δύο άρ-
νητικών άριθμών νά θεωρώμέν μεγαλήτερον τόν άνευ σημείου μικοότερον.
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»

Καί όντως* άν εις τήν ανισότητα
προστεθώ είς άμφότερα τά μέλη ό αυτός άριθμός 8' ή — 8, προκύπτει
5_8<8—8, ήτοι . —3<0.

Καί άν εις τήν αύτήν άνισότητα προστεθη ό άριθμός —10 είς άμφό-
τερα τά μέλη, προκύπτει ή άνισότης —5<^—2.

Καί γενικώς πρέπει νά όρίσωμεν τήν άνισότητα ώς έξης :

'Αριθμός α λέγεται μεγαλήτερος άλλον β, εάν ή διαφορά α—β είναι
θετικός άριθμός.

Καί όντως· εστω ή διαφορά α—β θετικός άριθμός, καί ίση τώ θ· άν
τότε είς τήν άνισότητα θ^>0 προστεθγΐ είς άμφότερα τά μέλη ό αυτός
άριθμ.ός β, προκύπτει ή άνισότης β + θ^>β, ήτοι α^>β.

Έάν ομως ή διαφορά α—β είναι άρνητικός άριθμός, ή άντίθετος
β—α είναι θετικός καί έπομένως θά είναι τότε β}>α· έξ ων βλέ-
πομεν, ότι α^>β σημαίνει ότι ή διαφορά α—β είναι θετικός άριθμός.

162. Έκ της αρχικής ιδιότητος έπονται άμέσως αί έξης :

α/.) Έάν προστεθώσιν άνισοι είς άνισους, άλλ' ό μεγαλήτερος είς
τόν μεγαλήτερον καί ό μικρότερος είς τόν μικρότερον, ή άνισότης μένει.

Έστω α>β καί γ>δ
λέγω, ότι τότε θα είναι καί α-|-γ^>β-{-δ.

Διότι, άν είναι α—β=θ καί γ—δ=θ'.
θά είναι καί α + γ - (β-+δ)=θ + θ

έπειδή δέ αί διαφοραί θ και θ' είναι θετικοί άριθμοί, καί τό άθροισμα
αύτών θ —θ ' είναι θετικόν ώστε είναι α-{-γ^>β-|-δ.

β'.) Έάν πολλαπλασιασθώσιν άμφότερα τά μέλη άνισότητος έπί
τό-ν αύτόν άριθμόν διάφορον του 0, μένει μέν ή άνισότης, άν ό πολλα-
πλασιαστής είναι θετικός, άντιστοέφει όμως, άν είναι άρνητικός.

"Εστω α>β* άν είναι α—β=θ, θά είναι καί αμ—βμ=θμ*
καί άν μέν ό μ είναι θετικός, μθ είναι ωσαύτως θετικόν* ώστε έχομεν

άν δέ πάλιν είναι μ άρνητικόν, καί ό μθ είναι άρνητικός· ώστε έχομεν

αμ<βμ.

ΠΟΡΙΣΜΑ. Έάν αμφότερα τά μέλη άνισότητος τραπώσιν είς τα
αντίθετα (ήτοι. άν πολλαπλασιασθώσιν άμφότερα έπί — 1), ή άνισό-
της άντιστρέφει.

Ούτως έκ της άνισότητος —5>—9, επεται 5<9.

163.. Καί αί ανισότητες, ων τά μέλη έχουσι γράμματα, δύνανται ή να
(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 8
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άληθεύωσι διά πάσας τάς τιμάς τών γραμμάτων, ή μόνον διά τινας
(ή καί δι' ούδεμίαν), τότε τά γράμματα ταύτα λέγονται άγνωστοι

της άνισότητος.

Αί γενικαί ιδιότητες (101) καί (102) τών έξισώσεων άληθεύουσν
καί είς τάς άνισότητας, ων τά μέλη έχουσι γράμματα άγνωστα,
καί άπο δεικνύοντα ι κατά τόν αύτόν τρόπον μόνον 6 πολλαπλασιαστής
άαφοτέρων τών μελών πρέπει νά είναι θετικός άριθμός.

χ 2χ χ—1 2

Έστω ή άνισότης --ô- ^ Χ""""-^·

ο Ο Δ ο

πολλαπλασιάζοντες άμφότερα τά μέλη έπι 2.3.5, λαμβάνομεν

10χ + 12χ + 1δχ-15>30χ + 20

και χωοίζοντες τούς γνωστούς όρους άπό τών άγνωστων,

10χ+1·2χ+ΐ5χ-30χ>20+15
ή 7χ>35

και διαιροΐίντες άμφότερα τά μέλη διά του 7 (ή πολλαπλασιάζοντες
έπί-^-) εύρίσκομεν χ^>δ'

ήτοι ή δοθείσα άνισότης άληθεύει, μ.όνον οταν ό άριθμός χ είναι μεγα-
λήτερος του 5.

Όταν άνισότης άχθη είς τοιαύτην μορφήν, ώστε τό εν μέλος αύτης
να άποτεληται ύπό μόνου του άγνώστου γράμματος, τό δέ άλλο ύπό-
τών γνωστών, τότε λέγομεν ότι έλύΰη ή άνισότης.

Έκ τούτων βλεπομεν, οτι ή λύσις τών άνισοτήτων γίνεται κατά τόν
αύτόν τρόπον, καθ' ον γίνεται καί ή λύσις τών έξισώσεων.

Πρόβλημα. Δύο ταχυδρόμοι άναχωρουσι συγχρόνως, ό μέν έν.
της πόλεως Α πρός τήν πόλιν Β, ό δέ έκ της Β πρός τήν Α* ή ταχύ-
της του πρώτου ποικίλλει μεταξύ δ καί 8 σταδίων καθ' ώραν, ή δέ τα-
χύτης του δευτέρου μεταξύ 6 καί 7' ή δέ άπόστασις τών δύο πόλεων
είναι 44 στάδια. Μεταξύ ποίων ώρών θά γίνη ή συνάντησις αύτών ; καί
είς ποιον μέρος της όδου ;

('Απ. Ή συνάντησις θά συμβη μεταξύ της 2ώΡ· 56' καί της 4ώ?· άπό

της άναχωρήσεως· Θά συμβη δέ μεταξύ του JL το5,

3

25'ταδ· -Γ άπό της πόλεως Α.)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Γ'.

ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΟ Σ ΑΝΑΛΥΣίΣ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ.

164. Έξίσωσις περιέχουσα αγνώστους περισσοτέρους του ένός επι-
δέχεται λύσεις απείρους το πλήθος· διότι δυνάμεθα νά όρίσωμεν αυτο-
βούλως πάντας τους αγνώστους πλην ένός, όστις προσδιορίζεται καί
ούτος έκ της έξισώσεως.

165. Καί σύστημα έξισώσεων περισσοτέρους έχον άγνωστους η έξι-
σώσεις, έπιδέχεται εν γένει απείρους το πλήθος λύσεις* διότι ορίζοντες
τους περισσεύοντας αγνώστους αύτοβούλως, δυνάμεθα έν γένει να προσ-
διορίσωμεν τους λοιπούς έκ του συστήματος.

Άλλ' άν έκ τών άπειροπληθών λύσεων τοιαύτης έξισώσεως ή συστή-
μ.ατος ζητ*?5ται νά εύρεθώσιν αί άκέραιαι (έν αΤς αί τιμαί πάντων τών
άγνωστων είναι άκέραιοι άριθμοί), τό ζήτημα άποβαίνει δυσκολώτερον*
διότι οι περισσεύοντες άγνωστοι πρέπει νά όρίζωνται τότε ουχί αύτο-
βούλως, άλλ' αρμοδίως, ίνα αί τιμαί τών άλλων προκύπτωσιν, εί δυ-
νατόν, άκέραιαι.

166. 'Απροσδιόριστος ανάλυσις καλείται τό μέρος της άλγεβρας, έν
τω όποίω διδάσκεται ή εΰρεσις τών άκεραίων λύσεων δεδομένης έξισώ-
σεως περισσοτέρους του ένός έχούσης άγνώστους, ή καί συστήματος
έξισώσεων περισσοτέρους έχοντος άγνώστους ή έξισώσεις.

Οί συντελεσταί τών τοιούτων έξισώσεων ύποτίθενται ακέραιοι άριθ-
μοί* (διότι, άν είναι κλασματικοί, καθιστώμεν αύτούς άκεραίους άπαλ-
λάσσοντες την έξίσωσιν άπό τών παρονομαστών).

Ενταύθα θά θεωοήσωμεν μόνον μίαν έξίσωσιν περιέχουσαν δύο αγνώ-
στους καί ήγμένην είς τήν μορφήν

*χ.+βψ=γ>

ενθα α, β, γ εΤναι γνωστοί άκέραιοι αριθμοί (θετικοί ή άρνητικοί).

Οί άκέραιοι άριθμοί α, β, γ της έξισώσεως ταύτης δύνανται νά υπο-
τεθώσι πρώτοι πρός άλλήλους· διότι, άν έχωσι κοινό ν τινα διαιρέτην,
έξαλείφομεν αυτόν διαιρουντες δι'αύτου άμφότερα τά μέλη της έξισώσεως.

167. θεωρημα α'. Έαν οι συντελεσταί α, β τών αγνώστων εχωσι
κοινόν τινα διαιρέτην, ή εξίσωσις αχ-\-βψ=γ οϋδεμίαν επιδέχεται ακε-
ραίαν λύσιν.

Διότι, άν οί άκέραιοι α, β είναι διαιρετοί δια του άκεοαίου ό, οίους-
δήποτε άκεραίους άριθμούς καί άν θέσωμεν άντί τών χ καί ψ, τό πρώτον

Mm-·
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μέλος της έξισώσεως θά είναι διαιρετόν δια του δ, και επομένως δεν
θα είναι Γσον τω γ, όστις έξ υποθέσεως δεν είναι διαιρετός δια του δ.

168. θεωρημα β'. Έάν οι σνντελεσταϊ α καί β είναι ττρόότοι προς
αλλήλους, ή εξίσωσις αχ+βψ=γ εχει άκεραίαν τινά λύσιν.

* Έν πρώτοις παρατηρουμεν, ότι εις τών συντελεστών, οίον 6 α,
δύναται πάντοτε νά ύποτεθγί θετικός' διότι, άν δέν είναι, γίνεται, τρε-
πομένων τών σημείων πάντων τών δρων της έξισώσεως.

Έάν νυν λύσωμεν την έξίσωσιν πρός τόν αγνωστον χ, ούτινος 6 συν-
τελεστής υποτίθεται θετικός άοιθμ.ός, εύρίσκομεν

λέγω δέ, ότι έκ τών επομένων τιμών του ψ

ψ=0, 1, 2, 3, . . . (α—1), (μ)

ων τό πλήθος είναι α, ευρίσκεται μία και μία μόνη, πρός ην αντιστοι-
χεί τιμη του χ άκεραία.

Άς τεθώσιν αί τιμαί τοϋ ψ κατά σειράν είς την παράσταση γ—βψ
καί άς διαιρεθώσιν οί προκύπτοντες αριθμοί πάντες δια του α, άλλ' οΰ-
τως, ώστε πάντα τά υπόλοιπα νά είναι θετικά (γίνεται δέ τό άονητι-
κόν ύπόλοιπον θετικόν, έάν είς τό πηλίκον προστεθγί μία άρνητικη μο-
νάς· άν π. χ. έχωμεν νά διαιρέσωμεν —9 δια 5, θα ε7ναι πηλίκον —1
καί ύπόλοιπον —4" λαμβάνοντες όμως ώς πηλίκον τό —2, θα έχωμεν
ύπόλοιπον 1* διότι —9=5. (—2) + 1)· λέγω, ότι τών διαιρέσεων τού-
των τά ύπόλοιπα θά εΖναι πάντα διάφορα άπ' αλλήλων* διότι, άς ύπο-
τεθνί, ότι δύο διαιρέσεις δίδουσιν ισα ύπόλοιπα, έστωσαν δέ αί πρός τάς
τιμάς ψ' καί ψ" του ψ άντιστοιχουσαι* τότε παοιστωμένου του κοινού
αυτών υπολοίπου δια υ καί τών πηλίκων δια π' καί π", θά είναι

γ — βψ'=απ' -[-υ
Υ—βψ"=απ" + υ,
εκ όέ τούτων, άφαιρουμένων κατά μέλη, προκύπτει

ΜΨ"—ψ >=«(*'—

η δέ ίσότης αυτη δεικνύει, ότι ό άριθμός α, πρώτος ών πρός τόν β,
διαιρεί .τό γινόμενον β(ψ "—ψ')· έπομένως ό α διαιρεί την διαφοράν
ψ —ψ'· άλλα τούτο είναι αδύνατον* διότι άμφότεροι οί άριθμοί ψ', ψ"
είναι μικρότεροι του α* άτοπος άρα ητο η ύπόθεσις, ότι δύο διαιοέσεις
εοιόον ισα υπολοιπα.

Επειδή δέ διαιρέτης είναι ό α, επεται, ότι υπόλοιπα τών είρημένων
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διαιρέσεων δύνανται να είναι μόνον οί μικρότεροι αύτου αριθμοί

0, 1, 2, 3,. . . α — 1 ·
καί έπειδη οι άριθμοί ούτοι είναι άκριβώς τόσοι, όσαι είναι καίαί διαιρέσεις,
καί έκάστη έχει ίδιον ύπόλοιπον, συμπεραίνομεν, ότι μία τών διαιοέσεων
τούτων δίδει ύπόλοιπον 0' ητοι πρός μίαν τών τιμών (μ) τοΰ ψ αντι-
στοιχεί" ακέραια καί η τιμή του χ* ώστε υπάρχει τις ακέραια λύσις.

169. θεωρημα γ'. "Οταν ή εξίσωσις αχ-\-βψ=γ εχγ] μίαν άκε-
ραίαν λύσιν, εχει και άλλας άπειρους το πλήθος.

"Εστω χ==η, ψ=θ μία άκεραία λύσις της έξισώσεως

«3Η-βψ=γ»

ητοι έστω αη-|-βθ=γ.

'Εάν άπ' άμφοτέρων τών μελών της έξισώσεως άφαιρεθώσιν ί'σοι
άριθμοί, ό αη-}-βθ καί ό γ, θά προκύψη έξίσωσις ισοδύναμος,
ή οο(χ-η) + β(ψ-θ)=0,

3 ^ ^(Χ—ν,)=^(θ —ψ>. (ε)

"Ινα εύρωμεν πάσας τάς άκεραίας λύσεις τ*?5ς έξισώσεως ταύτης,παρατη-
ρουμεν, ότι 6 α διαιρεί τό πρώτον μέλος της έξισώσεως, πρέπει άρα νά.διαιρ·?)
καί τό δεύτερον (άν ή έξίσωσις άληθεύη δι' άκεραίας τιμάς τών χ καί ψ)·
έπειδη δέ είνε πρώτος πρός τόν β, άνάγκη νά διαιρνί τήν διαφοράν θ—ψ,
ητις θά είναι διά τοϋτο πολλαπλάσιον τι του α* ώστε πρέπει νά είναι

θ—ψ==κω, . (1)

του ω όντος άκεραίου άριθμου.

'Επίσης ό β άνάγκη νά διαιργί τήν διαφοράν χ—η, ήτοι ή διαφορά
αύτη ποέπει νά είναι πολλαπλάσιον τι του β* ή'τοι πρέπει νά είναι

Χ η=βω' Ι"' (2)

του ω' όντος άκεραίου άριθμου.

'Εάν δέ αι τιμαί αύται τών διαφορών (1) καί (2) τεθώσιν είς τήν έςι-
σωσιν (ε), προκύπτει ω'=ω, έξ ου βλέπομεν, ότι, ίνα ή έξίσωσις (ε) έπα-
ληθεύσγι, πρέπει και άρκεϊ οί δύο άκέραιοι ω καί ω' νά είναι ί'σοι'
ώστε τού α) δντος οιουδήποτε άκεραίου, αί ύπό τών ισοτήτων (1) και
(2) παρεχόμεναι τιμαί

χ=η + βω (3)

ψ=θ—αω

έπαληθεύουσι τήν έξίσωσιν (ε)" επίσης δέ καί τήν όοθεΐσαν έςισωσιν
αχ-{-βψ=γ, ώς ίσοδύναμον τ*?ί (ε)' ύπάρχουσιν άρα άπειροι άκέραιαι λύ-
σεις, ας δίδουσιν οί τύποι (3)' άλλα πλην τούτων ούδεμία άλλη υπάρχει.



ΣΗΜ. Ότι αί τιμαί (3) επαληθεύουσι την δοθεΐσαν έξίσο>σιν, οίοςδφτοτε ακέραιος και
αν υποτεθη ό ω, έπιβεβαιοϋται καί διά της άμεσου αντικαταστάσεως αυτών είς την έξίσω -
σιν· διο'τι θέτοντες τάς τιμάς (3) των y καί ψ είς την έξίσωσιν αγ^·+~βψ==γ, εύρισκομεν
αη_|_α5ω_|_6θ—βαω=γ ^rot. αη+6θ=γ· οπερ εΤναι ταυτο'της* διο'τι έξ όποθέσεως αί τι-
ααί ψ=θ λύουσι την έξίσωσιν-.

170. Έκ τών προηγουμένων βλέπομεν, ότι έκ μιας λύσεως της έξισώ-
σεως αχ-|-βψ=γ εύρισκομεν τύπον περιέχοντα πάσας τας λύσεις* προς
τούτο ανξάνομεν την τιμήν του χ κατά τον συντελεστή ν τον -ψ πολλαπλα-
σιασΰέντα επί αόριστον τινα ακέραιον ω, την δε τιμήν του ψ κατά τόν σνντε-
λεστην τον χ πολλαττλασιασϋ'έντα επϊ τον αντί&ετον τον αντον ακεραίου α).

Επειδή δέ αντί ω δύναται νά γραφνί καί —ω, (διότι ό ω είναι τυχών
ακέραιος άριθμός), επεται, OTt είναι άδιάφορον, τις έκ τών συντελε-
στών θα πολλαπλασιασθγί έπί ω καί τις έπί τόν άντίθετον του ω.
Μέθοδοι προς εΰρεαεν τών ακεραίων λύσεων
τΐ|ς έξιβώβεως <*·χ + βψ=γ.

171. Ήάπόδειξις της υπάρξεως άκεραίας λύσεως παρέχει καί τόντρόπον
της ευρέσεως αύτης*καί ό'ντως εί,'δομεν, ότι, έάν άντί του ψ τεθώσιν οί άριθμοί
0,1,2,3 α—1, είς ενα τούτων θα άντιστοιχγ} τιμή του χ ακέραια* μιας
δέ λύσεως άκεραίας ευρεθείσης, ευρίσκονται άμέσως καί πάσα ι oci λοιπαί.

"Εστω ώς παράδειγμα ή έξίσωσις

5χ- 8ψ=7·

λυοντες ποός τόν χ, εύοίσκομεν

1±8ψ -

χ=—-—L ·

ο

είξεύρομεν δέ, ότι έκ τών πέντε τιμών του ψ

0, 1, 2. 3, 4

μια καί μία μόνη καθιστά: την τιμήν του χ άκεραίαν δοκιμάζοντες
λοιπον εύρισκομεν τήν λύσιν

Ψ=ι, χ=3·

οθεν πασαι αί άκέραιαι λύσεις τ^ς δοθείσης έξισώσεως περιέχονται έν τοις
τύποι« χ=3 -f- 8ω

ψ=τ14-5ω.

Αί θετικαί τιμαί του ω (καί ή τιμή 0) δίδουσι τιμάς θετικάς αμ-
φοτέρων τών άγνωστων, αι δέ άρνητικαί άρνητικάς.

Έστω δεύτερον ή έξίσωσις 91χ— 30ψ=19
λυοντες προς τόν ψ (διότι ούτος έχει τόν μικρότερον συντελεστην καί
άιχ τοΰτο θά γίνωσιν όλιγώτεραι δοκιμαί), εύρίσκοαεν

91χ-19
Υ 30
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-παρατηρητέον νυν, ότι, ίνα διαιρηται ό άριθμητής διά του 30, άνάγκν
w λήγη εις Ο* ήτοι άνάγκη νά λήγη ό άριθμός 91χ είς 9' ό χ dcpa
πρέπει νά εχη μίαν των επομένων τιμών 9, 19 29

καί ταύτας μόνον δοκιμάζομεν* ούτως εύρίσκομεν τήν λύσιν

χ=19 ψ=3.19=57,

βξ ής έν γένει χ=19 + 30ω

ψ=57-}-91ω.
Έστω τέλος ή έξίσωσις -f-13ψ=75 *

λ,ύοντες προς τον χ εύρίσκομεν

75 —13ψ
Χ γ

καί δοκιμάζοντες τάς τιμάς ψ=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, εύρίσκομεν τήν
λύσιν ψ=2, Χτ^Ί'

εξ ής καί τήν γενικήν λύσιν

χ=7—13ω
ψ=2-+- 7ω

στλήν τής ευρεθείσης λύσεως, (ήτις αντιστοιχεί είς τήν τιμήν ω=0),
πασαι αί λοιποεί έχουσιν ενα άρνητικόν καί ενα θετικόν άριθμόν.

* 172. "Οταν οί συντελεσταί α καί β είναι μεγάλοι άριθμοί, ή μέθοδος
«κύτη αποβαίνει επίπονος* τότε μεταχειριζόμεθα τήν έπομένην μεθοδον,
•διά της όποιας καί ή ύπαρξις άκεραίας τινός λύσεως γίνεται καταφανής.

Έστω ή έξισωσις «Χ+βψ^γ»

της όποιας οί συντελεσταί α, β ύποτίθενται πρώτοι πρός άλλήλους.
Έάν ό β είναι μεγαλήτερος, άς διαιρεθη διά του α* έστω δέ π το πη-
λ,ίκον καί β' το ύπόλοιπον της διαιρέσεως" τότε θά είναι

β^απ + β'·

δθεν ή δοθείσα έξίσωσις δύναται νά γραφή καί ώς έξής

αχ + (απ-*-β')ψ=γ

ή «(χ-4-πψ)4-β'ψ=γ.

καί άν τεθ-95 χ-f-πψ=χ'> ή δευτέρα έξίσωσις γίνεται

αχ' + β'ψ=γ,

ένθα y ' είναι νέος τις άγνωστος συνδεόμενος πρός τούς χ, ψ διά της
ισότητος χ'=χ-}-πψ, ή χ=χ'—πψ.

Έάν της έξισώσεως ταύτης εύρεθη άκεραία τις λύσις, ευρίσκεται
αμέσως άλλη της δοθείσης" διότι εύρεθέντων τών χ' καί ψ, εύρίσκεται
καί ό χ έκ της ίσότητος Χ=Χ —
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Έχ. τούτων βλέπομεν, οτι ή εύρεσις των άκεραίων λύσεων της δο-
θείσης έξισώσεως ανάγεται είς τήν εύρεσιν τών άκεραίων λύσεων άλλης,
ή οποί* εχει συντελεστάς, τόν μικρότερον τών συντελεστών της δοθεί-
σης καί τό ύπόλοιπον της διαιρέσεως τοΰ μεγαλητέρου συντελεστοΰ διά
τοΰ μικροτέρου' άλλ' ομοίως άνάγεται καί αύτ*7ίς ή λύσις είς άλλη ν" χα I
ούτω καθεξής. 'Επειδή δέ αι γινόμεναι διαιρέσεις είναι αί διαιρέσεις,
δι'ών εύρίσκεται ό μέγιστος κοινός διαιρέτης τών συντελεστών α καί β,
ούτοι δέ ύπετέθησαν πρώτοι πρός άλλήλους, έπεται, ότι θά εύρεθν} έπί
τέλους ύπόλοιπον τι ί'σον τω μεγίστω κοινώ διαιρέτ*/) 1, καί θά φθά-
σωμεν ούτως είς έξίσωσιν, ένω ό έτερος τών άγνώστων θά εχη συντε-
λεστήν τήν μονάδα 1, ή'τοι έξίσωσιν της μορφής

Χι + Ρψι=ϊ»

χ, καί ψ, όντων τών άγνώστων .

'Αλλά της τοιαύτης έξισώσεως εύρίσκεται άμέσως ακέραια τις λύσις·
διότι, άν τεθτί ψ1=0, έπεται χ1=γ (καί γενικώς, άν τεθν} ψι==Α,
επεται χ 1=γΑρ, τοΰ Α όντος άκεραίου)' έπομένως εύρίσκεται έξ αύτης
άκεραία τις λύσις και έκάστης τών προηγουμένων, άρα καί της δοθείσης .
Ώς παράδειγμα έστω ή έξίσωσις

31χ-|-68ψ=τ121·
έπειδη είναι 68=2. 31 -f-6, ή έξίσωσις γράφεται καί ώς έξ*?3ς

31(χ+2ψ) + 6ψ=121,

καί άν θέσωμεν χ 2ψ=χ ',

έπεται ~ 31χ'-f-6ψ=121 ·

έπειδη δέ πάλιν είναι 31=5.6-f-l, ή έξίσωσις αύτη γίνεται

6(ψ+5χ04-χ'=121·

καί άν τεθγί ψ-}-5χ'=ψ', επεται

6ψ'+χ'==121·

οθεν ευρίσκεται ή λύσις

Ψ'=20. χ =1,

έξ ής, δυνάμει τών τεθεισών ισοτήτων, εύρίσκομεν

ψ=15 καί χ=—29·
οθεν επεται-και ή γενική λύσις

χ=—29-|—68ω
ώ= 15—31ω
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* Άκέρ<*εα& *ott Οετ&χαΙ λύσεις τής έξοοώαεως

<*χ+βψ=γ·

173. Δυνατόν νά ζητηθώσιν έκ τών ακεραίων λύσεων της έξισώσεως
αχ-f- βψ=γ έκεΤναι, έν αΐς αί τιμαί αμφοτέρων τών άγνώστων είναι
θετικοί άριθμοί. Πρός εΰοεσιν τούτων διακρίνομεν δύο περιπτώσεις,
καθ' οσον οί συντελεσταί α καί β είναι ομοειδείς έτεοοειδεΐς.

Έστωσαν πρότερον ομοειδείς- έπειδη ό α ύπετεθη θετικός, καί ό β
είναι θετικός* έάν νυν ό γ είναι άρνητικός, ούδεμία προφανώς υπάρχει
θετική λύσις ' άνάγκη άρα νά είναι καί ό γ θετικός.

Τούτων τεθέντων, έστω χ=η, ψ=θ η δια του πρώτου τρόπου ευρι-
σκομένη άκεραία λύσις, έν r/i έπομένως είναι ό θ θετικός άριθμός και μι-
κρότερος του α* τότε πάσαι αί άκέραιαι λύσεις περιέχονται έν τοϊςτύποις

χ='ΐ—βω

ψ=θ-)-αω.

At άρνητικαί τιμαί του ω καθιστώσι τόν ψ άρνητικόν διότι, άν τεθη
ω=—1, —2, —3, —4,. . ., προκύπτει

ψ=θ—α, θ—2α, θ—3α,... άτινα
πάντα είναι αρνητικά, διότι ό θ ε?ναι μικρότερος του α.

Αί δέ θετικαί πάσαι (καί η 0) καθιστώσιν αύτόν θετικόν διότι at τιμαί
ω=0, 1, 2, 3,...
δίδουσι ψ=θ, θ + *, θ + 2α,...

άλλ'ίνα καί ό χ άποβη θετικός διά τάς τιμάς ω=0, 1, 2, 3. ..,
δέον νά είναι ό η θετικός καί μεγαλητερος του άφαιρουμένου δρου β.ω'
ώστε (του η οντος θετικού) πρέπει νά είναι η^>βω, γίτοι

i».

"Οθεν 6 ω δύναται νά λάβη τάς τιμάς 0, 1, 2,. . μέχρι του μεγι-

η /

στου θετικού άκεραίου του έν τω κλάσματι —- περιεχομένου, καί αν

Γ

ό μέγιστος ούτος άκέραιος παρασταθη διά του μ, αί τιμαί, άς δύναται
νά λάβη ό ω, είναι 0, 1,- 2, 3, 4,. .μ' καί έπομένως τό πλήθος τών
θετικών και άκεραίων λύσεων της έξισώσεως είναι τότε μ+1.

Έπειδη δέ είναι αη-f βθ=γ (διότι χ—η, ψ=θ είναι λύσις τ*5ς έξισώ-
σεως «χ + βψ=γ)} επεται, άν διαιρέσωμεν πάντας τους ορούς διά αβ,

θ γ
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Έστω μ 6 μέγιστος θετικός άκέραιος ό έν τω κλάσματι περιε-

χόμενος, τότε θά είναι -^-=μ-|-<ρ (του φ δντος μικροτέρου της μο-

r

θ γ

νάδος 1) καί ή ίσότης (ι) γίνεται —~===~^φ '

έξ ου βλέπομεν, ότι τό κλάσμα θα περιέχη μέγιστον άκέραιον η τον

θ

μ, ή τόν μ-j-1 (τόν μ, άν τό άθροισμα είναι μικρο'τερον της μο-
νάδος, τόν δέ μ+1, &ν μεγαλήτερον)· μεγαλήτερον ομως άκέραιον δέν
δύναται να περιέχη * διότι οί δύο άριθμοί φ καί-είναι άμφότεροι μικρό-
τεροι της μονάδος (διότι θ<[α) και δεν δύνανται ν* άποτελέσωσι τόν 2.

Έκ τούτου επεται, ότι τό πλήθος τών θετικών καϊ Ακεραίων λύσεων
της έξισώσεως αχ-{-βψ=7, δηου α και β είναι αμφότεροι θειικοί, εκ-

/ » / ~ » y

φράζεται η υπό τον μεγίστου &ετικον ακεραίου τον εν τœ κλάσματι ——

περιεχομένου (άν περιέχηται ό μ-j-l), η νπό τον αΰτοϋ ακεραίου ην-
ξημένον κατά μονάδα (άν περιέχηται ό μ).

Έστωσαν νυν οί συντελεσταί α καί β ετεροειδείς, -ητοι ό oc θετικός
καί ό β άρνητικός* έάν καί πάλιν λάβωμεν την αύτήν λύσιν χ=η, ψ=θ,
εχομεν τους αυτούς τύπους τνίς γενικής λύσεως

χ=η—βω
ψ=θ-}-αω.

Αί άρνητικαί τιμαί του ω καθιστώσι καί πάλιν τόν ψ άρνητικόν
(διότι δίδουσι ψ=θ—α, θ—2α, θ—3α,. . . ), αί δέ θετικαί (καί ή 0)
καθιστώσιν αύτόν θετικόν (διότι δίδουσι ψ=θ, θ-f-a, θ-{-2α,. . . ).

Ώς πρός τόν χ παρατηρουμεν, ότι, άν μέν είναι ό η θετικός, αι τιμαί
ω=0,1,2,. . . δίδουσι θετικάς τιμάς του χ, χ=νι, η—β, η—2β,. . .
(διότι ό β είναι έν τη περιπτώσει ταύτη άρνητικός· άρα ο —β θετικός)*
άν δέ 6 η εΖναι άρνητικός, αί θετικαί τιμαί του ω αί ύπερβαίνουσαι τό

κλάσμακαθιστώσι τόν χ θετικόν.

Διότι β τιμή του χ δύναται νά γραφή καί ώς έξης :

χ=κ ;--»)·

καί έπειδή ό παράγων β είναι άρνητικός, διά νά είναι θετικόν τό γινόμε-
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ναν, πρέπει καί άοκει νά είναι καί ο άλλος παράγων άρνητικός· ήτοινά

είναι .

Ρ

ώστε, οταν οί συντελεσταί α και β της έξισώσεως αχ -{- βψ=γ είναι ετεροει-
δείς, ή εξίσωσις επιδέχεται πλήθος άπειρον θετικών και ακεραίων λύσεων.

Προβλήματα.

1) Ενρεΐν κλάσμα τοιούτον, ώστε αν δ άριθμητής αύτου αύξηθη κατά

2

3 και δ παρονομαστής κατά 4, νά γίνηται τό κλάσμα ϊσον τω-.

3

Έάν δια του χ παρασταθ'/j ό παρονομαστής καί διά του ψ ό άριθμη-
τής, θά είναι

ψ+3 _ 2
χ-Μ

"Οθεν επεται ή έξίσωσις 3ψ—2χ=—1, ήτις έπιδέχεται τας άκε-
ραίας λύσεις χ=2-|-3ω,

ψ=1+2ω.

Είναι δέ πασαι αύται θετικαι, έάν ω είναι ή 0 ή θετικόν, ώστε
ύπάρχουσιν άπειρα τοιαύτα κλάσματα καί δίδονται ύπό του τύπου

1-1-2ω

—Τ— ένθα ω=0, 1, 2, 3, 4,.. -

2-|-οω

ΣΗΜ. Τάς άκεραίας λύσεις της έξισώσεως

ψ + 3_ 2

εύρίσκομεν απλούστατα, έάν ένθυμηθώμεν έκ της άριθμητικής, οτι, οταν

δύο κλάσματα είναι ίσα καί τό ετερον αύτών είναι άνάγωγον ^ώς τό

οί όροι του άλλου είναι γινόμενα τών όρων του άναγώγου έπί τινα
άκέραιον άριθμόν ίνα άληθεύση λοιπόν ή έξίσωσις, άνάγκη νά είναι

ψ_|_3=2φ
καί χ + 4=3φ.

"Οθεν επεται ή λύσις χ=3φ—4 καί ψ=2φ—3, έξ ής προκύπτει
ή προηγουμένως ευρεθείσα, άν τεθ-?| φ=ω-|-2 (διότι ό <ρ είναι οίοςδη-
ποτε άκέραιος, ώς καί ό ω). 'Ομοίως σκεπτόμενοι εύρίσκομεν καί γε-
νικώς τάς λύσεις πάσης έξισώσεως της μορφής

ψ—θ_ α *
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αΐτινες είναι χ='1+.ϊω

ψ==θ -f- αω.

2) "Εμπορος ήγόραοεν ίππους καί βόας άντί 1770 ταλλήρων επλή-
ρωοε δε δι εκαοτον μεν ΐππον 31 τάλληρα, δι ' εκαοτον δε βοϋν 21.
Πόσους ίππους καί πόσους βόας ήγόραοεν ;

Έάν δια του χ παοαστήσωμεν τον αριθμόν τών ΐππων και δια του
ψ τον άριθμόν τών βοών, έχομεν τήν έξίσωσιν

31χ + 21ψ = 1770, ^ .

ήςτινος αί άκεραιαι λύσεις περιέχονται πασαι είς τούς τύπους
χ—9 -j- 21ω ψ=71—3 1ω.

Έκ δέ τούτων θετικαΐ είναι μόνον αί ποός τάς τιμάς ω—Ο, ω=1,
ω=2 άντιστοιχουσαι* ή'τοι

χ=9 a Χ-3Ο - χ=51
φ=71 Λ ψ=4Ο " ψ=9.

3) Πρόκειται νά πληρωθώσι 43 δραχμαί διά διδράχμων καί πεντα-
δράχμων, πόσα εξ εκάστου είδους πρέπει νά δοθώσι ;

Έάν διά του χ παραστήσωμεν τόν άριθμόν τών διδράχμων καί διά
του ψ τόν άριθμόν τών πενταδράχμων, θά είναι

2χ f 5ψ—43-.

Αί άκεοαιαι λύσεις της έξισώσεως ταύτης περιέχονται είς τούς τύπους

χ—19 - 5 ω

ψ= 1 +2ω. ,

Έκ τούτων είναι θετικαι αί πρός τάς τιμάς ω=0, 1, 2, 3 άντιστοι-
χουσαι* ώστε είναι

ή ?=19 ή *=14 a Z=9 ft *=4

Λ ψ= 1 η ψ= 3 * ψ=5 0 ψ=7.

4) Βοσκός τις θέλει με 40 λίρας νά άγοράσγ] 40 ζφα τριών ειδών
άρνία, πρόβατα καί κριούς· πωλείται δε εκαοτον άρνίον ήμίσειαν λίραν,
έκαστον πρόβατον δύο καί έκαστος κριός τέσσαρας λίρας. Πόσα θά άγο-
ράσγ] εξ εκάστου είδους ;

Έστωσαν χ οί κριοί, ψ τά πρόβατα καί <ρ τά άρνία· τότε είναι

Χ + Ψ+?=4Ο
4χ + 2ψ f -1_=40, -

έξ ών άπαλείφοντες τόν <ρ εύρίσκομεν 7χ-|-3ψ=4Ο.

'Επιδέχεται δέ ή έξίσωσις αύτη τάς άκεραίας λύσεις

Χ— 1 + 3ω
ύ=11—7ω,
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εξ ων θετικά! είναι αί προς τάς τιμάς ω=0, ω=1 άντιστοιχουσαι* ητοι
η ψ=11 καί επομένως φ=28

η χ=4 ψ= 4 » φ—32.

5) Εϋρέίν άρι&μόν δίψηφων καί τοιούτον, ώπτε το διπλάσιον τών
δεκάδων αύτου προσλαβόν και τον 8 νά γίνηται ίσον προς τδ πέμπτον
της διαφοράς τον 66 και του ψηφίου τών μονάδων.

Έάν παραστησωμ,εν διά του χ τάς δεκάδας καί δια του ψ τάς μο-

ΡΛ I

νάδας, θά είναι 2χ+8=—

Ο

$ 1 Οχ 4-40=66—ψ, οθεν 10χ + ψ=26·
πρέπει δέ νά είναι οι άγνωστοι χ, ψ άκέραιοι καί θετικοί άριθμοί καί
μικρότεροι του 10.

Αί άκέραιαι καί θετικαί λύσεις της έξισώσεως ταύτης είναι

χ—ο ψ—26

„ χ—1 ψ=16

χ=2 ψ= 6.

Έκ δέ τούτων η τελευταία μόνη πληροί τους περιορισμούς πάντας·
ώστε η μόνη λύσις είναι ό άριθμός 26.

6) Εϋρεϊν αριθμόν τριψήφιον και τοιούτον, ώστε τό 25πλάσιον του
ψηφίου τών εκατοντάδων προσλαβόν και τό διπλάσιον τών δεκάδων
και τόν 156 νά γίνηται ίσον πρός τό τέταρτον του 1560, άφοϋ ελατ-
τω&η ούτος κατά τό διπλάσιον τών δεκάδων και κατά τάς μονάδας.

"Εστωσαν χ αί έκατοντάδες, ψ αί δεκάδες καί ω αί μονάδες του

ζητουμένου άριθμου.

Κατά την έκφώνησιν του προβλήματος θά είναι

1560—2<L — ω
25χ + 2ψ4-156=10 4 V-

$ 1 ΟΟχ + 8ψ + 624=1560—2ψ — ω,

δθεν ΙΟΟχ -f 10ψ -f ω—936 ·

πρέπει δέ νά είναι οί άγνωστοι χ, ψ, ω πάντες άκεοαιοι καί θετικοί
καί μικρότεροι του 10.

Γράφοντες την έξίσωσιν ώς επεται

100 (χ—9) +10 (ψ—3) -f (ω—6)=0,
βλέπομεν εύκόλως, οτι η μόνη λύσις η πάντας τους ορούς του προβλή-
ματος πληρούσα είναι χ=9, ψ=3, ω=6' ώστε ό ζητούμενος άοιθ-
μός είναι ό 936.
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7) Ευρεϊν άρι&μον τριψήφιον και τοιούτον, ώστε τό εικοσαπλάσιον
του ψηφίου τών εκατοντάδων και τό ψηφίον τών δεκάδων προσλαβόντα
και την μονάδα 1 νά Ισώνται προς το πέμπτον του αριθμόν.

Έ έξίσωσις του προβλήματος είναι

20Χ+ψ+ι=100*+,10*+ω

Ο

διότι ό αριθμός ε χει μονάδας το ολον 100χ+ 10ψ + ω.
Έκ της έξισώσεως ταύτης επεται

ω-|-5ψ=5·

αί δέ λύσεις αύτης, αί είς τό πρόβλημα άρμόζουσαι, είναι

ω=0, ψ=1
ω=5, ψ=0.

Επειδή δέ ό χ δέν ώρίσθη, ό ζητούμενος άριθμός είναι είς έκ. τών
επομένων

110 210 310 410 510 610 710 810 910
105 205 305 405 505 605 705 805 905,

διότι πάντες ούτοι πληρουσι τους ορούς του προβλήματος.

8) Ευρεϊν αρι&μόν διψήφιον, όστις αντιστρεφόμένος γίνεται ίσος πρός

, 4 ,
τα -y- εαυτόν.

Έάν χ είναι αί δεκάδες του άριθμου καί ψ αί μονάδες αύτου, θά
έχ·/) μονάδας το ολον 10χ-|-ψ, άντιστρεφόμενος δέ θά εχη μονάδας τό ολον ΙΟψ-j-X* ώστε θά είναι

ιοψ+χ==4(10χ+ψ)·

'Όθεν προκύπτει 66ψ=33χ

ή ^ 2ψ=χ·

πρεπει δέ νά είναι οί άγνωστοι χ, ψ άκέραιοι καί θετικοί άριθμοί καί
μικρότεροι του 10.

Αί λύσεις του προβλήματος ευρίσκονται ευκόλως έκ της έξισώσεως
καί είναι

ή ψ=1 καί χ~2
ή Ψ=2 χ=4

ή ψ=3 χ=6

* ψ=4 χ=8,

ωστε οι λυοντες το πρόβλημα άριθμοί είναι οί 21, 42, 63, 84.
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Προς άσκησιν προτείνομεν είς λύσιν καί τά επόμενα προβλήματα.

1) Εύρειν άριθμόν, όστις διαιρούμενος διά 5 δίδει ύπόλοιπον 3, δι' 7
ύπόλοιπον 2 και διά 11 ύπόλοιπον 1. (Άπ. y=23 -|-385ω).

2) Να διαιρεθ-55 ό 150 είς δύο μέρη, ών τό μέν νά είναι διαιρετόν
δι' 7, τό δέ διά 23. (Άπ. 35 καί 115).

3) Είς έορτήν έδαπάνησαν άνδρες και γυναίκες δραχμάς 200" είναι
δέ γνωστόν, οτι εκάστη γυνή έδαπάνησε δοαχμάς 9, έκαστος δέ άνήρ
11. Πόσοι ήσαν οί άνδρες καί πόσα ι αί γυναίκες ;

(Άπ. α=1 καί γ=21, ή α=10 καί γ=10).

4) Είς έορτήν έδαπάνησαν 30 άτομα, άνδρες γυναίκες καί παιδία 30

τάλληρα- καί τών μέν άνδρών έδαπάνησεν έκαστος 3 τάλληρα, τών δέ γυ-

1 1
ναικών εκάστη 2—, τών δέ παιδίων —. Ζητείται πόσοι ήσαν οί άν-
ώ Ζ

δρες, πόσαι αί γυναίκες καί πόσα τά παιδία ; (Άπ. 6, 0, 24, ή 2,5, 23).

5) Πρόκειται έξ 100 νομισμάτων, πενταδράχμων, διδράχμων καί
άργυρών κερμάτων τών 20 λεπτών, νά σχηματισθη τό ποσόν 100 δραχ-
μών/ πόσα πρέπει νά λάβωμεν έξ έκάστου εί'δους ;

6) Εύρειν άριθμόν, όστις διαιρούμενος διά του 7 νά δίδη πηλίκον όσον
καί ύπόλοιπον. (Άπ. 0, 8, 16, 24, 32, 40, 48).

7) Εύοεϊν άριθμ,όν, όστις εί'τε διά 7 είτε διά 11 διαιρεθη νά δίδη
πηλίκα ί'σα μέ τά ύπόλοιπα. (Άπ. 0, 24, 48).

8) Άνθοωπός τις διέταξεν έν τή διαθήκη του νά μοιρασθώσιν αί κά-
μηλοι του εις τούς τρεϊς υιούς του ώς έξης. Ό πρώτος νά λάβη τό ήμισυ

αύτών, ό δεύτερος τό — καί ό τρίτος τό — . Ό άριθμός τών καμήλων

3 . 9 1

δέν διηρεϊτο διά τών άριθμών 2, 3, 9' ώστε ή διανομή ήτο άδύνατος'
άλλ' ό κάδης, ίνα κατορθωθή ή διανομή, έδώρησεν είς τά ορφανά άριθμόν
τινα καμήλων καί τότε όχι μόνον έγεινεν ή διανομή συμφώνως πρός
τήν διαθήκην, άλλ' έμειναν καί ώς περίσσευμα αί κάμηλοι του καδη,
άς ούτος έ'λαβε πάλιν οπίσω Ζητείται πόσαι ήσαν αί κάμηλοι καί πό-
σας έδώρησεν ό καδ*75ς ;

'Εάν δ άριθμός χ σημαίνη τάς καμήλους τών ορφανών καί ό ψ τάς
του καδη, εύρίσκομεν χ=17ψ'

ώστε τό πρόβλημα έπιδέχεται λύσεις άπειρους τό πλήθος.

9) Εύρειν άριθμόν τριψήφιον, όστις άντιστρεφόμενος γίνεται ϊσος πρός

τά — έαυτοΰ. ( Άπ. 231, 462, 693).

7

10) Εύρειν άκέραιον άριθμόν διψήφιον, όστις άντιστρεφόμενος έλατ-
τουται κ,ατά 81.
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΔΕΥΤΕΡΟΥ ΒΑΘΜΟΥ

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Α'.

ΑΣΥΜΜΕΤΡΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

174. Το σύστημα τών ακεραίων καί τών κλασματικών άριθμών (τών
θετικών καί τών άρνητικών) είναι μεν τελειον κατά τάς τεσσαρας στοι-
χειώδεις πράξεις, ώστε λύονται έν αύτω πάντα τά είς πρωτοβάθμιον
έξίσωσιν άγοντα ζητήματα' φαίνεται ομως έλλιπές καί τούτο, οταν,
μένοντες έν αύτω, έπιχειοήσωμεν τήν λύσιν ανωτέρων ζητημάτων, οία
είναι τά έπόμενα.

Εύρειν τον αριθμόν, ου τό τετράγωνον νά είναι ισον τω 2'
ή εΰρεΐν άριθμόν, ου δ κύβος νά είναι ίσος τω 4, και τά λοιπά,
άτινα ύπό ούδενός τών είρημένων άριθμών λύονται.

"Οτι π. χ. ούδείς άκέραιος έχει τετράγωνον τόν 2, είναι προφανές·

άλλ' ούδέ κλασματικός· διότι ας ύποτεθνί τοιούτος ό έστω δέ τό

ν

κλάσμα JÎL άνάγωγον τότε θά είναι

/iY-A ,

V ν / ν2

"Οθεν επεται μεταξύ τών άκεραίων άριθμών μ καί ν ή ίσότης

μ2=2.ν2.

Αλλ' άκέραιοι άοιθμοί έπαληθεύοντες τήν έξίσωσιν ταύτην δέν
ύπάοχουσι· καί όντως, ό άριθμός μ πρέπει να είναι άρτιος (διότι τά
τετράγωνα τών άρτιων είναι άρτια καί τών περιττών περιττά)· δύ-
ναται λοιπόν νά τεθνί μ=2μ', του μ' όντος άλλου ακεραίου' τότε ή
έξίσωσις γίνεται 4μ'2=2ν2, ήτοι

ν2=2μ'2.

ώστε καί ό ν είναι άρτιος· τούτο όμως είναι άδύνατον διότι τό κλάσμα
μ t , '

— υπετεθη άνάγωγον. Έκ τούτου συνάγεται, οτι ούδείς εκ τών άριθ-
μών, ους εχομεν, εχει τετράγωνον τόν 2.
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'Ομοίως αποδεικνύεται, οτι ο 10 ούδενός αριθμού (έξ οσων έχομεν)
είναι τετράγωνον, ού^έ κύβος, ουδέ δύναμις οιασδήποτε τάξεως.

Άλλα και η μέτρησις τών γραμμών καί έπομένως η έφαρμογη της
άριθμητικης εις την γεωμετρίαν και έν γένει η καταμέτοησις τών συν-
εχών λεγομένων ποσών είναι αδύνατος (ώς έν τνί γεωμετρί^ αποδει-
κνύεται), έάν μένωμεν περιορισμένοι εις τούς αριθμούς τούτους.

175. Τα ζητηματα ταύτα και τα τούτοις ομοια, η πρέπει να θεω-
ρησωμεν άλυτα καί να πεοιοοίσωμεν την άριθμητικην είς τα άπλούστεοα
ζητηματα, τά δια τών τεσσάρων πράξεων λυόμενα, η, ίνα άρωμεν καί
το έμπόδιον τούτο της προόδου της άριθμητικης, πρέπει νά αύξησωμεν
το υπάρχον σύστημα τών άριθμών δια της προσαρτήσεως νέων αριθμών
καί τοιούτων, ώστε να λύωνται καί τά ρηθέντα ζητηματα, να διατη-
^ώνται δέ, ώς πάντοτε, οί νόμοι τών πράξεων αβλαβείς.

176. Είς την ευρεσιν τών νέων τούτων άριθμών οδηγεί ημας η
παρατηρησις, ότι, έάν έκ τ'^ς μονάδος 1 καί έκ τών δεκαδικών μονάδων

Τ^Γ' 100 ' 1000 ' θέλωμεν ν'άποτελέσωμεν πάντας τούς αριθ-
μούς, τά πλείστα τών κλασμάτων άπαιτουσιν, ίνα άποτελεσθώσιν, άπει-

2

|>ον πλήθος τοιούτων μοναύων ούτω π. χ. τό κλάσμα- γίνεται 0,4

5

8 1
και τό -γίνεται 0,32" αλλά τό —- δεν δύναται άλλως να άποτελε-

25 1 3

σθη ύπό δεκαδικών μονάδων η ύπό τών έπομένων απείρων τό πλήθος

5

0,33333 .... ωσαύτως τό ΤΤΤΓ άποτελειται μόνον ύπό τών έπομένων

33

•0,1515151515 . . , έάν αί άπειροι αύται μονάδες νοηθώσιν ώς εν ολον
.άποτελουσαι.

Τά άπειρα δεκαδικά ψηφία τά ούτω προκύπτοντα επαναλαμβάνονται
^άπο τίνος καί εφεξής) άπαύστως τά αύτά καί κατά την αύτην τάξιν
Άλλ' άν άπειροι τό πλήθος δεκαδικαί μονάδες θεωρηθώσιν, ότι συν-
^αποτελουσιν άριθμόν, οταν τά ψηφία, δι' ων γράφονται, έχωσι την εί-
ρημ.ένην τάξιν, διατί νά μη συμβαίν/ι τό αύτό, καί οταν τα ψηφία, όι
ών γράφονται αί μονάδες, είναι οιαδήποτε;

Εύνόητον άποβαίνει έκ τούτων, οτι δυνάμεθα νά θεωρησωμεν ώς
άριθμόν τό πλήθος οιωνδήποτε δεκαδικών μονάδων, δι' οιωνδήποτε ψη-
φίων καί άν γράφωνται αύται.

(STOiX. ΑΛΓΕΒΡΑ) ^ 9
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Οίον τά έξης πλήθη τών δεκαδικών μονάδων
0, 10 100 1000 10000 . . . .

0, 2 4 8 16 32 64 128 ----

0, 51 511 5111 51 I'll . , . ·
8, 52 502 500-2 50002 ....
12, 389 3890 38900 389000 ....
4, 25 50 75 100 125 150 .. -
0, 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ... .

δύνανται νά θεωρηθώσιν ώς άριθμοί ώρισμένοι, διότι τά ψηφία αύτών
είναι έντελώς ώρισμένα (ό νόμος, καθ' όν προχωρουσι τά ψηφία έκα-
στου, είναι προφανής)..

Άλλ' άν άπειρον πλήθος δεκαδικών μονάδων δεχώμεθα ώς άριθμόν,
ουδέν κωλύει νά δεχθώμεν ώς άριθμόν και πλήθος άπειρον οιωνδήποτε
μονάδων ομοειδών (θετικών ή άρνητικών)* τοιουτοτρόπως φθάνομεν
είς τόν έξης γενικόν όρισμόν του άριθμου.

'Ορισμός.

177. Άρν&μδς λέγεται τό σύνολον ομοειδών μονάδων, ε"τε πεπερα-
σμένον είναι τό πλήθος αύτών εί'τε καί άπειρον, έάν όσαιδήποτε έκ τών
μονάδων τούτων καί άν προστεθώσι, πάντοτε δίδωσιν άθροισμα μικρό-
τερον άκεραίου τινός ομοειδούς.

Ό περιορισμός ούτος είναι άναγκαϊος διά τήν περίπτωσιν, καθ ήν
τό πλήθος τών μονάδων είναι άπειρον* διότι παντός άριθμου πρέπει
να ύπάρχνι άλλος μεγαλήτερος.

Ό άριθμός είναι ώρισμένος, όταν είναι ώρισμέναι αί συναποτελου-
σα·. αύτόν μονάδες, π. χ. ό δεκαδικός άριθμός

. J_ _1_ JL__,1_' 1__

ΙΟ1 ΙΟ10 10*00 + iqiooo + 10ΐοοοο τ" * * * *

είναι έντελώς ώρισμένος· διότι πάντα τά ψηφία αύτου είναι έντελώς
ώρισμένα.

ΣΗΜ. Πας αριθμός δύναται νά νοηθ?, ώς συγκείμενος Ικ δεκαδικών μονάδων διο'τι.
έκάα:η τών άλλων αποτελείται ύπό πλη'θους τινός δεκαδικών αονάδων.

'Ορισμός τής ιοότητος *αί τ?5ς άνισότητος
τών θετικών αριθμών.

178. Μεγαλήτερος λέγεται άριθμός άλλου άριθμου, έάν έχη πάσας
τάς μονάδας αύτου καί άλλας προσέτι.

179. "Ισοι λέγονται δύο άριθμοί, έάν πας άριθμός, άκέραιος ή κλασμα.
τικός, μικρότερος του ενός έξ αύτών, είναι" μικρότερος και του άλλου.
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Έστωσαν ώς παράδειγμα οί αριθμοί 1 χαί 0,99999...

πας άοιθμδς μικρότερος του πρώτου είνε μικρότερος καί του δευτέρου-

' 538

διότι εστω ό μικρότερος της μονάδος άριθμός —· συτος είναι μικρότε-

999 . , ,999 ,

?0ζ τ°° ÏÔÔÔ* °ΤΙ ° 10Ô0 °ια<ΡεΡει μονάδος κατά εν χιλιοστόν

/ 1 \ , . , 538 , „ / * „

{ÏÔÔÔ/' ενφ ° 539 όια(Ρε?ει αυτγ1ζ κατα *ΐτοι περισσοτερον), άρα ό
538

- ώς μικρότερος του 0,999 είναι μικρότερος και του 0,999999. .

ο39

Άλλα καί πας άριθμός μικρότερος του 0,99999.

είναι καί της μονάδος μικρότερος· διότι οσαδήποτε ψηφία του άοιθμοΰ
0,99999. . . . καί άν λάβωμεν, πάντοτε εύρισκομεν άριθμόν μικοότερον
της μονάδος* ώστε είναι 1=0,99999. . . .

'Ομοίως άποδεικνύεται, ότι είναι 0,1=0,09999. . . .

0,01=0,009999. . . κλπ.

"Οτι δέ ό νέος ούτος ορισμός της ίσότητος έφαρμόζεται καί έπί
τών άκεραίων καί έπί τών κλασματικών άριθμών, είναι φανερόν.
Ίαότ^ς χαί άν&σότ*}ς τών δεχα,δ&χόν άρ&θμ,ών.

180. Διά νά είναι ι'σοι δύο άριθμοί έξ άκεραίων.καί έκ δεκαδικών μο-
νάδων συγκείμενοι, πρέπει α ) νά συμφωνώσι κατά πάντα τά όμοταγη
ψηφία αυτών, η β') τά πρώτα όμοταγη ψηφία, καθ' ά διαφέρουσι, να
έχωσι διαφοράν 1, καί του μέν έχοντος τό. μικρότερον ψηφίον πάντα
τάκόλουθα ψηφία νά είναι 9, του δέ έχοντος τό μεγαλήτερον πάντα
τάλλα να είναι 0' άλλως οί άριθμοί είναι άνισοι.

Διότι, ύποθέσωμεν, ότι δύο ί'σοι άριθμοί παρίστανται ώς δεκαδικοί

καί είναι οί έξης' 2,125____ καί 2,124. . . .

Έπειδη τόπερισσευον εν χιλιοστόν του πρώτου ισούται τωΟ,000999..,
ό πρώτος άριθμός ίσουται τω 2,124999. . . ηύξημένω κατά τάς μονάδαο
τών άνωτέρων τάξεων j έάν ύπάρχωσιν* έπειδή δέ οί άριθμοί ύποτίθενται
ί'σοι, βλέπομεν, ότι πάντα τά λοιπά ψηφία του δευτέρου άνάγκη νά είναι 9
καί ό πρώτος άριθμός νά μή έχη ψηφία μηδεμιάς τών άνωτέρων τάξεων.

181. Έάν τά πρώτα όμοταγη ψηφία, καθ' ά διαφέρουσιν οί άριθ-
μοί, έχωσι διαφοράν μεγαλητέραν του 1, οί άριθμοί είναι άνισοι.
*Εστωσαν ώς παράδειγμα οί άριθμοί 2,126. . . καί 2,124. . .

Οιαδήποτε καί άν είναι τά επόμενα ψηφία του δευτέρου, δέν δύναται

ούτος νά είναι μεγαλήτερος του 2,1249999----ήτοι του 2,125' είναι

άρα μικρότερος του πρώτου.
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Acàttpcacç τών àpcÔjJ.cov ε&ς σομ,μ-ετροος
χ%1 εις άσυμμέτρους.

182. Ό νέος ορισμός τών άριθμών περιλαμβάνει μέν πάντας τούς
άκεραίους και τούς κλασματικούς άριθμούς, εισάγει δέ καί άλλους αριθ-
μούς διάφορους τούτων τω όντι οί άπειρα δεκαδικά ψηφία μη περιο-
δικά έχοντες άριθμοί, οί διά του νέου όρισμου ποοσαρτηθέντες, δέν
δύνανται προς ούδένα τών άκεραίων ουδέ τών κλασματικών νά είναι
ίσοι* διότι ούτοι τρεπόμενοι είς δεκαδικούς, η έχουσιν ώρισμένον άριθ-
μόν ψηφίων η έχουσιν άπειρα άλλα περιοδικά.

Προς διάκρισιν καλούνται οι μέν ακέραιοι καί οί κλασματικοί αριθμοί,
ήτοι οί άριθμοί του προηγουμένου συστήματος οί έκ πεπερασμένου πλή-
θους μονάδων συγκείμενοι, σύμμετροι, οί δέ εισαχθέντες όιάφοροι τού-
των, οί μή δυνάμενοι άλλως νά άποτελεσθώσιν ή ύπό απείρου πλή-
θους μονάδων, λέγονται ασύμμετροι' ούτοι τρεπόμενοι είς δεκαδικούς
έχουσιν άπειρα δεκαδικά ψηφία μή περιοδικά.

Παρατήρ^σις.

Καί μετά τήν προσάρτησιν τών άσυμμέτρων άριθμών οί ορισμοί τών
τεσσάρων πράξεων μένουσιν οί αύτοί. Αποδεικνύεται δέ, ότι ύπάρχει
πάντοτε άθροισμα καί διαφορά καί γινόμενον καί πηλίκον δύο οιωνδήποτε
άριθμών καί ότιαίάρχικαί ιδιότητες τών πράξεων διατηρούνται. Ωσαύ-
τως άποδεικνύεται, ότι πας θετικός άριθμός είναι καί τετράγωνον άλλου
τινός καί κύβος άλλου" καί γενικώς μυοστή δύναμις άλλου τινός θετικού
άριθμου (συμμέτρου ή άσυμμέτρου)' ήτοι ύπάρχει πάντοτε θετικός τις
άριθμός έχων μυοστήν δύναμιν τόν δοθέντα θετικόν άριθμόν. Πρός τούτοις
άποδεικνύεται, οτι πάσα εύθεϊα γραμμή μετρείται καί παρίσταται ύπό
άριθμου (συμμέτρου ή άσυμμέτρου)· ώστε διά τών άσυμμέτρων άοιθμ,ών
λύονται πάντα τά έν τ'7) άοχνί του παρόντος κεφαλαίου μνημονευθέ% τα
άλυτα ζητήματα. 'Αλλά τάς άποδείξεις αύτών παραλείπομεν ένταυθα
χάριν συντομίας (ίδέ Είσαγωγήν άνωτέρας άλγέβρας).

ΣΗΜ. Οί ασύμμετροι άριθμοί συνδέοντα», συνήθως προς τους ouuaέτοους διά τίνων
σχέσεων, έξ ών προκύπτουνιν, ώς έν τοις έπομένοις θά Ι'δωμεν, Ίδιαίτεραι, συντομώτε-
ραι μέθοδοι, καθ' ας έκτελοΰνται αί έπί των άσυμμέτρων πράξεις. Δυνάμεθα όμως (οπερ
και γίνεται εν τη πράξει) νά παραλείψωμεν τά ά'πειρα 'ψηφία τών άσυμμέτρων άπο τίνος
καί εφεξής (π. χ. άπο τών εκατομμυριοστών καί εφεξής), ότε εύρίσκομεν αριθμούς συμμέ-
τρους* τά εξαγόμενα δέ, άτι/α το'τε λαμβάνομεν, προσεγγίζουσι π.οός τάληδη το'σω περισ-
σοτερον. οσω περισσότερα ψηφία διατηροΰμεν.
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ΠΕΡΙ ΤΩΝ ΡΙΖΩΝ
Όριβμοί.

183. Έάν τις άριθμός είναι μυοστη δύναμις άλλου, ούτος λέγεται
μ,υοστη ρίζα. του πρώτου.

Έάν &ηλ. είναι α=β!^, ό β λέγεται μυοστη ρίζα του α.

μ _

Έ μυοστη ρίζα του άριθμου α παρίσταται διά του συμβόλου [/ α ·

μ -

ώστε, έάν είναι α=βίΑ, θά είναι καί $=)/ α ,

τουτέστιν άμφότεραι αί ισότητες αύται μίαν καί την αύτην έκφράζουσι
σχέσιν τών άριθμών α καί β.

184. 'Αξιοπαρατηοητοι είναι αί ταύτότητες

(ϊ/ * Τ-

μ/—

α, καί V α^ = α·

αίτινες έπονται έξ αύτου τοϋ όρισμου της μυοστης ρίζης.

185. *Η ρίζα της δευτέρας τάξεως λέγεται καί τετραγωνική ρίζα- ή
δέ ρίζα της τρίτης τάξεως λέγεται καί κυβική ρίζα. Ή τετραγωνική ρίζα
παρίσταται συνήθως άνευ του δείκτου 2, ώς έξης \/ α , ν'α + β> κτ^·

Τό σημειον j/' καλείται ριζικόν η δέ υπ αυτο υπαρχουσα

παράστασις λέγεται υπόρριζον.

Παράστασις έχουσα ριζικόν λέγεται άλογος'

« ,ΊΓ- ^

ως -, αΝ/.β , κ.τ λ.

Τ

Αί δέ μη περιέχουσαι ριζικόν λέγονται ρηταί.

186. Πάς θετικός άριθμός εχει δύο ρίζας εκάστης άρτιας τάξεως
και μίαν εκάστης περιττής.

Παραδείγματος, χάριν, 6 16 έχει δύο τετραγωνικές ρίζας, τόν 4 καί
τόν —4· διότι είναι 4.4=16, άλλά καί ( 4) (—4)=16.

'Ομοίως έχει δύο τετάρτας ρίζας, τον 2 καί τόν —2' διότι είναι
2.2.2.2=16, άλλά καί (—2) (—2) (—2) (—2)=16.

Αιτία τούτου είναι, οτι οί άρνητικοί άριθμοί είς άρτιας δυνάμεις
ύψούμενοι δίδουσι θετικούς άοιθμούς.

Ό δέ άριθμός 8 έχει μίαν 'μόνην κυβικην ρίζαν τόν 2" διότι είναι
2.2.2=8 άλλά (—2) (-2) (— 2)=— 8·
ώστε τό —2 δέν είναι κυβική ρίζα του 8, άλλα του —8.
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Αιτία τούτου είναι, ότι οί -αρνητικοί άριθμοί είς περιττάς δυνάμεις
υψούμενοι δίδουσιν αρνητικούς άριθμούς.

Πας αρνητικός άριθμός εχει μίαν ρίζαν εκάστης περιττής τάξεως,
άλλ' ούδεμίαν αρτέας τάξεως.

Παραδείγματος /άριν, ό —8 εχει μίαν κυβικήν ρίζαν τόν —2' διότι
είνζι (—2) (—2) (—2)=—8, άλλά 2.2.2—8.

Τετραγωνική ρίζα του —16 δέν ύπάρχει' δηλαδή 6 —16 δέν είναι τε-
τράγωνον ούδενός άριθμου, διότι παν τετράγωνον είνε θετικόν* ομοίως
•/.αί πασα δύναμις άρτιας τάξεως είναι θετική.

"Οταν άριθμός έχη δύο ρίζας μιας τάξεως, at ρίζαι αύται είναι άντί-
θετοι άριθμοί, οταν δέ έχη μίαν μόνην, ή ρίζα αύτη είναι ομοειδής
τω άριθμω.

Ρίζαι τών ακεραίων άριθμών.

187. ΑΙ ρίζαι τών άκεραίων άριθμών είναι ή ακέραιοι ττάλιν αριθμοί
ή ασύμμετροι, ουδέποτε δε κλάσματα.

α

Καί όντως, έστω του άκεραίου Α μυοστή ρίζα τό κλάσμα——,

Ρ

όπερ ύποτεθείσθω άνάγωγον τότε είναι = ^ = Α.

'Αλλ' οί άριθμοί α καί β είναι έξ ύποθέσεως πρώτοι πρός άλλήλους.
άρα καί αί δυνάμεις αύτών α^ καί βί* είναι άριθμ,οί πρώτοι πρός άλ-
ληλους καί έπομένως άδύνατον νά διαιρή ό β;* τόν α^ καί νά δίδ*/) πη-
λίκον άκέραιον Α" ώστε at ρίζαι τών άκεραίων ούδέποτε είναι κλάσματα.

188. cΗ μυοστή ρίζα άκεραίου είναι άκέραιος, άν πάντες οί εκθέται
τών πρώτων άριθμών, εξ ών γίνεται, είναι πολλαπλάσια τον μ, και τότε
μόνον.

[Χ /-

Διότι άν είναι βμ·=α, ήτοι β=1/ α , οι δέ άριθμοί α καί β είναι
άκεραιοι, άς άναλυθγΐ ό β είς τούς πρώτους αύτου παράγοντας καί έστω

β=θ* . θ'*'. . . .
τότε θά είναι βμ=(θ* . θ'»' . . )μ=θ"-Ρ·. θ '*V . (κατά τό έδ. 71)· έπειδή
δέ είναι καί β'=α, επεται α=θ'-ίΑ . θ'y-V.....

έξ ούβλέπομεν, ότι πάντες οί έκθέται τών πρώτων άριθμών θ, θ . . . ,
εξ ων γίνεται 6 α, διαιρούνται ύπό του μ.

Καί άντιστρόφως, άν είναι α=θΖ!Χ, θ ' κV. . . .
η μ ρίζα του α θά είναι ό άκέραιος άριθμός θ * . θ '*' . . . διότι ούτος
ύψούμενος είς τήν μ δύναμιν παράγει τόν α.
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ΝΟΜΟΙ ΤΩΝ Δ Τ Ν A Μ Ε Ω Ν

189. Έν τη διαπλάσει του συστήματος τών αριθμών όδηγόν εί'χο-
μεν την άρχην ότι, όταν πρόκειται να καταστήσωμέν τι γενικώτερον,ττρέ-
ττεί νά διατηρωμεν τάς αρχικός αντον ιδιότητας. Και νυν θέλοντες νά

εύρύνωμεν τον όρισμόν τών δυνάμεων έπί οιωνδήποτε εκθετών, θέτο-
μ.εν ώς δρον την διατήρησιν τών αρχικών αύτών ιδιοτήτων, τας οποίας
άποκαθιστώμεν νόμους τών δυνάμεων.

Έάν ή υπό της ίσότητος α^. av=aiJ-+v' (1)

εκφραζόμενη αρχική ίδιότης τών δυνάμεων θέλωμεν νά ίσχύν) καί οταν
■οί έκθέται μ καί ν είναι οίοιδήποτε σύμμετροι άριθμοί, άνάγκη νά
όρίσωμεν καταλλήλως την σημασίαν τών δυνάμεων, αίτινες εχουσιν
έκθέτην κλασματικόν η άρνητικον άριθμόν.

Α\>νάμ.ε&ς κλασματικόν έχουσας εκθέτων.

190. "Αν είς την ισότητα (1), τήν οποίαν θέλομεν να διατηρήσωμεν

<άληθ*?ί έπί πασών τών δυνάμεων, ύποτεθνί μ=ν———, προκύπτει

1 1

2 2
α . α

1

έξ ού βλέπομεν οτι το α2 δέον νά ορισ&η ώς τετραγωνική ρίζα τον α,

διότι έφ' έαυτό πολλαπλασιασθεν δίδει τόν α.

1

"Ινα εΰρωμεν τήν σημασίαν του α? (του ρ οντος οιουδήποτε θετικού
ακεραίου), σχηματίζομεν τό γινόμενον τών ρ παραγόντων

1 1 1 J_

ο ο ο ρ

α1 α1 α1 .... α

ότε κατά τήν αύτήν άργικήν ιδιότητα, ήν διατηρουμεν, εύρισκομεν αύτό

JL JL

ί'σον τω α ρ , ητοι Γσον τω α* ώστε τό α ? δέον νά όρισδη ώς ή ρ
ρίζα του α.

Κατά ταύτα αί δύο παραστάσεις

- ^ J^ . -, ' ~ - ' ' > " ·.:.;'

ρ ρ,—

α καί V σημαίνουσι τον αύτον άριθμόν.

— _ -Α- 3 —

Παραδείγματα 22 ==\/ 2 , 8 =|/ 8 =2.
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Καί γενικώς αρ (π και ρ όντων οιωνδήποτε θετικών άκεραίων) δέον
νά <5ρισ0τ5 ώς ή ρ ρίζ* του α-" διότι πολλαπλασιαζόμενον ρ φοράς εφ'
εαυτό δίδει απ, ώς έξης φαίνεται

r π π ~
poo _Ρ _ ' · Ρ __

α^ . α1 . α' .... α' = α1 = α*.

Άλλα τό αυτό αρ σημαίνει και τήν π δύναμιν της ρ ρίζης του α-
ϊ

διότι προκύπτει, άν ή δύναμις αρ πολλαπλασιασθώ) π φοράς έφ' έαυ-
τήν, ώς έξης φαίνεται

J_ JL JL _ JL jl

ο ο ο ρ ρ

α α' .... α = α — αΓ .

Εντεύθεν συνάγεται, ότι ή π δύναμις της ρ ρίζης του α πρέπει νά:
είναι Γση τη ρ ρίζτ. της π δυνάμεως του α* ήτοι πρέπει νά είναι

5|

(«" ) =(«,) ? «W .

"Οτι δέ άληθώς ή παοάστασις ((/' α ) ίσουται τ'Τ) ρ ρίζη του α",

ρ

ήτοι τνί |/<*π» δεικνύεται άμέσως έκ τούτου, οτι ή ρ δύναμις αύτης
είναι είναι Γση τώ απ.

Καί όντως ή παοάσταιις \|/ α / είναι

γινομενον π παραγόντων,

-ρ

ών έκαστος είναι ΐ'σος τνί |/ α, έπομένως κατά τήν τοίτην ιδιότητα
τών δυνάμεων (71) ή ρ δύναμις αύτης εύρίσκεται, άν ύψωθτ} έκαστος
πα ράγων αύτης είς τήν ρ δύναμιν- ότε γίνεται α* όθεν ή ρ δύναμις
του γινομένου είναι έπίσης απ.

Παρατηρητέον όμως, ότι, όταν ό ρ είναι άρτιος (οτε έξ άνάγκης θά
είναι ό α θετικός άριθμός), τό μέν δεύτερον μέλος τ*?5ς ίσότητος (1) έχει
πάντοτε όύο τιμάς άντιθέτους, τό δέ πρώτον έχει άμφοτέρας μέν τάς

τιμάς ταύτας, άν ό π είναι περιττός (διότι τό γινόμενον χ ) είναι

τότε ομοειδές τ?, |/ α ), τήν θετικήν όμως μόνην , άν ό π είναι άρτιος'
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4 _

ώστε κατά τούτο η ίσότης (1) δεν είναι τελεία* π.χ. η |/α2 έχει δύο
αντιθέτους τιμάς, έν ω η (j/ α j έχει μόνην τηνθετικην έξ αυτών.

191. Ό κλασματικός έκθέτης δύναται πάντοτε νά ύποτεθνί ανά-
γωγος* καί δντως είναι η δύναμις

—ν —

Ί^Γ ιση τη ~ (2)

α 1 'α 1 ν '

διότι άμφότεραι ύψούμεναι είς την ρ ν δύναμιν, γίνονται ι'σαι τω απν-
υψουται

δε η δευτέρα είς την ο ν δύναμιν, άν ύψωθνί πρώτον είς την ρ
καί έπειτα ό προκύπτων αριθμός ύψωθγί είς την ν δύναμιν (71).

Παρατηρητέον όμως, οτι, έάν ό κοινος παράγων είναι άρτιος καί ό
ρ περιττός, η μέν πρώτη δύναμις έχει δύο τιμάς αντιθέτους, ή δέ
δευτέρα μίαν μόνον* ώστε η ίσότης αύτών δέν είναι τελεία.

Δια να είναι αί δύο ισότητες (1) και (2) αληθείς άνευ εξαιρέσεως,
θα ύποθέτωμεν έν τοις έξ*73ς τόν αριθμόν α πάντοτε θετικον και έκ τών
δύο αντιθέτων τιμών πάσης ρίζης άοτιοταγοΰς θά λαμβάνωμεν ύπ' όψιν
μόνον την θετικην* τότε αί παραστάσεις

J: ι^Γ*, (y ν )"

οιωνδήποτε δντων τών ακεραίων π καί ρ παριστώσιν ενα καί τον
αύτόν πάσαι θετικον άριθμόν.

Τάς δέ ρίζας τών άρνητικών άριθμών, οταν υπάρχωσιν, άνάγομεν
είς τάς όμοταγεΐς ρίζας τών θετικών διότι π. χ. είναι

3 _ 3 .__δ __5_

J/—8 =—V 8 =—2, [/—16=—[/ 16,

Ο 9

— 3 _ —

(—4) 3 = V (—ψ = 4 3

πν κ

ρν Ρ

Έάν την ισότητα α = α

γράψωμεν διά τών ριζών, βλέπομεν, οτι είναι

Ρ ρν

\/Χ "ν

τουτέστι δυνάμεθα νά πολλαπλασιάσω μεν τον δείκτην ρ της ρίζηζ καί
τόν εκθέτην τι του υπορρίζον επϊ ενα και τόν αυτόν αριϋμόν' τούτο δε
ούδόλως βλάπτει την ρίζαν.
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2 „ 2 ' 1

3 __ 3 _ _ _ _

Παραδείγματα 23 j/22 =/ 4 , 25 4 = 252 =j/25 = 5

4- β7- /37-f

83 =|/ 82 =\i/ 8 ;=22=4.

δυνάμεις άρνητικον έχουσας έκθετην.

192. Έαν εις τήν ισότητα α,<Α.αν=αμ+ν

ύποθέσωμεν ν=—μ, εύρισκομεν

α Ρ-. α—u-=oc°=l.

Εντεύθεν επεται, άν ό α διαφέρ*/] του 0, ·

—μ 1
α

αμ

άνάγκη άρα νά δοθη διά τάς δυνάμεις ταύτας ό επόμενος ορισμός.

Πάσα αρνητικον εκϋ'έτην έχουσα δύναμις παντός άρι&μον (πλην του
0) Ισούται κλάσματι εχοντι άριϋ-μητην μεν την μονάδα 1, παρονομαστην

Λ -

δε την αντί&ετον εκ&έτην εχουσαν δύναμιν του αύτου άριύμοϋ.
Κατά ταύτα είναι

-3_ 1 _ 1
1

1 1

5

ι_ _

2 ν'" 5

2

3" 1 1

— /3

3

8

(ο -\ 2 4

(/β )

Γενικώς είναι (π καί ρ όντων θετικών άκεραίων)

ρ / *
α / ητοι

' π

α

—jt

διότι άμφότερα'υψούμενα είς τήν ρ δύναμιν γίνονται α .
ΣΗΜ. Της μονάδος 1 πάσα δύναμις είναι πάλιν 1.

2

— 3 _ 3

Διότι π. χ. 1 3 =[/ I2 =\/ 1 =1.
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* τών αρχικών ιδιοτήτων τών δυνάμεων.

193. Ύπολείπε toc ι ετι vôc άποδειχθή, ότι οί ευρεθέντες ορισμοί τ£>ν
συμμέτρους έκθέτας έχουσών δυνάμεων είναι τοιούτοι, ώστε διατηοοΰν-
'ται καί έπ' αύτών πασαι αί άρχικαί ιδιότητες τών δυνάμεων τουτέστιν
Ότι άληθεύουσιν αί τάς ιδιότητας ταύτας έκφράζουσαι ισότητες:

al·1 . α ν =αμ+ν ^

(al·1· ) ν =α,αν (2)

(οφ)μ =αμ . β* (3)

/ α \ μ α μ

: - {.β ) ->· <ο

-καί όταν οί έκθέται μ καί ν είναι κλασματικοί άριθμοί (θετικοί η άρ-

π κ

νητικοί), ήτοι της μορφής -(=μ) και-(=ν)·

ρ τ

1) Τήν ισότητα τών δύο παραστάσεων

~ κ π j κ

ο τ \ ρ ι τ

α . α και α'
άποδεικνύομεν ύψουντες έκατέραν είς τήν δύναμιν ρ. τ.

"Ινα τω όντι ύψωθγ) ή πρώτη παράστασις είς τήν δύναμιν ρ. τ, άρκει
(71 ) νά ύψωθή έκάτερος τών παραγόντων αύτης είς τήν δύναμιν ταύτην ρ . τ.

τζ

"Ινα δέ ύψωθγ5 ο πρώτος παράγων α >° είς τήν δύναμιν ρτ, άρκει να
ύψωθη πρώτον είς τήν ρ (ότε γίνεται α καί έπειτα είς τήν τ, οτεγίνε-

κ

ται ίνα δέ ό δεύτερος παράγων α Τ ύψωθνί είς τήν δύναμιν ρτ,

άρκεΤ νά ύψωθή πρώτον είς τήν τ (ότε γίνεται ακ) καί έπειτα είς την ο,
ότε γίνεται αΡκ " έπομένως ή πρώτη παράστασις, ύψωθεΐσα είς την δύ-

/ —τ κ ο ·>\ πτ-4-κ ο

ναμιν ρτ, γίνεται α . α 1 η α 1 *.

——ι——

Ο 1 τ 3,

πτ-{-κρ

Άλλά καί ή δευτέρα παράστασις α Ρ τ ή αΡτ ύψωθεΐσα είς

\ in / ' πτ4-κο

την ρτ όυναμιν γίνεται α 1 · .

Έκ τούτων συνάγεται, ότι άμφότεραι αί συγκρινόμεναι παραστάσεις
είναι ίσαι μέ τήν ρτ ρίζαν του απτ"^κρ ' άρα είναι καί πρός άλλήλας ί'σαι.
2) ''Ινα δείξωμεν, ότι αί δύο παραστάσεις

/ τ καί α? τ είναι ίσαι,
ύψουμεν πάλιν άμφοτέρας είς τήν δύναμιν ρτ.
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Καί ή μέν δευτέρα ύψουμένη αμέσως είς τήν ρτ δύναμιν γίνεται απκ, ή
δε ποώτη, ίνα ύψωθη εις τήν οτ δύναμιν, αρκεί να ύψωθ·ΐ5 πρώτον είς τήν

/ π \ κ π τ. π π κ

δύναμιν τ, ότε γίνεταιΐ αΡ ) ή α Ρ. α Ρ. . . α Ρ, ήτοι α ·°, έπειτα

δέ είς τήν δύναμιν ρ, ότε γίνεται α"κ*

ώστε άμφότεραι αί παραβαλλόμεναι παραστάσεις είναι ί'σαι μέ τήν ρτ
ρίζαν του α53, άρα είναι καί προς άλλήλας Γσαι

Έν τη αποδείξει ταύτη ύπετέθη ό κ θετικός άριθμός· άν είναι αρ-
νητικός, ή ίσότης τών δύο παραστάσεων αποδεικνύεται έκ της ίσότη-
τος τών άντιστρόφων αύτών.

Γ. 7Ζ ΊΖ

3) "Ινα δείξωμεν, ότι αί δύο παραστάσεις (αβ) Ρ καί α Ρ β Ρ είναι
ί'σαι, ύψουμεν άμφοτέρας είς τήν δύναμιν ρ, καί ή μέν πρώτη γίνεται,
(αβ)*, ή δέ δευτέρα, επειδή είναι γινόμενον, γίνεται απ . βπ, ή'τοι (αβ)*-
ώστε άμφότεραι αί παραστάσεις αύται είναι ί'σαι τγ5 ρ ρίζη του (αβ)π .

4) Πρός άπόδειξιν της ίσότητος τών δύο παραστάσεων ( ^ ^ Ρ

\ α Ρ

και-ύψουμεν άμφοτέρας είς τήν ρ δύναμιν' τότε ή μέν πρώτη γί-

νεται ή "βΊΤ> ή δέ δευτέρα (κατά τό έδ. 71) γίνεται , έξ

ού συνάγεται, ότι αί συγκρινόμεναι παραστάσεις είναι ισαι.

ΣΗΜ. 'Άν ό άριθμός ρτ είναι άρτιος, έκάτερον τών μελών τών ισοτή-
των (1) καί (2) έχει άνά δύο άντιθέτους τιμάς, άν δέ ο ρ τ είναι περιττός,
έκάτερον τών μελών έχει μίαν μόνην τιμήν. 'Ωσαύτως τών ισοτήτων (3)
καί (4) έχει έκάτερον τών μελών δύο τιμάς άντιθέτους, άν ό ρ είναι
άρτιος, μίαν δέ μόνην, άν περιττός.
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ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ.

Πολλαπλασιααμος καί ^αφεβίς τών ριζών.

194. Έπειδη γινόμενον ύψουται είς δύναμιν, άν ύψωθγί έκαστος τών
-παραγόντων αύτου είς την αύτην δύναμιν, ύψουντες τό γινόμενον α.β γ.

1 JL L 1 1

fit ς την δύναμιν -εύρίσκομεν —

ν (αβγ) =α .β .γ

η |/αβγ.=|/ α. |/ β. |/ γ.

-η δέ ίσότης αυτη έκφράζει τό θεώρημα :

"Ινα πολλαπλασιάσω μεν ισοβαθμίους ρίζας, άρκεΐνά πολλαπλασιάσω μεν
ία ύπόρριζα, και τον γινομένου να εξαγάγω μεν την ίαοβάΰμιον ρίζαν.

Παραδείγματος χάριν είναι \/ 2. [/ 8 . =[/ 16 = 4.

"Αν δέ ύψώσωμ,εν τό γινόμενον ανβ είς την δύναμιν -. εύρίσκομεν

(«ν. β) ν = αβ ν $ l/α^β = α |/~β~
τουτέστιν, ίνα πολλαπλασιάσω μεν ρίζαν επί άριθμόν, αρκεί νά πολλαπλα-
σιάσω μεν τό ύπόρριζον επι την ϊσοβάθμιον δύναμιν τοϋ αριθμού τούτου.

Παραδείγματος χάριν εΓναι 2 \/ 3 = 2 . 3 = [/ 12.

Ή αύτη ίσότης δύναται να έκφρασθγί καί ώς έξης.

Δυνάμεθα νά εξαγάγωμεν παράγοντά τινα τοϋ ύπορρίζου έκτος του
ριζικόν, εάν προηγουμένως εξαγάγωμεν την ρίζαν αύτον.

195. Επειδη δέ κλάσμα ύψουται είς δύναμιν, άν ύψωθώσιν είς
την αύτην δύναμιν άμ.φότεοοι οί δοοι αύτου, επεται

1 1

( α \ V α V ^ ν/~ΊΓ 1/ «

(τ) =τ * ν/ "1~=7ΖΙ·

ρ ·· ι/ ρ

Τουτέστιν, ίνα διαιρέσωμεν ρίζαν δι άλλης ισοβαθμίου, άρκεΐνά διαι-
ςέσωμεν τά ϋπόρριζα και τοϋ πηλίκου νά εξαγάγωμεν την ισοβάθ-
μιων ρίζαν.

l/T" ■- /12

Παοαόείγματος χάοιν είναι —-— ν 4 =2, — —2.

• [/ 2 (/ 3

' Έξάγοντες την νήν ρίζαν του πηλίκου ύψοΰντες αυτό είς
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T V

τήν δύναμιν -J, εύρισκομεν

α

V *

Τουτέστιν, "να διαιρέοωμεν ρίζαν δι αριθμού, αρκεί να διαιρέσω μεν
τό ύπόρριζον διά της ισοβαθμίου δυνάμεως του αριθμού τούτου.
Ή αύτή δέ ίσότης δύναται καί ώς έξης να έκφρασθ*?).
Δυνάμεθα νά εξαγάγωμεν διαιρέτην του ύπορρίζου εκτός του ριζι-
κού, εάν προηγουμένως εξαγάγωμεν την ρίζαν αύτου.

Παραδείγματος χάριν είναι — ^ V ^ V Δ

|/200_Ν/200_ι/—
5 25

196. 'Ρίζαι διαφόρων βαθμών τρέπονται είς ισοβαθμίους, όπως καί
κλάσματα μη ομώνυμα είς ομώνυμα* διότι έπιτρέπεται να πολλαπλασιά-
σωμεν τον δείκτην έκάστνις έπί οιονδήποτε άριθμόν θέλωμεν, άρκεΐ νά
πολλαπλασιάσωμεν καί τον έκθέτην του ύπορρίζου έπί τόν αυτόν άριθμόν.

6 /- 5 Γα 4

Κ ■ - -·τ ν α' ν/γ

Κατα ταύτα αι ριζαι V V V

, -/«···. r/p-,

γίνονται ισοοαθμιοι : V V V

Έκ τούτων επεται, ότι τό γινόμενον καί τό πηλίκον δύο οιωνδήποτε
ριζών άνάγεται πάντοτε είς μίαν ρίζαν.

ΪΙαρατηρήσεες
1) Πάν γινόμενον οσαδήποτε καί οιαδήποτε ριζικά καί άν έχη, άνά-
γεται κατά τά ανωτέρω έκτεθέντα είς μίαν ρίζαν. Ή τοιαύτη άναγωγη
είναι ωφέλιμος, όταν πρόκειται νά ύπολογισθη τό γινόμενον κατά τινα
προσέγγισιν. Ούτως άντί 10 ν/^Γκαλόν είναι νά γράφωμεν τότε 500
διότι έξάγοντες τήν ρίζαν του 500 κατά προσέγγισιν μονάδος, εύρισκομεν^
22, έν ω έκ του γινομένου 10 '/ 5, εξαχθη ή ρίζα του 5 ομοίως,,
προκύπτει μόνον 20" συμβαίνει δέ τούτο, διότι τό λάθος, τό έπί της ρί-
ζ'ΐζ V/ 5 συμβαίνον, είναι μέν μικρότερον της μονάδος, άλλα δεκαπλα-
σιαζόμενον υπερβαίνει αύτήν. 'Ομοίως άντί l/ g. \/ 3 γραπτέον 1/^24^
κτλ. Δυνατόν δέ καί νά συμβη, ώστε τό γινόμενον τών ριζών νά ευρί-
σκεται ακριβώς, άφου τραπη είς μίαν ρίζαν* ουτω π. χ. είναι
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|/3.1/27=1/81=9· ομοίως }/ 2. |/ 32 =]/ 64 =8·
τούτο δέ δέν θά έφαίνετο, άν έκαστη των ριζών εύρίσκετο κατά προσέγ-
γισιν καί έπειτα έπολλαπλασιάζοντο.

2) Τήν έξαγωγήν της ν ρίζης κλάσματος άνάγομεν εις τήν έξαγωγην
της ρίζης άκεραίου, (όπερ άπλούστερον). έάν πολλαπλασιάσωμεν άμ-
φοτέρους τούς δρους αύτου έπί άριθμόν τοιούτον, ώστε νά γίνη 6 πα-
οονομαστής τελεία ν δύναμις. Ούτω π. χ. είναι

2^4 2 ' "5 ν 53 5

3) 'Εάν ό παρονομαστής κλασματικής παραστάσεως έχη ριζικόν, δυ-
νάμεθα νά μεταβιβάσωμεν αύτό είς τόν άριθμητήν, πολλαπλασιάζοντες
άιχφοτέρους τούς δρους του κλάσμ,ατος έπί άρμοδίαν τινά παοάστασιν.

2αβ2γ.

"Εστω ή παραστασις —

ν δ·

έάν άμ,φότεροι οί δροι αύτης πολλαπλασιασθώσιν έπί \/ δ , γίνεται αύτη

2αβ2γν/Τ „ 2α82γ\/Τ

—=~= , ήτοι ---.

ν^δ ν'δ δ

Και οταν ή παράστασις έχη παρονομαστήν της μορφής a-f-ν'β,
(έ'νθα α καί β είναι ρηταί παραστάσεις), άπαλλάσσεται ό παρονομαστής
άπό του ριζικού, έάν πολλαπλασιασθώσιν άμ,φότεροι οί όροι της κλα-
σματικές παραστάσεως έπί α—s/ β , διότι τότε γίνεται ό παρονομαστής
(Κ_|_ν/]Γ) ήτοι ^ητός.

Ή μεταβίβασις αύτη τών ριζών έκ του παρονομαστου είς τόν άριθ-
μητήν πρέπει νά γίνηται πάντοτε, όταν εχωμεν νά ύπολογίσωμεν κλά-
σμα τι κατά προσέγγισιν* διότι συμφέρει πολύ περισσότερον νά έχωμεν_
τόν παρονομαστήν άκριβώς, τόν δέ άριθμητήν μέ προσέγγισιν ή νά έχω

5

μεν τό έναντίον. Παραδείγματος χάριν, έάν έχωμεν τό κλάσμα

5.

καί έξαγάγωμεν τήν ρίζαν κατά προσέγγισιν μονάδος, εύρίσκομεν —

, , ', ,, 5\/Ί2" * \/3ÔÔ . ,, ,

άλλ' άν γράψωμεν αύτο ως εξης -— η —— καί εξαγαγωμεν την ρι-

17

ζαν κατά προσέγγισιν μονάδος, εύρίσκομεν ——- , όπερ είναι πολυ>

λΔ

πλησιέστερον είς τό άληθές.
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Ζητήματα προς ασκηαιν

1) 'Απόδειξα!, οτι είναι

__ _ 3,_ 3 --V 75

1/2 |/8=4, 1/2 1/4=2,

^25 |/25=5 |/Ϊ2 l/27=18,

2|/ΊΓ=|/40, 5|/T=|/2ÔÔ, 31/2 =t/Î8 .

2) Εύοειν το γινόμενον τών δυνάμεων

— ■ — 6 __
α2, α3, l/α5 (Άπ. α2.)

3) Εύρειν τό πηλίκον τών παραστάσεων

[/V: 1/ α7" (/Απ. j/'a).

4) Εύρειν τόν κύβον της παραστάσεως

5 _ ( — 5 _

\/α7 V Άπ. α5 ^ a4.j/ α

/ *

5) Τό άθροισμα τών τετραγωνικών ριζών V α -f- ν^ β τίθεται καί ύπό

τήν έπομένην μορφήν \/ α -{- \/~β~= \/α -f- β -j- 2 ν^αβ-

διότι τό τετράγωνον του αθροίσματος τών ριζών είναι (α-{-β)-f-2 α β.

Έκ τούτου επεται, ότι τό άθροισμα δύο τετραγωνικών ριζών τρέ-
πεται είς μίαν μόνην ρίζαν, έάν τό γινόμενον α. β τών ύπορρίζων είναι
τέλειον τετοάγωνον. Ούτως εύοίσκεται

Έκ της αύτ*/ίς ίσότητος βλέπομεν, ότι ή τετραγωνική ρίζα παρα-
στάσεως της μορφής γ -f- \· δ δύναται ένίοτε νά τραπγί είς άθροισμα:
δύο ριζών τετραγωνικών ή καί είς όμοίαν παράστασιν. Ούτως είναι

V»+v. «-i+v*. vVr. Η-1/24 =1/2 i-i/Ti.

6) Άποδεΐξαι, ότι είναι

+β<ν^Γ+ ν"β7

οτζ,ν α καί β είναι θετικοί αριθμοί* ωστε ή τετραγ. ρίζα αθροίσματος
δέν είναι ίση με τό άθροισμα ιτών τετραγωνικών ριζών τών μερών του.

7) Νά δειχθη 5τι είναι == 2—^ 3~

:
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Γ'.

ΕΞΑΓΩΓΗ ΤΗΣ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗΣ ΡΙΖΗΣ
ΤΩΝ ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ.

ΤΓετρ<χγωνεκή ρέζα. τών μ.ονωνύμ.ων.

197. Ή τετραγωνική ρίζα παντός ακεραίου μονωνύμου, τουτέστιν ή

δύναμις -—- αύτου, έξάγεται κατά τούς νόμους τών δυνάμεων (193),

έάν έξαχθγί η ρίζα έκάστου παράγοντος.

Έπειδη δέ έκαστος παράγων είναι δύναμις άριθμου τίνος, ή τετοα-
γωνικη ρίζα αύτου έξάγεται (193) διαιρουμένου του έκθετου αύτης
δια του 2.

Κατά ταύτα είναι

.1 JL 1 JL

|/49α2β2γ8=(49)2 .(α2)2 .(β2)2 . (γ8) 2 :=±7αβγ4.
Κλασματικού μονωνύμου η ρίζα έξάγεται κατά τούς αύτούς νόμους
(193), έαν έξαχθγί η ρίζα αμφοτέρων τών όρων αύτου.
Κατά ταύτα είναι

JL λ. 1 1 Α

. j 25α2β6γ4_/ 25α2β6γ4\ 2_(25) 2 (α2) 2 (β6) 2 (γ*) 2 5αβ3γ2

V 3 6 δ4 _V 36^4 / ~~ 11 ~~~ 6δ2 ·

(36)2 .(δ4)2

Τό διπλούν σημειον ± έγράφη ποό τών εξαγομένων, διότι η τετρα-
γωνική ρίζα, ώς καί πάσα άρτίου βαθμού ρίζα, έχει δύο άντιθέτους
τιμάς καί δύναται έπομένως τό έξαγόμενον να ληφθγί καί θετικώς καί
αρνητικώς.

Έάν τίνος τών παραγόντων δέν έξάγηται η ρίζα, άφίνομεν έπ'αύτου
σεσημειωμένην την πράξιν* η, άν είναι δυνατόν, άναλύομεν αύτόν είς
£ύο ούτως, ώστε νά έξάγηται η ρίζα του έτερου τών παραγόντων.
Κατά ταύτα είναι

|/5α2β6γ8=ΐ/5Ταβ3. γ4

|/8α3β4γ6=ΐ/¥7ΐ/^7β2γ3=ΐ/2Τ4|/α2. α . β2γ3=

=2}/2~. αίΧοΓ. β2γ3=2αβ2γ3|//2α .

/4ά^βν 2αβ2γ
Ομοίως y/ ——_·

(ΣΤΟ1Χ. ΑΛΓΕΒΡΑ)



* Τετραγωνική Ρ^'ζα τών «ολυωνύμ,ων.

198. Έξαγαγεΐν τήν τετραγωνικών ρίζαν πολυωνύμου σημαίνει εύ- ;
GEtv πολυώνυμον, ου το τετράγωνον ισούται τω δοθέντι πολυωνύμω. Π

Ή μέθοδος, δι'ής ευρίσκεται ή τετραγωνική ρίζα τών πολυωνύμων
(οταν ύπάρχ·/]), συνάγεται έκ του σχηματισμού του τετραγώνου αύτών.

Τό τετράγωνον παντός πολυωνύμου άποτελέΐται εκ τών τετραγώνων !]
τών δρων και εκ τών διπλασίων τών γινομένων τών δρων ανά δύο λαμ- |
βανομένων.

Έστω τυχόν πολυώνυμον, ου τούς όρους παριστώμεν πρός συντομίαν jj
εκαστον δι' ενός γράμματος

«+β + γ-Γ'. · · · + *'
τό τετράγωνον αύτου (α -f β -j-γ -(- . . . . +· κ ) ( α -f-β -}-γ. . . . -}- κ, )
ευρίσκεται, έάν έκαστος τών όρων αύτου πολλαπλασιασθώ καί έ<ρ' έαυ- '}
τον καί έπί τους άλλους παντας κ αί προστεθώσι τά γινόμενα.

Έκ τούτου γίνεται φανερόν, ότι έν τω γενομένω θά εύρίσκωνται τά
τετράγωνα τών όρων πάντων' άλλά καί τό γινόμενον δύο οιωνδήποτε
όρων θά εύρίσκηται διπλούν* διότι τό γινόμενον βα, ινα τούτο θεωρή-
σωμεν, θά προκύψη πρώτον έκ του πολλαπλασιασμού του ορου β έπί
τό πολυώνυμον, καί δεύτερον έκ του πολλαπλασιασμού του όρου α έπί \\
τό πολυώνυμον ώστε έν τ ή προσθέσει τών όμοιων όρων θά προκύψη, !
2αβ" έπειδη δέ άλλο είδος όρων δέν ύπάρχει έν τω γινομένω, συνάγε- 'j
ται η πρότασις.

Κατά ταύτα τό τετράγωνον του πολυωνύμου
4χ3 —-2αχ2 -}- δα2χ—2α3
είναι 16χ6 + 4α2χ* f 25α4χ2-(-4α6
—16αχδ -f 40α2χ4—16α3χ3
— 20α3χ3-|-8α4χ2
—20α5χ

ή μετά την πρόσθεσιν τών ομοίων όρων

16χ6—16αχδ-[-44α2χ4—36α'χ34-33α4χ2-20αδχ + 4α6.

Οταν πολυώνυμον είναι διατεταγμένον κατά τάς δυνάμεις ένός γράμ-
ματος, ύπάρχουσιν έν τω τετραγώνω αύτου τέσσαρες οροί μή δυνάμενον
νά άναχθώσι μετ' ούδενός άλλου' είναι δέ ούτοι οι δύο πρώτοι καί οί
όύο τελευταίοι, έάν τό τετράγωνον είναι καί αύτό διατεταγμ.ένον. Καί
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όντως, άν πολυώνυμο ν τι διαταχθνΐ κοίτα τάς κατιούσας όυνάμϊΐζ ένος
γράμματος, εστω του χ, καί παρασταθώσι πρός συντομίαν οί δροι αύτου
κατά σειράν διά των α, β, γ, . . . .κ, λ, το τετράγωνον είναι

(α + Η-γ-4-. . . +λ). (α+β+γ+·. . . . .+λ)·
έμάθομεν δε έκ της θεωρίας του πολλαπλασιασμού τών πολυωνύμων, ότι
οί δροι α2 καί λ2 (ό πρώτος καί ό τελευταίος') μετ' ούδενός άλλου δύναν-
ται να άναχθώσιν" άλλά καί οί δύο δροι 2αβ καί 2κλ (το διπλούν γινό-
μενον τών δύο πρώτων κ,αί το διπλούν γινόμενον τών δύο τελευταίων)
μένουσιν ανάγωγοι" διότι το μέν 2αβ είναι γινόμενον δύο ορών του πο-
λυωνύμου τάς μεγίστας δυνάμεις τοΰ χ έχόντων, καί θά περιέχη δια τοΰτο
το γράμμα χ είς δύναμιν μεγαλητέοαν η τά λοιπά γινόμενα β2, 2βγ,
2αγ, ν.τλ , ό δέ 2κλ είναι γινόμενον δύο δρων τάς έλαχίστας δυνάμεις
του y έχόντων" καί έπομένως θα περιέχη τδ γ εις δύναμιν μικροτέραν
η πάντα τα λοιπά γινόμενα τών δρων ανά δύο λαμβανομένων.

199. Τούτων ούτως έχόντων, εύρισκομεν τήν τετραγωνικήν οίζαν
δοθέντος πολυωνύμου (έάν ύπάρχ·/)) κατά τον άκόλουθον τρόπον

Ύποθέσωμεν το δοθέν πολυώνυμον τετράγωνον άλλου πολυωνύμου
καί διατεταγμένον κατά τάς κατιούσας δυνάμεις ένός γράμματος, έ'στω
του χ* παραστήσωμεν δέ τήν τετραγωνικήν ρίζαν όμ,οίως διατεταγμέ-
νων δίά του πολυωνύμου

αύτό δέ τό

δοθέν διά του Α+Β + Γ-4- . . -f Μ.

Κατά τά προειρημένα ό ποώτος δρος Α του δοθέντος πολυωνύμου (έάν
είναι τετράγωνον του α-}-β-}- . . -}~κ)> θά είναι το τετράγωνον του πρώ-
του δρου της ρίζης" έξάγοντες άρα τήν τετραγωνικήν ρίζαν του πρώτου ορού
του δοθέντος πολυωνύμου, θά ευρωμεν τόν πρώτον δοον α της ρίζης'

ήτοι <*=[/ Α.

Καί ό δεύτερος δρος Β του δοθέντος πολυωνύμου είναι, ώς έμάθο-
μεν, ί'σος τω διπλασίω γινομένω τών δύο πρώτων δρων της ρίζης' ήτοι
τω 2αβ· έάν άρα διαιοέσωμεν τόν Β διά του διπλασίου του ευρεθέντος
πρώτου δρου της ρίζης, ήτοι διά του 2α, θά ευρωμεν πηλίκον τόν δεύ-
τερον δρον της ρίζης' ήτοι

2|/Α

Μετά τήν εΰρεσιν τών δύο πρώτων ορών, α καί β, της ρίζης,
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έπειδη είξεύρομεν, ότι το δοθέν πολυώνυμον πρέπει νά περιέχη τό
τετράγωνον του αθροίσματος αύτών oc+β, ητοι τούς τρεις δρους
α2_)_ 2αβ-4-β2, άφαιρουμεν αύτούς άπό του πολυωνύμου* τούτο δέ
γίνεται ώς έξης" έπειδη ο α2 είναι αύτός ό πρώτος δρος του πολυωνύ-
μου, διαγράφομεν αύτόν καί έκ του ύπολειπομ,ένου πολυωνύμου άφαι-
ρουμεν τούς δύο δρους 2αβ-|-β2, ητοι τό γινόμενον β(2α-(-β), όπερ
εύρίσκομεν προσθέτοντες τόν δεύτερον δρον είς τό διπλάσιον του πρώ-
του καί πολλαπλασιάζοντες τό προκύπτον άθροισμ.α 2α -f β έπί τόν
δεύτερον δρον β.

Το μετά την άφαίρεσιν του τετραγών&υ (α + β)2 άπό του δοθέντος
πολυωνύμου προκύπτον ύπόλοιπον Π' πρεπει να περιέχν), καθ' ά έμάθο-
μεν, τα διπλάσια γινόμενα τών εύρεθέντων δρων α καί β έπί τόν τρίτον
καί τό τετράγωνον του τρίτου κτλ., ητοι τούς δρους

2αγ + 2βγ + γ2+. . . .
άλλά μεταξύ τών δρων τούτων 6 πρώτος 2αγ περιέχει τό γράμμα τ'ης
διατάξεως μετά του μεγίστου έκθετου, έπομένως ό δοος ούτος του ύπο-
λοίπου δεν ήδυνηθη νά άναχθγί μετ' ούδενός τών έπομ.ένων καί είναι διά
τούτο ό πρώτος δρος του υπολοίπου" έάν άρα διαιρέσωμεν τόν πρώτον
δρον του ύπολοίπου Π' διά του διπλασίου του πρώτου ορού της ρίζης,
θα εΰρωμεν πηλίκον τόν τρίτον δρον τνΐς ρίζης.

Μετά την ευρεσιν του τρίτου δρου γ, έπειδη είξεύρομεν, ότι τό δο-
θέν πολυώνυμον Π πρέπει νά περιέχη τό τετρχγωνον του άθροίσματος
(α 4- β -4- γ)} ητοι τό (α-|-β)2-[-2γ (<*β)-|-γ2, άφαιρουμεν τούς δρους
τούτους άπό του δοθέντος πολυωνύμου* τοϋτο δέ γίνεται ώς έξ*?5ς* τό
μέν τετράγωνον (α-[-β)2 άφγιρέσαμεν ηδη (καί εύρομεν ύπόλοιπον τό
Π')· ώστε μένει έκ του ύπολοίπου Π' νά άφαιρέσωμεν τό 2(α-f-β)γ-j-γ2*
τούτο δέ εύρίσκομεν προσθέτοντες τόν εύρισκόμενον τρίτον δρον γ είς
τό διπλάσιον τών ηδη εύρεθέντων καί πολλαπλασιάζοντες τό άθροισμα
2α + 2β + γ επι τον τοιτον οοον ν.

Μετά την άφαίοεσιν του τετραγώνου (α 4- β -f- γ)2 τών τριών πρώ-
των οοων της ρίζης άπό του δοθέντος πολυωνύμου, ύπολείπεται ύπό-
λοιπον τι Π' , έκ του όποιου εύρίσκομεν τόν τέταρτον δρον της ρίζης '
διαιρουντες τόν πρώτον δρον αύτου διά του 2α.

Έζακολουθουντες ούτως, εύρίσκομεν πάντας τούς δρους της ρίζης* η
όε ποαξις περατουται,. οταν φθάσωμεν εις ύπόλοιπον Ο.

Η διάταξις της πράξεως φαίνεται έκ του έπομένου παραδείγματος.
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25α4 — 1Οα3β-!- 21α2β2—4αβ3 + 4β4
25α4

-1Οα3β -f 2ΐα2β2— 4αβ3 -f- 4β4

10α3β— α2β2

20α2β2—4αβ3-)- 4β4
-20α2β2+4αβ3— 4β4
Ô

5α2—αβ-f 2β5

10α'

10α2—αβ
—αβ

-10α3β + α2β5

10α2—2αβ + 2β2
+ 2β2

20α2β2— 4αβ3 + 4β4

Έξάγοντες τήν τετραγωνικών ρίζαν του πρώτου ορου έλάβομεν αύτήν
μετά .του σημείου-[-' άλλ' ήδυνάμεθα νά λάβ,ωμεν αυτήν και μετά του
σημείου — * τότε θά εύρίσκομεν τούς αύτούς δρους έν τ*?) ρίζν), άλλα πάν-
τας μετά σημείου άντιθέτου" ύπάρχουσιν έπομένως δύο πολυώνυμα αντί-
θετα, ών τετράγωνον είναι τό δοθέν. Γνωστόν δέ καί έκ τών προηγου-
μένων, OTt πασα τετραγωνική ρίζα έχει δύο άντιθέτους τιμάς.

200. Έκ τών προηγουμένων συνάγεται 6 έζης κανών.

"Ινα εξαγάγω μεν τήν τετραγωνικήν ρίζαν πολναινύμον, διατάσσομεν
αυτό κατά τάς δυνάμεις ενός γράμματος.

1 Εξάγομεν τήν τετραγωνικήν ρίζαν τον πρώτον δρον τοϋ πολνωνν-
μου , και τήν ρίζαν ταυ την γράφομεν πρώτον δρον της ρίζης τοϋ πο-
λυωνύμου.

Διαγράψομεν τον πρώτον δρον εκ τοϋ πολυωννμον και διαιρονμεν
τον πρώτον δρον τοϋ υπολοίπου δια τοϋ διπλασίου τον πρώτον δρον της
ρίζης' τό πηλίκον είναι δ δεύτερος δρος της ρίζης.

Γράφομεν τό διπλάσιον τοϋ πρώτον ορου της ρίζης και πρός τά δε-
ξιά αύτου τόν δεύτερον και πολλαπλασιάζομεν τό άθροισμα αύτών επι
τόν δεντεοον δρον τό δε προκύπτον γινόμενον άφαιροϋμεν άπό τοϋ πρώ-
του υπολοίπου' ότε εύρίσκομεν δεύτερον τι ύπόλοιπον.

Διαιρονμεν τόν πρώτον δρον τοϋ ύπολοίπου τούτον διά τοϋ διπλαοίον
τον πρώτον δρον της ρίζης' και τό πηλίκον είναι δ τρίτος δρος της ρίζης
τον πολνωνύμον.

Γράφομεν τό διπλάσιον τών δύο πρώτων δρων της ρίζης και πρός
τά δεξιά αύτών τόν ευρεθέντα τρίτον δρον και πολλαπλασιάζο μεν το
άθροισμα αυτών έπ' αύτόν τόν τρίτον δρον, τό δε γινόμενον άφαιροϋ -
μεν άπό τοϋ δευτέρου ύπολοίπου, ότε προκύπτει τρίτον τι ύπόλοιπον,
και ον τω καθεξής· λαμβάνει δε ή πράξις πέρας, οταν φθάσω μεν είς
ύπόλοιπον 0.
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ΣΗΜ. Α'. Έκ τών προηγουμένων συμπεραίνεται, ότι δοθέν πολυώ-
νυμον δεν είναι τετράγωνον άλλου κατά τάς έπομένας περιπτώσεις-

α') Έάν είναι διώνυμον διότι παντός μέν μονωνύμου τό τετράγω-
νον είναι πάλιν μονώνυμον, παντός δέ διωνύμου είναι τριώνυμον.

β') "Οταν μετά τήν διάταξιν πρός οιονδήποτε γράμμα ό πρώτος και
ό τελευταίος δρος δέν είναι τέλεια τετράγωνα' τούτο συμβαίνει πάν-
τοτε, οταν οι έκθέται τών δρων τούτων (οίτινες είναι 6 μέγιστος καί ό
ελάχιστος έκθετης του πολυωνύμου) δέν είναι αμφότεροι άρτιοι.

γ') "Οταν τινός τών υπολοίπων ό πρώτος δρος δέν είναι διαιρετός
δια του διπλασίου του πρώτου ορου της ρ ίζης.

ΣΗΜ. Β'. Έάν είξεύρωμεν, ότι ή ρίζα δοθέντος πολυωνύμου δέν έχει
περισσοτέρους τών τεσσάρων δρων, εύρισκομεν αύτούς άμέσως* διότι τόν
μέν πρώτον καί τόν τελευταΐον εύρισκομεν έξάγοντες τάς τετραγωνικάς
ρίζας τών άκρων ορών του πολυωνύμου (διατεταγμένου)' τόν δέ δεύτε-
ρον (έάν ύπάρχτί) εύρισκομεν διαιρουντες τόν δεύτερον δρον του πολυωνύ-
μου δια του όιπλασιου του πρώτου ορου της ριζης" τόν δέ τρίτον (έάν
ύπάρχη) διαιρουντες τόν προτελευταΐον δρον του πολυωνύμου διά του
διπλασίου του τελευταίου δρου της ρίζης. Συμβαίνει δέ τούτο, οταν ο
βαθμός του δοθέντος πολυωνύμου πρός τό γράμμα της διατάξεως δέν
ύπερβαίνη τόν 60ν , διότι τότε ή ρίζα αύτου δέν δύναται νά εχή δοους
περισσοτέρους τών τεσσάρων, ή'τοι τους έχοντας τάς δυνάμεις χ3,χ2χ,
καί δρον μη έχοντα τόν χ.

'Έστω ώς παράδειγμα τό πολυώνυμον

Χ6--4Χ4+10Χ3 + 4χ2—20χ -f 25

αί ρίζαι τών άκρων δρων είναι χ3 και zb5' (διότι δυνάμεθα νά λαμβάνωαεν
τον πρώτον δρον της ρίζης πάντοτε θετικόν)· έάν δέ διαιρέσωμεν τόν δεύ-
τερον δρον του πολυωνύμου δια του 2χ3, βλέπομεν, ότι ή ρίζα θά έχγι
τόν ορον —2χ· τόν αυτόν δέ δρον εύρισκομεν καί διαιροΰντες τόν ποο-
τελευταΐον δρον του πολυωνύμου δια του 10' δθεν ή τετραγωνική ρίζα
του δοθέντος πολυωνύμου (έάν τούτο είναι τέλειον τετράγωνον) δέν
δύναται νά έχη άλλους δρους ή τους έξης

χ3-2χ + 5ε, έ'νθα ε είναι ή 1, ή —Ι.

Τψουντες το τριώνυμον τούτο είς τό τετράγωνον, βλέπομεν, ότι
(αν ύποτεθνί ε=—f-1) δ'ντως είναι ρίζα του δοθέντος πολυωνύμου.
' Εστω δεύτερον τό πολυώνυμον

χ6-8χΜ 4χ4-10Χ3 + 15χ2-8χ + 1



κατά τά είρημένα ή ρίζα, άν ύπάρχν), άποτελεϊται ύπο τών ορών
χ3— 4χ2— 4χε + ε, ένθα ε είναι η 1, % —1.
Έπειδη όμως το τετράγωνον του πολυωνύμου τούτου είναι διαφο-
ρον του δοθέντος πολυωνύμου, (εΐ'τε ε=-{-1, εί'τε ε=—1 ύποθέσωμεν),
επεται, ότι το δοθέν πολυώνυμον ούδενός πολυωνύμου εΤναι τετράγωνον.

ΣΗΜ. Γ'. Ενίοτε άναλύεται το δοθέν πολυώνυμον είς δύο παράγον-
τας, έξ ών ό εις είναι τετράγωνον άλλου πολυωνύμου.
Τοιούτον είναι το πολυώνυμον

2χ5— 12χ4Η- 22χ3— 12χ2 4- 2χ,
όπερ γράφεται ώς έξης 2χ(χ4-6χΗ-Πχ2~6χ + 1)

$ ^ 2Χ(χ2-3χ+1)2.

καί έπομένως η ρίζα αύτου δύναται νά γραφή ώς έ'πεται
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Δ'.

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΔΕΓΤΕΡΟΥ ΒΑΘΜΟΥ

9

Ιδεότ^τες τών εξισώσεων

201. ΘΕΩΡΗΜΑ. Έάν αμφότερα τά μέλη εξισώσεωςΰψω&ώσιν
εις τό τετράγωνον, ή προκύπτουσα εξίσωσις είναι Ισοδύναμος πρός δύο
εξισώσεις · είναι δε αύται ή αρχική εξίσωσις και ή εξ αυτής προερχο-
μένη, οταν τό σημεΤον τοϋ ενός μέλους αυτής άλλαχ&ή.

Λέγω δέ μίαν έξίσωσιν ίσοδύναμον πρός δύο άλλας, οταν πάσα λύ-
σις αύτης είναι λύσις καί της έτέρας τών δύο άλλων καί τάνάπαλιν,
πασα λύσις της έτέρας τών δύο τούτων είναι λύσις καί της πρώτης.

"Εστω τυχούσα έξίσωσις α=β, της οποίας τα μέλη παριστώμεν
προς συντομίαν εκαστον δι3 ένός γράμματος" λέγω, οτι ή έξίσωσις
α2=β2 είναι ισοδύναμος πρός τάς α=β καί α — — β.

Τουτέστι πασα λύσις της πρώτης θά είναι λυσις της μιας εκ τών
δύο δευτέρων καί πασα λύσις της μιας έκ τών δύο δευτέρων θά είναι
λύσις καί της πρώτης.

Διότι, άν άληθεύση ποτέ ή έξίσωσις α2=β2, ήτοι άν τά μέλη αύτης
α2 καί β2 γίνωσιν ΐ'σοι άριθμοί, έπειδή τών ίσων άριθμών αί τετραγω-
νικαί ρίζαι είναι ή ΐ'σαι ή άντίθετοι, θά είναι ή α=β, ή α= —β' ήτοι θά
άληθεύη καί μία έκ τών είρημένων δύο έξισώσεων' έάν δέ πάλιν άλη-
θεύση ή μία έκ τών έξισώσεων α=β, ή α=—β, ήτοι άν α καί β γί-
νωσιν ΐ'σοι ή αντίθετοι άριθμοί, τά τετράγωνα αύτών α2 καί β2 θά γί-
νωσιν ίσα' καί έπομένως θά άληθεύση καί ή έξίσωσις α2=β2.

Το αυτο θεώρημα δύναται καί ώς έξης νά έκ<ρρασθν).

Έάν άπ' άμφοτέρων τών μελών εξισώσεως έξαχϋ-Fj ή τετραγωνική
ρίζα, ληφ&ή δε ή ρίζα τοϋ ετέρου τών μελών και μετά τοϋ και μετά
τοϋ —, αϊ ούτω προκύπτουσαι δύο εξισώσεις είναι ισοδύναμοι πρός τήν
δεδομένην.

Ητοι ή έξίσωσις α=β είναι ισοδύναμος πρός τάς δύο

τετραγωνισθώσιν.



Γενςκή μ,ορφή πάσης έξεσώσεως τοΰ δευτέρου βαθμοΰ,
ήτες ενα άγνωστον.

- ^ 202. Πασα έξίσωσις του δευτέρου βαθμού, ένα έχουσα άγνωστον,
δύναται νά άχθγί είς τήν μορφήν

*χ2+βχ=γ· ' (1)

γίνεται δέ τούτο, άφου έξαλειφθώσιν οί παρονομασταί, έκτελεσθώσιν
αί σεσημειωμέναι πράξεις, χωοισθώσιν οί γνωστοί δροι άπο τών λοιπών
καί άναχθώσιν εις ένα οοον πάντες οί περιέχοντες το χ2, ωσαύτως δέ
καί οί περιέχοντες το χ' τουτ' έστιν, ά<ρου έφαρμοσθώσιν επί τνίς έξι-
σώσεως αί πράξεις του έδαφ. 105.

Ό συντελεστής α δέν δύναται νά είναι 0' διότι τότε ή έξίσωσις κα-
ταντά πρώτου βαθμού' έπομένως ή έξίσωσις άνάγεται καί είς τήν μορφήν

β γ

'Επειδή δέ τά πηλίκα - καί —είναι γνωστοί άριθμοί ή γνω-

σταί παραστάσεις, έάν παραστήσωμεν τό μέν πρώτον διά του π, τό δέ
δεύτερον διά του κ, δυνάμεθα νά γράψωμεν τήν έξίσωσιν (2) ώς έ'πεται

χ2+ΤΓ,κ· (3)

Έάν ό συντελεστής π είναι 0, ή έξίσωσις καταντά

λ2=κ·

'Εάν δέ ό γνωστός δρος κ εΓναι 0, ή έξίσωσις γίνεται

Χ2 + πλ=°·

Τάς δύο ταύτας μερικάς έξισώσεις θά θεωρήσωμεν πρό της γενικής,
ilLÔccç τής έξισώσεως χ2=κ.
~7 203i Διά της έξισώσεως ταύτης ζητείται άριθμός, ού τό τετράγω-
νον νά είναι 'ίσον τω δοθέντι άοιθμώ κ- καί άν μέν ό κ είναι άρνητικός
άοιθμός, ούδενός άριθμου, έξ όσων έχομεν, είναι τετράγωνον (σελ. 126),
καί έπομένως ή έξίσωσις ούδεμίαν έχει λύσιν έν τω παρόντι τών αριθμών
συστήματι' άν δέ ό κ είναι θετικός άριθμός, έμάθομεν, οτι είναι τετράγω-
νον δύο άντιθέτων άριθμών, οΐτινες παρίστανται γενικώς διά τών συμβόλων
κ καί—V κ* ώστε, ινα λυθγί ή έξίσωσις, πρέπει νά ληφθνί ό χ ίσος
τω έτέοω τών άριθμών τούτων- ήτοι

$ χ=+ν/κ, ή χ=— \f~x7

Εύρίσκομεν δέ τάς δύο ταύτας εξισώσεις καί αμέσως έκ της δοθεί-
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σης, έάν εξαγάγωμεν την τετραγωνικών ρίζαν αμφοτέρων των μελών

αύτης.

204. "Ινα η λύσις της δευτεροβαθμίου έξισώσεως

Χ2='λ

καταστη πάντοτε δυνατή, είναι ανάγκη να πλάσωμεν και παοαδεχθώ-
μεν νέον τινά άοιθμον καί τοιούτον, ώστε τό τετράγωνον αύτου νά είναι

_1. Τόν άοιθμον τούτον, οντινα παριστώμεν διά του i, θεωρουμεν

ώς νέαν μονάδα καί είσάγομεν αύτην είς τό σύστημα τών άριθμών,
μετ' αύτης δέ καί την άντίθετον αύτης —i καί πάντα τά πολλαπλά-
σια καί τά πολλοστά άμφοτέρων. Ούτω προκύπτει σύστημα εύρύτε-
ρον, τοΰ οποίου οί άριθμοί γίνονται πάντες έκ τών τεσσάρων μονά-
δων 1, —1, i καί —i καί έκ τών μερών αύτών. Λέγονται δέ αί μέν
νέκι μονάδες i καί —i φανταστικοί, καί οί έξ αύτών άποτελούμ,ενοι
άριθμοί, φανταστικοί' αί δέ παλαιαί 1 καί —1 πρός διάκοισιν λέγονται
πραγματικοί' καί οί έξ αύτών άριθμοί, πραγματικοί. Οί δέ έκ φαντα-
στικών καί έκ πραγματικών συγκροτούμενοι λέγονται μιγάδες' ώς
4-b2i,—3-j-4i κτλ. 'Αποδεικνύεται δε εν τη ανωτέρα μαθηματική,
ότι και εν τω γενικωτέρω τούτω συστήματι διατηρούνται αμετάβλητοι cll
άρχικαΐ Ιδιότητες τών πράξεων (επομένως και σύμπας δ αλγεβρικός λο-
γισμός) και ότι πάσα εξίσωσις μ βαθμού εχει μ ρίζας εν αϋτφ·
άλλ' ότι είναι αδύνατον νά εϋρυνθη περισσότερον χωρίς νά παύσωσιν
νπάρχουσαι αι ρηθεΐσαι ιδιότητες.

205. Μετά την παραδοχην τών φανταστικών άριθμών πάσα έξίσω-
σις της μορφής χ2=κ. λύεται, καί οταν είναι άρνητικός άριθμός ο κ*
νίτοι ύπάρχουσι καί τών άρνητικών αριθμών αί τετραγωνικαί ρίζαι* διότι
αί φανταστικαί μονάδες i καί —i είναι αί τετραγωνικαί ρίζαι του —1.

"Εστω παραδείγματος χάριν η έξίσωσις

χ2=—5,

δι'ης ζητείται ή τετραγωνική ρίζα του-5* έξάγοντες άπ'άμφοτέρων

τών μελών την τετραγωνικην ρίζαν εύρίσκομεν

χ=± ±ν' (—1) (5)= ± \/~ΐ . V^r=±iv/5:

ώστε οί δύο άριθμοί i \/ 5 καί — i V 5 λύουσι την έξίσωσιν.

Παραδείγματα.

1°ν) Έστω ή έξίσωσις 3χ2 + 18=8χ2—62.
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Έκ ταύτης εύρισκομεν 5χ2=80, δθεν y2= 16, καί έπομένως έχο-
j/,εν τάς δύο λύσεις

η χ= +16 =4, ή Χ——16 ——4
Χ2 2  ——I--=  5 3 II  Η* ■+ΊΓ+Χ'·

2'ον )

ί-» ο υ ο
Έκ ταύτης εύρισκομεν 116χ2=35, δθεν χ 2 =

116

καί έπομένως εχομεν τάς λύσεις

Έπειδη δέ είναι

ν 116 ν 4.29 ν 4.292 58 ν
επεται, ότι ν) χ=1015, η χ=—^-|/ΐ015.

3-) (χ + α) (Χ—«)=2α + 1.

Εκ της έξισώσεως ταύτης επεται χ2=α2-}-2α-{-1, ήτοι

χ2=(α+1)2·

δθεν έπονται αί λύσεις

χ=α+ι> $ χ——α—1·

/ 4°·') 4χ2—8=12χ2 + 24.

Έκ ταύτης επεται 8χ_2=—32, ή χ2=—4.
δθεν έπονται at φανταστικαί λύσεις

η + η χ=—\Γ—Γ=—2ί.

τ^ς έξ&αώσεως
S - 206 "Ινα λύσωμεν τήν έξίσωσιν ταύτην, γράφομεν αύτήν ώς επεται

χ(χ + π) = 0. ;' , ^

Επειδή δέ γινόμενον δύο παραγόντων τότε μόνον είναι 0, οταν ο
ετερος των παραγόντων είναι 0, έπεται, ότι πρέπει νά είναι

ή χ=0, ή χ+*=0·

έχομεν άρα δύο λύσεις ή χ=0, ή χ=—π.

"Εστω ώς παράδειγμα ή έξίσωσις

χ2—8χ=0.

γράφοντες αύτην ύπο τήν μορφήν —8)=0
βλέπομεν, ότι εχει τάς λύσεις

* Χ=0, « χ=8.



Λύσος της έξεσώσεως

207. Tô πρώτον μέλος της έξισώσεως ταύτης σύγκειται έκ τοΰ τε-
τοαγώνου του χ καί έκ του διπλασίου γινομένου του χ έπί τον γνωστόν

αριθμόν (διότι τό πχ είναι ίσον πρός τό 2χ)' αποτελεί άρα

2

τούς δύο πρώτους ορούς του τετραγώνου ^ χ + ' ίνα ^ άποτε-

λέση τό όλον τετράγωνον, άρκει νά προστεθνί είς αύτό ό τρίτος όρος τοΰ

π2

τετραγώνου, όστις είναι όΔιά της. προσθέσεως τούτου είς άμφό-
τερα τά μέλη της έξισώσεως λαμβάνομεν τήν έξίσωσιν

π2 π2

4
_2

+ -s- = Κ +

2 ) '4

έξάγοντες δέ τήν τετραγωνικήν ρίζαν άμφοτέρων τών μελών, λαμβά-
νομεν τάς δύο ισοδυνάμους πρός αύτήν έξισώσεις

. / π2 π . / π2

V χ+,-ô—ν *+-χ-

2 ν '4

έξ ών εύρίσκομεν τάς δύο λύσεις

π

* Χ=—~

'ΐ 1

Τάς δύο ταύτας λύσει
φοντες αύτάς ώς επεται

4
/ π2  ι

1 2 '
? ef

μεν εις ενα

4 / π:

ν

2 V - . 4 (D

208. Ή έκφρασις αύτη του χ είναι γενικός τύπος, δι' ού δυνάμεθα
να ευρωμεν τούς λύοντας τήν έξίσωσιν άριθμούς χωρίς νά έπαναλάβω-
μεν τούς προηγηθέντας συλλογισμούς, οίοιδήποτε άριθμοί καί άν είναι
οί συντελεσταί π καί κ. .

Δύναται δέ νά έρμηνευθη ό τύπος ώς επεται.

Έκ πάσης εξισώσεως τον δεντέρου βαθμού άνηγμένης είς τήν
μορφήν

δ άγνωστος ενρίσκεται, εάν ληφθή τό ήμισυ τοϋ συντελεστού τής
πρώτης δυνάμεως αυτού μετά τοϋ εναντίου σημείου, προστεθή δε είς
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αν τό ή αφαιρεθή ή τετραγωνική ρίζα τον γνοιοτον δρον ηϋξημένου κατά
τό τετράγωνον τον ληφθέντος ήμίοεος τον ονντελεοτον.

Αί λύσεις της δευτεροβαθμίου εξισώσεως λέγονται καί ρίζαι αύτης
Έκ του εύρεθέντος τύπου (1) βλέπομεν, οτι ή έξίσωσις του δευτέρου

βαθμού έχει δύο μέν πραγματικάς λύσεις ή ρίζας, έάν ό άριθμος κ,-f-JL-

είναι θετικός, μίαν δέ μόνον (πραγματικήν), έάν ό αύτός άριθμός είναι 0,
καί δύο μιγάδας, έάν άρνητικός.

209. Έκ του γενιχ.ου τύπου (1) εύρίσκονται καί αί λύσεις τών άπλου-
στέρων έξισώσεων χ2=κ και χ2-{-πχ=0· (διότι καί αί εξισώσεις αύται
υπάγονται είς τήν γενικήν, ής τίνος είναι μερικαί μόνον περιπτώσεις).

Έάν τω όντι ύποθέσωμεν κ=0, ή μέν γενική έξίσωσις καταντα
χ2-|-πγ=0, ό δέ γενικός τύπος δίδει

ν^·

π Α I π- π π

Χ=—

2 ν - 4 *· 2 2

οθεν αί λύσεις χ^Ο καί χ=—π.

Έάν δέ ύποθέσωμεν π=0, ή μέν γενική έξίσωσις καταντα χ2=κ,
6 δέ γενικός τύπος δίδει

ΧΗΜ. Έάν ή δευτεροβάθμιος έξίσωσις δοθγΐ ύπό τήν μορφήν

(Χ—")3=Ρ,

αί ρίζαι αύτης εύρίσκονται άμέσως διά της έξαγωγης της τετρ. ρί-
ζης άμφοτέρων τών μ,ελών καί είναι

χ=α±ΐ/~β7

Παραδείγματα.
10ν) "Εστω ή έξίσωσις χ2—5χ=—6'
εφαρμόζοντες είς αύτήν τόν εύρεθέντα τύπον, εύρίσκομεν

«-W14-)-6

Κ 2 ν 4 2 2

ητοι Λ

2 V 4 2
έπομένως αί δύο ρίζαι τνίς έξισώσεως είναι

5 , 1
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20ν) Έστω η έξίσωσις χ2-+- 6χ=8.
Έκ ταύτης εύρίσκομεν κατά τόν τύπον

χ=-3±j/ 9 + 8=—3±l/l7 .
'Επομένως αί δύο ρίζαι της έξισώσεως είναι

χ=—3 + |,'~ΫΓ

χ=—3—|/ 17
30ν) "Εστω ή έξίσωσις χ2-}-7χ=1.
Εκ ταύτης επεται κατά τον τύπον

2 ν 4 1 2

Επομένως αί ρίζαι της έξισώσεως είναι

—7 + j/ 53 , —7—j/ 53

. ^ και γ Λ

2 Λ 2

4°ν ) χ2—7αχ=— 1 2α2.

Έκ της έξισώσεως ταύτης έφαρμόζοντες τόν τύπον εύρίσκομεν

7α . / 49α2 7α . / α2

ν=---12 α2 =-— ±\/--

* 2 V 4 2 V 4

7α . α

ητ^ ν:

Λ 2 ~~ 2 '
επομένως αί ρίζαι της έξισώσεως είναι

χ=4α καί χ==3α.
5-) ^ ^ χ2_(2α + 5β)χ+10αβ=0.

Έφαρμόζοντες τον γενικόν τύπον εύρίσκομεν

Ή ύπόρριζος παράστασις είναι

4α2—20αβ + 25β2

-, ητοι

4

οθεν επεται

2α + 5β 2α—5β

Ί—-— zL·-- .

, 2 2

καί αί ρίζαι έπομένως είναι

V 2α + 5β 2α-5β

2α-4-5(3 2α—5β

/2α—5β\2

V 2 / *
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χ2—8χ+25=0.

Έφαρμόζοντες τον γενικόν τύπον είς τήν έξίσωσιν ταύτην, εύρίσκοαεν

χ=4 ± \/16-25=4 ·+■ \/^9=4 ± ν'9(—Γ),

έξ ού έπονται αί μιγάδες ρίζαι

χ=4 + 3ΐ καί χ=4—3i.
Εύκολον δέ είναι νά βεβαιωθώμεν, οτι αμφότεροι οί άριθμοί ούτοι
έπαληθεύουσι τήν δοθεισαν έξίσωσιν.

y * 210. "Ινα εύρωμεν τύπον παρέχοντα άμέσως τάς ρίζας της δευτε-
/ ροβαθμίου έξισώσεως άνηγμένης είς τήν μορφήν

*χ2+βχ+γ=ο,

διαιρουμεν άμφότερα τά μέλη διά του α, ότε προκύπτει ή έξίσω'τις

XS + — Χ + —=0, ή χ2 + Αχ=__1_.
α α α α

ταύτης δέ αί ρίζαι εύρίσ-κονται έκ του τύπου (1), έάν τεθη έν αύτώ
β γ

άντί του π τό - καί άντί του κ τό---—· ούτω προκύπτει

α α

β

Χ=

χ:

2α ν

b2 γ
4α2 α
β2- -4αγ

2α V 4α2

Έπειδή δέ έχομεν νά έξαγάγωμεν τήν ρίζαν κλάσματος, έξάγομεν
τήν ρίζαν τών δρων καί γράφομέν κοινόν παρονομαστήν τόν 2α' ούτως
εύρίσκομεν

___—β±ν/β2-4αγ

* 2α

Ό τύπος ούτος παρέχει άμέσως τάς ρίζας της έξισώσεως

«χ2+βχ+γ=ο,
χωρίς νά είναι άνάγκη νά άγηται είς τήν μορφήν χ2-|-πχ=κ

Παραδείγματα.
J lov) Έστω ή έξίσωσις 10χ2 + χ—3=0.
Έκ ταύτης εύρίσκομεν κατά τόν τύπον (2)

— 1 ±\/ΪΛ—4.10. (—3)_—1 ±y/lâT_— 1 ±11 _

20 ~ 20 ~~ 20
έπομένως αί ρίζαι είναι

—1+11 1 , —1 — 11 Β

20^^~ 20 =' 5~



— 152 —

2ον) Βχ2+13χ+12=0.

Ενταύθα έχομεν

13±v^L69—4.8 .12 —13±V—215

16 16

καί αί ρίζαι είναι

— 13 + ίν^ϊδ" , — 13—i \Î2Ïh

y=-!- και γ=-—ς-.

** 16 Λ 16

Ποος άσκησιν προτείνομεν είς λύσιν καί τάς έπομένας εξισώσεις*

α β

Αϊ) - --—=2.

Χ β χ—*

2) 24χ2 + 29χ + 7=0.

3) χ2—2αχ=β2— α2.

4) + β)2(χ2—χ) + «β=0.

5) (α2-β2)χ2-2χ(α2 + β2) + *2-β2=0.

35χέσεες μεταξύ τών ουντεΧειτών vcai τών ρςζών
της τοϋ δεν>τέρο\> βχθμ,οϋ

211. Τών <5υο ριζών της εξισώσεως χ2-\-ττχ=κ, τό μεν άθροισμα
ισούται τω συντελεστή της πρώτης δυνάμεως του αγνώστου μετ1 εναντίον
σημείου, τό δε γινόμενον ισούται τω γνωστώ δρω ωσαύτως μετ* εναντίον
ση μείον είλημμένω.

Διότι, άν παραστήσωμεν τάς ρίζας διά ρ' καί ρ", εχομεν

π . / π2

,; · « , / π2

Ρ =--2--V"T + X

καί προσθέτοντες τάς ισότητας ταύτας κατά μέλη, εύρισκομεν

ρ +Ρ = g 2~=2 ' ( 2~) =

πολλαπλασιάζοντες δ' αύτάς εύρισκομεν

Παρατηρητέον δέ, ότι αί ιδιότητες αύται μένουσι, καί οταν μία
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μ,όνη ρίζα ύπάρχτι, edv θεωρηθή αύτη ώς διπλή' διότι τότε τά ρ'
χαι ρ" γίνονται Γσα^

212. Δια των ιδιοτήτων τούτων τών ριζών δυνάμεθα νά λύσωμεν
τά επόμενα ζητήματα'

- 1) Ενρεΐν το είδος τών ριζών τής δευτεροβαθμίου εξισώσεως
χ2-|-πχ=κ, πριν ή λυθή αυτή. _

Έν πρώτοις παρατηρουμεν, οτι, άν ό άριθμός

4

είναι άρνητικός, αί ρίζαι είναι μιγάδες άριθμοί* θεωρήσωμεν λοιπόν τήν
περίπτωσιν, καθ' ήν ό άριθμός ούτος είναι θετικός, ότε αί ρίζαι είναι
«πραγματικαί. Τότε. δυνατόν νά είναι

α') π θετικόν καί κ θετικόν.

Επειδή τών ριζών τό γινόμενον είναι άρνητικόν (—κ), επεται, οτι
είναι έτεροειδείς, έπειδή δέ καί τό άθροισμα αύτών είναι ώσαύτως άρ-
νητικόν (—π), έπεται, οτι μεγαλητέρα είναι ή άρνητική.

β') π θετικόν, αλλά κ άρνητικόν.

Έπειδή τών ριζών τό γινόμενον είναι θετικόν, αί ρίζαι είναι ομο-
ειδείς, έπειδή δέ τό άθροισμα αύτών είναι άρνητικόν, έπεται, οτι άμ-
<ρότεραι είναι άρνητικαί.

γ') π άρνητικόν, άλλά κ θετικόν.

Έπειδή τό γινόμενον τών ριζών εΖναι άρνητικόν, αί ρίζαι είναι ετε-
ροειδείς* έπειδή δέ τό άθροισμα αύτών είναι θετικόν, μεγαλητέρα
είναι ή θετική.

δ') π άρνητικόν καί κ άρνητικόν.

Έπειδή τό γινόμενον τών ριζών είναι θετικόν, αί ρίζαι είναι ομοει-
δείς, καί έπειδή τό άθροισμα αύτών είναι θετικόν, έ'πεται, ότι άμφό-
τεραι είναι θετικαί.

Έάν είναι κ=0. μία τών ριζών είναι 0, ή δέ άλλη είναι ό άντίθετος
του π άριθμός (έδ. 206). Έάν δέ είναι π=0, αί δύο ρίζαι είναι άντίθετοι
(έδ. 203). Έάν δέ τέλος είναι π=0 καί κ=0, άμφότεραι αί ρίζαι είναι 0.

"Οτι δέ τά εξαγόμενα ταύτα δύνανται νά εύρεθώσι καί έκ του γε-
νικού τύπου (1), είναι φανερό ν.

Κατά ταύτα ή έξίτωσις χ2—5χ=3 έχει μίαν θετικήν καί μίαν άρ-
νητικήν ρίζαν, μεγαλητέραν δέ τήν θετικήν.

(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 11



Ή δέ έξίσωσις χ2 + 8χ=—7 έχει δύο άρνητικάς.

2) ϋώ? μεταβάλλονται αι ρίζαι τής εξισώσεως *χ2 + βχ "ί~γ=0, οταν
οι μεν άριθμοί β και γ μένωσιν άμετάβλητοι, δ δε α ελαττώται άπαύ-

στως και πληοιάζγ] προς το 0 ;

Έπειδή ή έξίσωσις αχ2 + βχ-+-γ=0 πλησιάζει άπαύστως προς τήν
βχ-}-γ=0, έπεται, οτι μία έκ τών ριζών αύτης πλησιάζει πρός τόν

άριθμόν--—, όστις πληροί τήν βχ + γ=0' έπειδή δέ τό άθροισμα.

Ρ

ft ,

τών ριζών είναι--, έπεται, ότι ή άλλη ρίζα διαφέρει από του

α ""

β γ

άριθμου--— Η--— τόσω όλιγώτερον, οσω μικρότερον είναι τό α.

' α β

Έκ τούτων βλέπομεν, ότι ή δευτέρα αύτη ρίζα καταντά: μεγαλη-
τέρα παντός άριθμου (του σημείου αύτης λαμβανομένου ύπ' οψιν), οταν
τό α γίνν] ίκανώς μικρόν.

'Ανάλυσες παντός τριωνύμου του δευτέρου βαθμοΰ
είς παράγοντας τοΰ πρώτου βαΟμοΰ.

/- 213. Έστω τό τριώνυμον του δευτέρου βαθμού χ2-}-βχ-|-γ καί ας
παρασταθώσι διά ρ' καί ρ" αί ρίζαι της έξισώσεως, ήτις προκύπτει,
όταν τό τριώνυμον τοϋτο τεθγί ϊσον τω 0' ήτοι της
Χ.2+βΧ+Τ=°> ^ χ24~βχ=—γ· τότε, ώς έμάθομεν, είναι

ρ'4-?"=—β καί ο' .ρ"=γ·
έπομένως τό τριώνυμον χ2-}-βχ-}_γ γράφεται καί ώς έξης'

χ?—(ρ'+?")χ+ρ'ρ">

τούτο δέ είναι γινόμενον τών παραγόντων (χ—?")(Χ—p )' δθεν επεται

χ2-+- βχ 4- γ=(χ— ρ ')(χ~-ρ ' ') > . (1)

τουτ'εστι, πάν τριώνυμον του δευτέρου βαθμού χ2~Ηβχ-{-γ αναλύε-
ται εις γινόμενον δύο πρωτοβαθμίων παραγόντων ευρίσκονται δε οί
παράγοντες ούτοι, αν άπο τού γράμματος χ άφαιρεθώσιν αϊ τιμαί τού χ,
δι' ας τό τριώνυμον μηδενίζεται.

Έάν αί δύο ρίζαι ρ' καί ρ" είναι ί'σαι (ήτοι άν εις καί μόνος άριθμός.
μγ)δενίζ·/) τό τριώνυμον), βλέπομεν έκ της ίσότητος (1), ότι τό τριώ-
νυμον είναι τότε τέλειον τετράγωνον.

Έάν τό τριώνυμον είναι της μορφής κχ2-|-βχ-)-γ, διαιρουμεν αύτό δια
του α καί έφαρμόζομεν τά προηγούμενα είς τό πηλίκον* οτε τούτο άνα-
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λύεται είς το γινόμενον (χ—ρ7) (χ—ρ")" έπομένως πρό τ% διαιρέ-
σεως το τριώνυμον «χ2 + βχ+γ είναι ίσον τω «(χ—ρ') (χ_ρ").

Κατά ταύτα το τριώνυμον χ2—5χ + 6 αναλύεται είς το γινόμενον
(χ—2) (χ—3)' διότι αί ρίζαι της έξισώσεως

Χ2—5χ + 6=0 είναι 2 καί 3.
Καί τό τριώνυμον χ2-|-7χ—8 αναλύεται είς τό γινόμενον
(χ—I) (χ + 8)· διότι οί μηδενίζοντες αύτό άριθμοί είναι οί —8 καί -f 1.
Καί τό τριώνυμον 5χ2-{-9χ—2 ισούται τω γινομένω

5(χ + 2).( χ--^), $ τω (χ + 2) (5χ-1)·

διότι οί μηδενίζοντες αύτό άριθμοί είναι — 2 καί -g-,

Ή άνώλυσις αύτη έξηγεΐ, διά τί η έξίσωσις του δευτέρου βαθμού
έχει δύο ρίζας. Καί όντως, γινόμενον δύο παραγόντων, οίον τό
(Χ ~~ Ρθ (Χ—ρ")» μηδενίζεται κατά δύο διαφόρους τρόπους, δηλονότι
μηδενιζομένου η του ένός η του άλλου παράγοντος. Έάν δέ έξισώσωμεν
τω Ο πρώτον τόν ενα παράγοντα καί έπειτα τόν άλλον, θά λάβωμεν
τάς δύο ρίζας του πολυωνύμου * Χ2~Ί~ βχ~Ι~ Υ·

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΑ. Δυνάμεθα νά εύρωμεν δευτεροβάθμιον έξίσωσιν έχου-
σαν ρίζας δύο ώς έτυχε δεδομένους αριθμούς, ώς τούς λ καί ρ· προς
τούτο σχημ-ατίζομεν τό γινόμενον (χ—λ) (χ—ρ) καί έξισουμεν αύτό μέ
τό 0' ητοι θέτομεν (χ—λ) (χ—ρ)=0!

"Οτι δέ ούδεμία άλλη δευτεροβάθμιος έξίσωσις της μορφής
χ2-J-βχγ==0 εχει τάς δοθείσας ρίζας, είναι φανερόν.

*Την άνάλυσιν παντός τριωνύμου χ24"βχ + Υ πρωτοβαθμίους
παράγοντας δυνάμεθα νά δείξωμεν καί ώς έξης.
Έστω τό τριώνυμον Χ2"|~βχ + Τ·

Συμπληρουντες τό τετράγωνον, είς δ άνηκουσιν οί δύο πρώτοι δροι
(έδ. 207), γράφομεν αύτό ώς επεται

γ—Î-P'·

έπειτα διακοίνομεν τάς έξης τρεις περιπτώσεις.

1) Έάν γ--ί-β2 είναι θετικόν, παριστώντες την τετραγωνικην

ρίζαν αύτου διά του τ, θά έχωμεν τό πολυώνυμον ύπό την μορφην



χ + + τ1 )( χ + β - f ) '

ι t ι ..■.'■']

2) Έάν είναι γ--—β2 άρνητικόν,-ό άντίθετος αριθμός —— β2— γ θά j

είναι θετικός,καί παριστώντες τήν τετραγ. αύτοΰ ρίζαν δια τ, θά Ιχω-
μεν τό τριώνυμον ύπό τήν μορφήν

/ 1 ν2

(χ+^-β)-^ (2)

% (χ+4-β+τ)(χ+~ΐΓβ-τ)·

3) 'Εάν τέλος είναι γ--^ β2=0, τό τριώνυμον καταντά

/ ι : V»

(3)

ώστε και κατά τάς τρείς περιπτώσεις τό τριώνυμον αναλύεται εις γι-
νόμενον δύο παραγόντων πρωτοβαθμίων (ώς πρός τό χ).

ΠαΡΑΤΗΡΗΣΙΣ. Έαν δύο πραγματικοί άριθμοί, λ καί μ, τιθέμενοι
άντί τοΰ χ είς τό τοιώνυμ,ον X2-|~PxH~Y> δίδωσιν έξαγόμ,ενα ετεροειδή,
αί ρίζαι τής έξισώσεως χ2-}-βχ-}-γ=0 είναι πραγματικαί καί άνισοι καί
μία έξ αύτών περιλαμβάνεται μεταξύ τών αύτών δύο άριθμών λ καί μ.
Διότι τό τριώνυμον τότε τίθεται ύπό τήν μορφήν (2)

(χ+φβ)-^

διότι είς τάς άλλας δύο μοοφάς (1) καί (3) τό τριώνυμον είναι ή τε-
τράγωνον τέλειον ή άθροισμα δύο τετραγώνων καί δια τούτο δέν δύνα-
ται νά δώση άρνητικόν έξαγόμενον διά πραγματικήν τιμήν του χ· αί

ρίζαι άρα θά είναι πραγματικαί ^αι--— β-{-τ καί--—τ ^

καί άνισοι, καί άν παραστήσωμεν αύτάς διά pt καί ρ2 , δυνάμεθα να
γράψωμεν τό τριώνυμον καί ώς έξης

(Χ—Ρι) (Χ—?2)·

άντικαθιστώντες δέ τό χ εις αύτό πρώτον μέν ύπό του λ, επειτα δέ
ύπό τοΰ μ, εύρίσκομεν τά δύο έξαγόμενα

(λ—ρ,) (λ—ρ2) καί (μ—ρ,) (μ—ρ2),
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άτίνα έξ υποθέσεως είναι έτεροειδη* έπομένως το πηλίκον αύτών

λ—ρ1 λ—ρ0

Pi ' Ρ-2

είναι άρνητικόν εντεύθεν συνάγεται, ότι τό εν έκ τών πηλίκων, θά
είναι άρνητικόν έστω το πρώτον* τότε οι άριθμοί λ—ρ, καί μ—ρρ θά
είναι έτεροειδεις* ητοι η ρίζα Oj θά περιλαμβάνηται μεταξύ λ καί μ.

Έξεσώσεςς έχουσας ριζικά.
214. Έάν έξίσωσις έχη τετραγωνικην τινα ρίζαν, ύπό την οποίαν
υπάρχει ό άγνωστος, κατορθουμεν, ώστε αύτη μόνη νά άποτελη το ετε-
ρον τών μελών καί ύψουμεν έπειτα άμφότερα τά μέλη είς τό τετράγω-
νον, ότε ή ρίζα εξαφανίζεται. 'Αναμνηστέον όμως, ότι η προκύπτουσα
έξίσωσις είναι ισοδύναμος πρός δύο έξισώσει.ς, την άοχικην καί την εξ
αύτης προκύπτουσαν, όταν η τετραγωνική ρίζα ληφθίί μετά του άναιθέ-
του σημείου. Λέγονται δέ αί δύο αύται εξισώσεις συζυγείς αλλήλων.

Παραδείγματα,

ΐον) χ+\/Τ=20

γράφομεν ^ Χ =20—χ*

όθεν ύψουντες είς τό τετράγωνον άμφότερα τά μέλη

χ—400+χ2—40χ

3 χ2-41χ=-400, Λ ^

καί λύοντες εύρίσκομεν χ=16, η χ= 25* τών λύσεων τούτων μόνον
η πρώτη αρμόζει είς την δοθεΐσαν έξίσωσιν, η δέ δευτέρα είς την συ-
ζυγή αύτης χ— V χ =20.
2<») χ-|-\/χ2—5=5

γράφομεν νχ2 — 5 = 5—χ*

δθεν χ2—5=25 -10χ + χ2

η 10χ=30
καί

"Η λύσις αύτη άρμόζει είς την δοθεισαν έξίσωσιν έπομένως η συ-
ζυγής αύτης χ—Vχ2—5=5 ούδεμίαν έπιδέχεται λύσιν.

3ον) λ—ν/2χ2-8χ + 9=1

γράφομεν ν/2χ2—8χ+9=χ—1*

δθεν 2χ2—8χ + 9=χ2— 2χ+1

3ft χ2—6χ + 8=0.
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Αι λύσεις της έξισώσεως ταύτης είναι $ Χ=2 η Χ=4, άρμόζουσι
δέ αμφότερα ι είς τήν δοθεισαν έξίσωσιν· επομένως η συζυγ-ής αύτ^ς

χ+ν^χ2- 8χ + 9=1

ούδεμίαν έχει λύσιν.

4ον) χ+ν;χ2—10χ+1— 5

γράφομεν \/χ2—10χ+1=5—χ·

όθεν χ2-10χ+1=25 + χ2-10χ

ή 0=24·

έπομένως καί ή δοθείσα έξίσωσις καί ή συζυγής αύτης |ούδεμίαν έχουσι
λύσιν.

Καί περισσότερα ριζικά (δευτέρου βαθμού) έξαφανίζονται δια της άλ^
λεπαλλήλου ύψώσεως είς τό τετράγωνον, ώς φαίνεται έκ του επομένου
παραδείγματος.

5ον) νχ—9=9,

ύψουντες είς τό τετράγωνον αμφότερα τα μέλη, εύρισκομεν

Χ + Χ—9+ 2. Ν/χ2— 9χ=81
ήτοι 2χ—90=—2 \/χ2 - 9χ

ή χ 45= (1)

ύψουντες δέ καί πάλιν είς τό τετράγωνον, εύρισκομεν

' χ2—90χ + 2025 =χ2—9χ
δθεν 81χ=2025, έξ χ=25.

Η έξίσωσις 81χ=2025 είναι ισοδύναμος προς την (1) καί τήν συ-
ζυγή αύτης χ—45=V^2— 9χ· τούτων δέ πάλιν ή μέν (1) είναι ισοδύ-
ναμος προς τάς έξισώσεις

Ν<Γχ~ ν χ—9=9,

ή δέ συζυγής τνί (1) είναι ισοδύναμος προς τάς

— '^/Χ+ν/χ-9=9·
ώστε ή εύρεθεΐσα άνευ ριζικών έξίσωσις 81χ=2025 είναι ισοδύναμος
προς τάς τέσσαρας ταύτας έξισώσεις (αιτινες προκύπτουσιν έκ της δο-
θείσης, λαμβανομένης εκάστης ρίζης μετά του θετικού η μετά του άρ-
νητικου σημείου καθ άπαντας τους δυνατούς συνδυασμούς).
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Έπειδή δέ ή λύσις χ=25 αρμόζει (ώς εύκόλως βλέπει τις) είς τήν
δοθεϊσαν έξίσωσιν, συνάγεται, ότι αί Λοιπαί τρεις ούδεμίαν έχουσι λύσιν

1HM. Αί έξισώσεις αί έχουσαι ριζικά λύονται ένίοτε εύκολώτερον δια
της αλλαγής τοϋ άγνώστου. Ούτως ή πρώτη, άν τεθνί \J χ =ω, άνά-
γεται είς τήν ω2-|-ω=20· έξ ής λύοντες εύρίσκομεν ή ω=4, ή ω=_5

άρα χ=16 ή χ=25.

Η δέ πέμπτη λύεται, άν τεθ-?} ν χ =ω, καί \/ χ — 9 = φ· διότι
άνάγεται τότε είς τό σύστημα

ω -|-φ=9 καί ω2—φ2=(ω-|-φ)(ω—φ)=9'
οθεν ω-|-φ=9 καί ω—φ=1'

άρα (θ=5, φ=4 καί έπομένως χ=25.

Ή άλλαγή αύτη ωφελεί μάλιστα, όταν ύπό τό ριζικόν δέν υπάρχη
ή ή πρώτη δύναμις του άγνώστου.

Αιτετράγωνοί εξισώσεις.

215. Ούτω καλούνται αί εξισώσεις του τετάρτου βαθμού, αί άρτιας
μόνον δυνάμεις του άγνώστου περιέχουσαι, ήτοι αί έξισώσεις της μοοφης

«χ4+βχ2=γ· (i)

Έάν τεθή %2=ω, επεται καί χ4=ω2 καί ή έξίσωσις γίνεται
αω~-{-βω=γ, ήτοι δευτέρου βαθμού πρός τόν άγνωστον ω.

Εύρεθεισών δέ τών δύο τιμ.ών του ω έκ της δευτεροβαθμίου ταύτης
έξισώσεως, εύοίσκομ,εν καί τάς τιμ,άς του χ έκ της έξισώσεως χ2=ω.

Έστωσαν ω' καί ω" αί δύο τιμαί του ω* τότε έχομεν έκ μέν της
πρώτης χ2=ω', όθεν χ = dr \/ ω ', έκ δέ της δευτέρας χ2=ω", όθεν
χ= + νω^ ώστε εύρίσκονται τέσσαρες ρίζαι της έξισώσεως (1)

—ν^ ω', —ν/ ω', 4- ν/ ω", —\/ ω".-

Κατά τόν τοόπον τούτον λύοντες τήν έξίσωσιν

χ*-13χ2 + 3β=0
εύρίσκομεν τάς ρίζας -f-2, —2, -}-3, —3.

ΙΙροβλήματα.

1ον) Έμπορος πωλήσας πράγμα τι αντί 16 δραχμών εζημιώθη τό-
οον τοις εκατόν, οσον εϊχεν αγοράσει αυτό. Ζητείται άντί πόσων δραχ-
μών εϊχεν αγοράσει τό πράγμα.

Έάν παρασταθη διά του χ ό ζητούμενος άριθμός, ή ζημία θά είναι
χ—.16. Άλλά κατά τό πρόβλημα έζημιώθη τόν τόκον τών χ δραχ-
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γ2

μών προς χ τοις έκατόν (δι' εν έτος), ήτοι "Οθεν έπεται ή έξι- j

σωσις του ποοβλήματος

γ2

JL- = y—16·
100 Λ

πρέπει δε νά είναι χ θετικόν. 11

Έκ της έξισώσεως εύρίσκομεν λύοντες

ή χ=80, n χ=2Ο·
άμφότεραι δέ αι λύσεις αύται πληρουσι πάντας τούς όρους του προ-
βλήματος.

2ον ) Ήγόρασέ τις ύφασμα άντί 600 δραχμών. 'Εάν δε αντί τών αυ-
τών χρημάτων έλάμβανεν 20 πήχεις περισσότερον, ή τιμή τον πήχεως
θά ήτο κατά 5 δραχμάς μικρότερα. Πόσους πήχεις ήγόραοεν ;

Έστω χ ό άριθμός τών πήχεων ή τιμ.ή του ένός πήχεως είναι

600 * ν < - ,ολ · * ~ < < Α^ τ 600
- άν όε οι πνίγεις -ησχν y 4 20, n τιμη του ενος θα yj^o--- ·

Χ t Α , Χ+20

οθεν έπεται ή έξίσωσις του προβλήματος

600 600 _5

πρέπει δέ νά είναι καί χ θετικόν.

Έκ της έξιιώσεως ταύτης εύρίσκομεν τάς λύσεις,
ή χ=40 ή / =—60,
ών μόνον ή πρώτη είναι παραδεκτή ώς πληρούσα πάντας τούς όρους
του προβλήματος.

30ν) 'Εκ δύο εργατών ό εΐς είργάσθη 3 ημέρας περισσοτέρας τοΰ
άλλου, ελαβον δε ομού διά τά ήμερο μίσθιά των 147 δραχμάς. Άλλ®
άν ό πρώτος είργάζετο οσας ό δεύτερος ημέρας, θα ελάμβανεν 60
δραχμάς· αν δε ό δεύτερος είργάζετο οσας δ πρώτος, θά ελάμβανεν
90. Πόσας ήμέρας είργάσθη έκάτερος τών εργατών ;

Έάν παρασταθ'/j διά χ ό άριθμός τών ήμερών, καθ' άς είργάσθη ό
πρώτος, ό δεύτερος είργάσθη ημέρας χ—ο. "Αν ό πρώτος είργάζετο

Χ—3 ήμερας, θά έλάμβανεν 60 δραχμάς" έπομένως τό ήμερομίσθιόν του

60 CO
είναι ---· καί εργασθείς χ ήμέρας ελαβεν-. Άν ό δεύτερος είρ-

γά>,ετο γ ήμέρας, θά έλάμβανεν 90 δραχμάς· έπομένως τό ήμερομίσθιόν

του είναι —· καί έργασθείς χ—3 ήμέρας ελαβεν

χ χ
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Εντεύθεν προκύπτει ή έξίσωσις του προβλήματος

90(χ-3| 60χ _u7
x χ-3

ποεπει δε νά είναι ό χ θετικός καί ακέραιος άριθμός καί μεγαλήτεοος
του 3.

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=15, ή χ=18· άμφότεραι δέ oci
λύσεις αύται πληροΰσι πάντας τούς όρους τοΰ προβλήματος* έπομένως,
ή ό πρώτος είργάσθη 15 ήμέρας καί ό δεύτερος 12, ή ό πρώτος 18 καί
ο δεύτερος 15.

4ον) Έμπορος πωλήσας 8 πήχεις υφάσματος, ελαβε τόσας δραχμάς, οσους πήχεις επρεπε νά πωλήση, ίνα λάβη 50 δραχμάς· π όσας δραχ-
μάς ελαβεν ;

Έάν παραστήσωμεν διά τοΰ χ τάς δραχμάς, τάς όποιας έλαβε δια τούς

γ

8 πήχεις, ή τιμή τοΰ ενός πήχεως είναικαί ίνα λάβη 50 δραγμάς,

y 400

έπρεπε νά πωλήση πήχεις 50*. ^ } ήτοι -· είναι δέ κατά τό πρό-
βλημα

400 , „ _

χ=~ Τ χ-400'

έκ της έξισώσεως ταύτης εύρίσκομεν λύοντες

ή χ=20, ή χ=—20-
φανερόν δέ, ότι μόνον ή πρώτη λύσις είναι παραδεκτή.

5ον ) Έάν τις αριθμός ανξηθή κατά μονάδα, δ κύβος αύτοϋ αυξάνε-
ται κατά 721 ' τις δ άριθμός ούτος ;

Έάν διά τοΰ χ παραστήσωμεν τόν ζητούμενον άριθμόν, θά είναι

(χ-μΐ)8-χ8=72ΐ·
καί έπειδή είναι (χ-f 1)3=χ3 f 3χ2+3χ + 1 (σελ. 35), ή έξίσωσις τοΰ
προβλήματος γίνεται 3χ2 + 3χ +1—721

ή 3χ2+3χ=720'
δθεν καί χ2 + χ=240·
λύοντες τήν έξίσωσιν ταύτην εύρίσκομεν τάς δύο λύσεις

ήχ=15, ή χ=—16.
6ον) Νά μερισθή δ άριθμός 20 εις δύο μέρη τοιαύτα, ώστε τά τε-
τράγωνα αύτών νά διαφέρωσι κατά 120.

Παριστώντες τά άγνωστα μέρη διά χ καί ψ, θά έχωμεν
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χ + ψ=20
χ2-1ψ2==120·

επειδή δέ χ2—ψ2 είναι ίσον μέ το γινόμενον (χ + ψ) (χ—ψ), ητοι με τό

20(y_ψ), ή δευτέρα έξίσωσις γίνεται χ—ψ=6, καί αί εξισώσεις του

προβλήματος γίνονται

χ+ψ=20
χ — ψ=6,

έξ ών προκύπτει ή λύσις χ=13 ψ=7.

7"ν ) Δύο ταχυδρόμοι όμαλώς κινούμενοι άνεχώρησαν συγχρόνως εκ
δυο πόλεων Α και Β, ο μεν πορευόμένος εκ της Α πρός την Β, ό δε
εκ της Β πρός την Α. Συνέβη δε ό μεν πρώτος να φθάσγ] εις την πόλιν
Β εννέα ώρας μετά την συνάντησίν των, ό δε δεύτερος εις την Α δεκαεξ

ώρας μετ' αύτήν. Ζητείται ό λόγος τών ταχυτήτων, μεθ' ών εβάδιζον.

_ _ β

"Εστω y ή ταχύτης του έκ της πόλεως Α έκκινήσαντος καί ψ ή τα-
χύτης του έκ της πόλεως Β' έ'στω προς τούτοις Γ το σημειον της όδου
ΑΒ, είς δ έγένετο ή συνάντησις τών^ταχυδρόμων. "Ο πρώτος ταχυδρόμος
διήνυσε το διάστημα Γ Β είς 9 ώρας μέ ταχύτητα χ* άρα είναι ΓΒ=9χ.
Ό δεύτερος διήνυσε το διάστημα FA είς 16 ώρας μέ ταχύτητα ψ· άρα
είναι ΓΑ=16φ.

Επειδή δέ συγχρόνως έξεκίνησαν καί συγχρόνως έ'φθασαν είς το
Γ, επεται, οτι ο χρόνος, έν ω διήνυσεν ό πρώτος τό διάστημα AF

(, τ ΑΓ ,, 16ψ \ τ * « - , » r * ,

I όστις είναι- ητοι —-J, είναι ισος με τον χρονον, εν ω οιηνυσεν ο

Χ» Χ»

δεύτερος τό διάστημα BF ^ούτος δέ είναι ^ η > ώστε έχομεν

ήτοι 16ψ2=9χ2,

Υ2 16

έξ ή

ης και

ψ2 9 '

καί έξάγοντες τήν τετοαγωνικήν ρίζαν αμφοτέρων τών ίσων, εύοίσκομεν

ψ ~ 3 '

τουτ έστιν ή ταχύτης του πρώτου είναι προς τήν του δευτέρου, οπως
ο 4 Twooc τον 3.

80ν ) Ευρεϊν δύο αριθμούς, γνωστών όντων του αθροίσματος αυτών
α και του γινομένου αυτών γ.



— 163 —
At εξισώσεις του προβλήματος είναι

χ+Ψ=* _ (ΐ)

χψ=γ-

Έάν δε η τιμη του ψ ληφθη έκ της πρώτης καί τεθγί είς την δευ-
τέραν, απαλείφεται ό ψ καί εύρίσκομεν

χ(*—χ)=γ

ητοι χ2—ιχχ=—γ (2)

α \/ α2—4γ

όθεν

2

α α2—4y

"Αν ό χ ληφθγί Γσος τώ ——|----—, ό ψ θα είναι ίσος τω

α ν' α2 — 4γ rv

---χ-> διότι τό άθροισμα αύτών είναι α* άν δέ πάλιν ό χ

ι ~ α ^ α2—4γ ,-/ „ ^ α \/α2—4γ

ληφθν] ισος τω -----—-—, ο ψ ΰα είναι ισος τω--j--- ·

& 2ί ' 2 2

έπομ,ένως οί ζητούμενοι δύο άριθμοί είναι οί

α yj α2—4γ , α α2

καί —-----—(3)

2 ' 2 2 2
τουτ' έστιν είναι-αί δύο ρίζαι της έξισώσεως (2).

ΣΗΜ. "Οτι αί δύο ρίζαι της έξισώσεως (2) έχουσιν άθροισμα α καί
γινόμενον γ, (έπομένως λύουσι τό πρόβλημα), ητο ηδη γνωστόν (211)*
οτι όμως μόνον οί άριθμοί ούτοι λύουσι τό πρόβλημα, τούτο έδείχθη
νυν διά της άμέσου λύσεως του προβλήματος.

. Οί ζητούμενοι άριθμοί θα είναι πραγματικοί, έάν
τό α2—4γ δέν είναι άρνητικόν. Καί άν μέν τό γ είναι άρνητικόν (ότε
-οί άοιθμοί είναι έτεροειδεϊς), τό α2—4γ είναι πάντοτε θετικον άν δέ το
γ είναι θετικόν (οτε οί άριθμοί είναι ομοειδείς), δέν πρέπει να είναι ό
4γ μεγαλητερος του α2. Έκ τούτου βλέπομεν, ότι τό γινόμενον δύο
ομοειδών αριθμών ουδέποτε υπερβαίνει τό τέταρτον τοϋ τετραγώνου
τοϋ αθροίσματος αύτών, η, όπερ τό αύτό, εάν δοθέντα αριθμόν (α) με-
ρίσωμεν οπωσδήποτε εις δύο ομοειδή μέρη, τό μέγιστον γινόμενον τών
μερών τούτων είναι ίσον τω τετάρτω τοϋ τετραγώνου τοϋ άριθμοϋ. Ευ-
ρίσκεται δε τό μέγιστον τούτο γινόμενον, οταν μερισθή δ αριθμός εις

oc2

ισα μέρη' διότι, έάν ύποτεθτί γ=——, οί τύποι (3) δίδουσι τα δύο μέρη

ν «

και ——
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Καί γενικώς. Έάν δοθέντα άριθμόν μερίσω μεν είς όσαδήτιοτε ομο-
ειδή μέρη, τό γινόμενον τών μερών τούτων γίνεται μέγιστον, οταν τά
μέρη γίνωσιν ίσα.

Διότι, άν δύο μέρη δέν είναι ίσα, ε'στωσαν λόγου χάριν 5 καί 7, κα-
θιστώντες αύτά ί'σα χωρίς νά βλάψωμεν τό άθροισμα των, ήτοι λαμ-
βάνοντες άντ' αύτών τά 6, 6, εύρίσκομ,εν' γινόμενον 6.6 μεγαλήτερον
του 5 7" άοα καί τό γινόμενον πάντων τών μερών θά γίν-yj μεγαλήτερον.

9ον) Εύρειν δύο αριθμούς, γνωστών δντων τών γινομένου αυτών γ
και τον αθροίσματος τών τετραγώνων αύτών β.

Αί έξισώσεις τοΰ προβλήματος είναι

χ2+Ψ2=β (ΐ)

χψ=ϊ·

Έάν ή δευτέρα διπλασιασθεϊσα προστεθή είς τήν πρώτην (κατά
μέλη), προκύπτει ()C +Ψ)2=β + 2γ *

έάν δέ άφαιρεθ*?}, έπεται

(χ-ψ)2=β-2γ-

Έκ τούτων εύρίσκομεν

χ + ύ=±ν/ β + 2γ, χ—ψ=±\/ β—2γ.

Καί άν μέν τό άθροισμα τών ζητουμ,ένων άριθμών ύπότεθγί θετικόν.
εύρίσκομεν τούς δύο άριθμούς

_1_|/β + 2γ+-1_ΐ/β_2γ καί -1|/β + 2γ—|-|/β— 2γ*

άν δέ τό αύτό άθροισμα ύποτεθνί άρνητικόν, εύρίσκονται οί αντίθετοι
τούτων άριθμοί* φαίνεται δέ καί έκ τών έξισώσεων του συστήματος (1),
ότι, άν άληθεύωσιν αύται διά δύο άριθμούς, άληθεύουσι καί δια τούς
άντιθετους αύτών.

Atepeôvvjotç. Άμφότεραι αί λύσεις θά είναι πραγματικαί, άν οι
άριθμοί β + 2γ καί β — 2γ είναι θετικοί, ήτοι άν είναι β θετικόν καί 6
2γ (θετικώς λαμβανόμενος) δέν ύπεοβαίνη τόν β.

10ον) Εύρειν δύο άριθμούς, γνωστών δντων τού αθροίσματος αύτών
α και τού άθροίοματος τών τετραγώνων αύτών β.

Αί έξισώσεις τοΰ προβλήματος είναι

χ+Ψ=* (ΐ)

, ,χ2+ψ2=?'

Υψοΰντες άμφότερα τά μέλη της πρώτης είς τό τετράγωνον, εύρίσκομεν
χ2+ψ2+2χψ=«2·
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Έξ ης, άφαιρουντες την δευτέραν κατά μέλη, εύρίσκομεν

2χψ=«*-β, ?. χψ——·

w α2_β

Έπειδη δέ νυν έχομεν χ-|~ψ—α καί χψ=———, ανάγεται τό πρό-

Δ

βλήμα είς τό 8ον .

Δύναται δέ να λυθ*£ τό πρόβλημα τούτο καί δια της απαλοιφής του
ετέρου τών άγνώστων έκ τών δύο έξισώσεων (1)· πρός τούτο άρκεϊ νά
λ.ηφθ-?5 η τιμη αύτου έκ της πρώτης καί νά τεθνί είς την δευτέραν.
Οί ζητούμενοι δύο άριθμοί είναι

α V7 2β - α2 λ α \f 2Β —α2

και —-------(2)

2.2 2 2

Acspeuvvjotç. Οί άριθμοί ούτοι θά είναι πραγματικοί, άν είναι 2β
θετικόν κ,αί μ.εγαλητερον η τούλάχιστον ί'σον πρός τό α2' εί $ε μη,
είναι μιγάδες.

Έκ τούτου συνάγεται, οτι, εάν αριθμός μερισθή οπωσδήποτε εις δύο
μέρη, το άθροισμα τών τετραγώνων τών μερών τούτων θά είναι τουλά-
χιστον ΐυον προς τό ήμισυ τοϋ τετραγώνου τοϋ άριθμοϋ. Τοϋτο δε τό
ελάχιστον άθροισμα τών τετραγώνων τών δύο μερών ευρίσκεται, εάν τά
<5ύο μέρη είναι ίσα.

* 11ον) Εϋρεΐν δύο αριθμούς, γνωστών δντων τοϋ αθροίσματος αυ-
τών α και τον αθροίσματος τών κύβων αυτών κ.

Αί έξισώσεις του προβλήματος είναι

χ + ψ=α (1)

"Ινα λύσωμεν ταύτκς, ύψοΰμεν άμφότερα τά μέλη της πρώτης είς
τόν κύβον ότε εύρίσκομεν

χ3 ψ 3 3χ 2ψ 3χψ 2=α 3.

Έξ ης άφαιροϋντες την δευτέραν κατά μέλη, έχομεν

3Χ2ψ -f- 3χψ2=α3—κ
η 3χψ(χ + ψ)=α3-κ*

καί άντικαθιστώντες τό άθροισμ.α '*'σου α» εΧ'°(/·εν

3αχψ=α3—κ
, α3 — κ

^ . ST'·

Έχομεν άρα τό άθροισμα και τό γινόμενον τών ζητουμένων αριθ-
μών* έπομένως τό πρόβλημα άνηχθη είς τό 80ν .
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Οί ζητούμενοι αριθμοί είναι

α 1 4 /4κ—α3 , α 1 4/4κ—α3

~~2 ' 2~ ' 3χ χ" 2---2 ν--3κ-· *

Atepeûvyjotç. Γράφοντες τήν ύπόρριζον παράστασιν ύπό τήν μορφήν

4κ α2
3

βλέπομεν, οτι, ίνα οί άριθμοί ούτοι είναι πραγματικοί, ανάγκη τά α καί κ.
νά είναι ομοειδή καί νά είναι 4κ ούχί μικρότερον του α3. Έξ ου συνά-
γεται, ότι, εάν αριθμός μερισθή οπωσδήποτε είς δύο μέρη, τό άθροισμα
τών κύβων τών μερών τούτων θά είναι τουλάχιστον ίσον πρός τό τέ-
ταρτον τοϋ κύβου τον άριθμου. Τούτο δέ τό ελάχιστον άθροισμα τών
κύβων τών μερών γίνεται, οταν τά δύο μέρη είναι ισα.

*12ον) Εύρειν δύο άριθμούς, γνωστών δντων τον άθροίσματος αύτών
α και τοΰ άθροίσματος τών τετάρτων δυνάμεων αύτών τ.
Πρός τούτο είναι άνάγκη νά λυθή τό σύστημα

χ + ψ=α (1)

χ44~Ψ4~τ>

λύεται δε τούτο ως έξης.

Τετραγωνίζοντες τήν πρώτην λαμβάνομεν

χ2+ψ2 + 2Χψ=α2, (2)

τετραγωνίζοντες <)έ καί ταύτην εύρίσκομεν

Χ4 + Ψ4 + 6χ2ψ2 + 4χ3Ψ + 4χψ3=α*,

έξ ης άφαιρουντες τήν δευτέραν εύρίσκομεν

6χ2ψ2 + 4χψ(χ2+ψ2)=α±—τ.
Έάν δέ είς τήν έξίσωσιν ταύτην άντικαταστήσωμεν τό χ2-{~ψ2 ^ιά.
τοΰ ίσου αύτω α2—2χψ έκ της έξισώσεως (2), εύρίσκομεν

(χψ)2—2α2(χψ)=^-4· (3>

περιέχει δέ ή έξίσωσις αύτη ένα μόνον άγνωστον, τουτέστι τό γινόμε-
νον χψ· όθεν λύοντες αύτήν εύρίσκομεν τό γινόμενον χ ψ των ζητουαένων
αριθμών έχοντες δέ τό άθροισμα καί τό γινόμενον αύτών, άνάγομεν
το πρόβλημα είς τό 80ν.

Εκ της έξισώσεως (3) εύρίσκονται αί έπόμεναι δύο τιμαί τοΰ χψ
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Κα! άν μέν λάβωμεν τήν πρώτην ώς γινόμενον τών δύο ζητουμένων
άριθμών, εύρίσκομεν τούς δύο άριθμούς,

α

+"4"V/ " 3α2-j- ν8τ8α4
—ψ\/~ 3α2+ν/8τ + 8α4 ·

2

άν δε τήν δευτέραν, εύρίσκομεν τούς έκ τούτων προκύπτοντας, όταν τό

ριζικόν \/8τ-}-8α4 ληφθη μετά του άρνητικου σημείου* έπομένως τό
δεύτερον τούτο ζεύγος είναι μιγάδες άριθμοί.

Acepeôvjrçecç. Ή πρώτη λύσις άποτελείται έκ πραγματικών άριθ-
μών, έάν ή \/8τ-|-8α4 δέν είναι μικοοτέρα του 3α2, ήτοι, άν ό άριθμός
8τ-|-8α4 δέν είναι μικρότερος του 9α4, ήτοι άν ό τ είναι θετικός και
0/ι μικρότερος του ογδόου του α4, έξ ών συνάγεται, οτι, εάν άριθμος
μερισθώ} οπωςδήποτε είς δύο μέρη, τό άθροισμα τών τετάρτων δυνά-
μεων τών μερών είναι τούλάχιστον ίσον πρός τό δγδοον τής τετάρτης
δυνάμεως τού αριθμού.

* 13ον) Ενρεΐν δύο άριθμούς, γνωστών δντων τού άθροίσματος αύτών
α και τον άθροίσματος τών πέμπτων δυνάμεων αυτών π.
Aί έξισώσεις του προβλήματος είναι

χ-|-ψ=α

χδ+Ψ5=*. ^ (ΐ)

"Ινα λύσωμεν αύτάς, ύψουμεν τήν πρώτην είς τόν κύβον, ότε εύρίσκομεν

χ3+ψ3+3χψ(χ 4- ψ)=α3· (2)

έπειτα τήν αύτήν πρώτην ύψουμεν είς τήν πέμπτην δύναμιν (ή, όπερ τό
αύτό, πολλαπλασιάζομεν τήν (2) έπι τήν πρώτην τετραγωνισθεισαν),
ότε εύρίσκομεν

χδ+ψδ+5χψ(χ3+ψ3) + 10χ2ψ2(χ + ψ)=α5.

'Εάν δέ είς τήν έξίσωσιν ταύτην άντικαταστήσωμεν τό άθοοίσμα
χδ_|_ψ5 ^πο τ0£5 ί'σου του τό δέ άθροισμα χ3—f-ψ3 έκ της έξισώσεως
(2) ύπό του ί'σου του α3—3χψ(χ-|-ψ) *αί τέλος τό χ + ψ ύπό του ίσου
του α, εύρίσκομεν τήν έξίσωσιν

(χψ)2—*2(χΨ)=-^- '

έξ ής εύρίσκομεν, οτι τό χψ είναι ίσον πρόε τόν έτερον τών άριθμών

α2 4/4π + α* , α2 /4^+Γ5
71 ~2~ V 20α ' 2 T'Y 20α '
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Καί άν μέν λάβωμεν τόν πρώτον ώς γινόμενον τών ζητουμένων j

άριθμών, εύρισκομεν τους δύο αριθμούς

j^JU/^W^ , (4) !

2 2 V V 5α

έάν δέ λάβωμεν τον δεύτερον, εύρισκομεν τους έκ τούτων προκύπτον-
τας, οταν ή έντός της άλλης ρίζα ληφθη μετά του σημείου —, έπομένως
το δεύτερον τούτο ζεύγος είναι μιγάδες αριθμοί.

Διερεύνησ&ς. Οί δύο άριθμοί (4), οι τήν ποώτην λύσιν άποτελουν-

4π -f- α5

τες, θα είναι πραγματικοί, άν τό ύπόρριζον —-- είναι θετικόν καί η

ρίζα ούχί μικροτέρα του ήμίσεος του α2" τουτέστιν άν είναι

2ν/ίϋ+ί! ίτοι 4
ν 5α = Οα =

* . 4α^ * ν π . α4

οθεν επεται —--h—— >>α4, ητοι --;

5α 5 = α = 16

τουτέστιν, ινα το πρόβλημα έπιδέχηται πραγματικήν τινα λύσιν, πρέπει
καί άρκει νά είναι π καί α ομοειδή καί ό π νά είναι τουλάχιστον ίσος
προς τό δέκατον έκτον του α5. Θά άποτεληται δέ ή λύσις έξ ομοειδών
άριθμών, άν τό γινόμενον χψ είναι θετικόν, τουτέστιν άν είναι
α4 4π + αδ π

ήτοι &ν ό π δέν ύπερβαίνη τήν πέμπτην δύναμιν του α.

ΣΗΜ. Έκ τών τριών τελευταίων προβλημάτων βλέπομεν, ότι καί
έξισώσείς άνωτέρου βαθμού δύνανται ένίοτε νά άναχθώσιν είς έξισώ-
σεις του δευτέρου βαθμού.

Προβλήματα γεωμετρικά.

Εν τνί γεωμετρία έμάθομεν ή'δη, ότι πάσα γραμμή μετρείται καί
παρίσταται υπό τίνος αριθμού' καί τάνάπαλιν, ότι πας άριθμ,ός παριστά
γραμμήν, όταν όρισθη ή γραμμή, ήν παριστ^ή μονάς. Δυνάμεθα έπομένως
να έφαρμ,όσωμεν τόν άλγεβρικόν λογισμόν έπί γεωμετρικών προβλημάτων.

140<') Διαιρέσαι τήν δοθεΐσαν ευθείαν ΑΒ μέσον και άκρον λόγον.
τουτέστιν εις δύο μέρη, ών τό ετερον να είναι μέσον άνάλογον μεταξύ
της όλης ευθείας και του ετέρου μέρους.

Â : Μ ~ Β
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Έστω α 6 τήν δοθεισαν γραμμήν Α Β παρ ιστών αριθμός καί χ ό πα-
ριστών τό άγνωστον μέρος αύτής AM, τό οποίον θά είναι μέσον άνά-
λογον τότε τό λοιπόν μέρος MB θά παρίσταται ύπό του άριθμου α—χ.
θα είναι δέ

^οι (α—χ)α=χ2.

Πρέπει δέ νά είναι και χ θετικόν και μικρότερον του α.

Λύοντες τήν έξίσωσιν εύρίσκομεν χ=--—Η- 5" έκ δέ τού-

2 2

των τών τιμών μόνη ή πρώτη, ή 5 — 1), πληροί πάντας τούς

ορούς του προβλήματος καί παριστ^ τό μήκος του ζητουμένου μέρους AM.

Παρατήρηβίς Τό πρόβλημα τούτο δύναται νά προταθνί καί γε-
νικώτεοον ώς έξης.

Έπί εύθείας άπεράντου δίδονται δύο σημεία, Α και Β, ών ή άπόστα-
σις μετρείται ύπό του άριθμ,ου α* ζητείται δέ νά εύρεθη σημεϊον της εύ-
θείας τοιούτον, ώστε ή άπό τοΰ Α άπόστασις αύτοΰ νά είναι μέση άνά-
λογος μεταξύ της άποστάσεως αύτοΰ άπό του Β καί της ΑΒ.

Μ Α Μ Β Μ

Τό ζητούμενον σημεϊον Μ δύναται νά ύποτεθη κείμενον ή μεταξύ
τοΰ Α καί Β, ή όπισθεν τοΰ Α, ή πέραν τοΰ Β. Τό πρόβλημα άρα διαι-
ρείται είς τρία" καί αί τρεις αύτοΰ περιπτώσεις δίδουσι τάς έπομένας
εξισώσεις* (χ παριστ^ τήν άπόστασιν AM).

Ή πρώτη χ2=<κ(α—χ) περιορ. 0<^χ<^α.

Ή δευτέρα χ2==α(ίχ"4~χ) περιορ. χ θετικόν.

Ή τοίτη χ2=α(χ—α) πεοιορ. χ>α.

Αί δύο πρώται περιπτώσεις δύνανται νά συμπεοιληφθώσιν είς μίαν, άν
οί άριθμοί οί μετροΰντες τάς άπό τοΰ Α άποστάσεις λαμβάνωνται θετικοί
μέν διά τα έμπροσθεν τοΰ Α σημεία, άονητικοί δέ διά τά όπισθεν διότι
τότε έν ττ5 δευτέρα έξισώσει πρέπει νά γραφή άντί του χ ό —χ* τούτο
δέ τρέπει αύτήν είς τήν πρώτην* ώστε ή εύρεθεϊσα άρνητική λύσις της πρώ-
της έξισώσεως είναι θετική λύσις της δευτέρας, καί έπομένως δίδεισημέΐόν
τι όπισθεν τοΰ Α κείμενον καί πληρούν τούς όρους τοΰ προβλήματος.

Ή τρίτη έξίσωσις ούδεμίαν λύσιν πραγματικήν έχει- ώστε ουδέν ση-
μεϊον τοιοΰτον ύπάρχει πέραν τοΰ Β.

150ν) Δίδονται επ' ευθείας τέσσαρα σημεία, τα Α, Β, Γ, Α, και ζη-
(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 12
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τεΐται νά εΰρεθή επί της αυτής ευθείας σημεΐον τοιούτον, ώστε αϊ απο-
στάσεις αύτοΰ από τών τεσσάρων σημείων νά άποτελωσιν αναλογίαν"
τουτεστι να είναι AM : ΒΜ=ΓΜ : ΔΜ,
- Â Β Γ Δ"

Το ζητούμενον σημεΐον Μ δύναται νά ύποτεθνί κείμ,ενον η όπισθεν του·
Α, η μεταξύ Α και Β, η μεταξύ Β καί Γ, η μεταξύ Γ .καί Δ, τέλος
πέραν του Δ' το πρόβλημα άρα διαιρείται είς πεντε, καί άν οί θετικοί
άριθμοί, οί τάς αποστάσεις AM, ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ μετρουντες, παρασταθώσι.
κατά σειράν δια γ, β, γ, δ, αί ρηθεισαι πέντε ύποθέσεις δίδουσι τάς
έπυμένας έξισώσεις*

η 1Τ| χ(β + γ-δ) + β-γ=0, περ. χ>0,

η 2α 2χ2—(β -f" γ + δ)χ-{-βγ=0, περ. 0<χ<β,
η 3η χ(β+γ-δ)-βγ=0, περ. β<χ<γ,

η 4η 2χ2-(β + γ + δ)χ+βγ=0, περ. γ<χ<δ,
'h 5*1 χ(β + γ-δ)-βγ=0, περ. χ>δ

Λιερεύνησις. Ή πρώτη περίπτωσις έπιδέχεται λύσιν, άν είναι.
δ^>βτ-γ' διότι τότε η τιμη του χ η έκ της έξισώσεως λαμβανομένη
είναι θετική- άλλ' άν είναι δ<^β·4-γ, η δ=β-[-γ, η πρώτη περίπτω-
σις είναι άδύνατος.

Ή τρίτη περίπτωσις είναι πάντοτε άδύνατος" διότι η έκ της έξι-
σώ'ΐεως αύτης ευρισκομένη τιμη του χ δέν είναι μικροτέρα του γ.

Ή πέμπτη περίπτωσις έπιδέχεται λύσιν, μόνον άν είναι δ<^β-|-γ*
διότι τότε ή τιμη του χ είναι θετική καί ύπεοβαίνει τόν δ.

Ή δευτέρα καί ή τετάρτη έπιδέχονται άνά μίαν λύσιν πάντοτε" διότι -η
κοινή αύτών έξίσωσις έχει δύο ποαγματικάς καί άνισους ρίζας, ών η μέν
κείται μεταξύ Ο καί β, η δέ μεταξύ γ καί δ' βεβαιούμεθα δέ περί τούτου,
άν παρατηρησωμεν, ότι οί άριθμοί Ο καί β άντικαθιστώντες τό χ έν τω
πολυωνύμω 2χ2—(β + γ + δ)χ + βγ παρέχουσιν έξαγόμενα ετεροειδή*
ωσαύτως δέ καί οί άριθμοί γ καί δ (σελ. 156 Παρατηρ.).

"Ωστε έν συνόλω τό πρόβλημα έπιδέχεται τρείς λύσεις, άν S καί β -{-γ
είναι άνισα, εί δέ μη, δύο' εύρίσκεται δέ τό εν έκ τών τριών σημείων
τοσω μακρύτερα έπί τηςεύθείας,δσω όλιγώτερον διαφέρουσι τά βγ καί δ.

Παρατήρησες. Ενίοτε πρόβλημ,ά τι, ίνα λυθγί, διαιρείται είς
πολλάς περιπτώσεις, έκάστη τών όποίών παρέχει ίδίαν έξίσωσιν (τοι-
αύτα -ησαν τά δύο τελευταία προβλήματα)· έκάστη τών περιπτώσεων
τούτων θεωρείται τότε καί.έξετάζεται ώς ίδιον πρόβλημα.
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Δυνατόν δέ δύο περιπτώσεις του προβλήματος νά άποκλείωσιν άλλή-
λας, τουτέστιν άληθευούσης της έτέρας έξ αύτών νά είναι ή έτερα αδύνα-
τος, καί τανάπαλιν, το άδύνατον της έτέρας νά δεικνύγ) τήν άλήθειαν τνίς
άλλης. Έάν, παραδείγματος χάριν, πρόκειται έ'ν τινι προβλήματι να όρι-
σθνί έν έπιπέδω ή θέσις εύθείας τινός αγνώστου ποός δοθεΐσαν εύθεΐαν έν
τω έπιπέδω κειμένην, δύνανται νά γίνωσι δύο υποθέσεις άποκλείουσα1
άλληλας, η ότι ή ζητουμένη εύθεϊα τέμνει που τήν δοθεισαν, ή ότι είναι
παράλληλοι" φανερόν δέ είναι, ότι, άν ή έξίσωσις, τήν οποίαν ή πρώτη
ύπόθεσις παρέχει, άληθεύτ), ή δευτέρα ύπόθεσις είναι αδύνατος' αν δέ
ή ρηθείσα έξίσωσις είναι άδύνατος, ή δευτέρα ύπόθεσις αληθεύει.

16ον ) Εις δοθέν όρθογώνιον τρίγωνον Α ΒΓ νο έγγραφη όρθογώνιον
εγον περίμετρον ΐσην πρός τό άθροισμα τών κάθετων του τριγώνου
πλευρών Α Β καί Α Γ και μίαν τών κορυφών αύτου εις τό Α.

"Εκαστον σημεϊον της ύποτεινούσης
ΒΓ είναι κορυφή εγγεγραμμένου ορθο-
γωνίου, όπερ εύρισκομεν άγοντες έξ αύ-
του τάς καθέτους έπί τάς πλευράς ΑΒ
καί ΑΓ της όρθης γωνίας Α- διά τούτο Α π S

άοκεΤ νά ευρωμεν έπί της ύποτεινρύσης τήν κορυφήν του ζητουμένου
ορθογωνίου.

Έστωσαν β καί γ οί τάς πλευράς ΑΓ καί ΑΒ παριστώντες άριθμοί,
χ δέ καί ψ οί παριστώντες τάς άποστάσεις του ζητουμένου σημείου Μ
άπό τών πλευρών ΑΓ καί AR.

Έν ποώτοις θά είναι 2χ + 2ψ=β+Τ·

Έάν δέ άχθν] ή AM, διαίρει τό δοθέν τρίγωνον είς δύο τρίγωνα,
τά ΑΜΒ καί ΑΜΓ, έξ ών τό πρώτον έχει βάσιν ΑΒ καί ΰψος ΜΠ, τό
δέ δεύτερον έχει βάσιν ΑΓ καί υψος ΜΚ. 'Εκφράζοντες δέ, ότι τά εμ-
βαδά αύτών άποτελουσι τό έμβαδόν του δοθέντος τριγώνου, εύρισκο-
μεν τήν έξίσωσιν

βχ-)-γψ=βγ. (2)

περιορ. 0<χ<γ καί 0<ψ<β.

Έκ τών έξισώσεων τούτων ύποθέτοντες β άνισον τω γ, εύρισκομεν

1 γ και ψ=-—β^

λ g 1 '2

τουτ' έ'στιν ή κορυφή του ζητουμένου ορθογωνίου κείται εις τό μέσον
τ*7)ς ύποτεινούσης.
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Έάν όμως είναι β=γ, ήτοι, άν τό όρθογώνιον τρίγωνον είναι καί
ισοσκελές, αί δύο εξισώσεις καταντωσι μια μόνη καί τό σύστημα άπο-
βαίνει αόριστον ώστε παν σημείον της ύποτεινούσης είναι κορυφή ορ-
θογωνίου πληρουντος τούς όρους του προβλήμ.ατος.

17ον) Τοΰ ορθογωνίου τριγώνου ΛΒΓ αυξάνεται μεν ή πλευρά ΑΓ
κατά τινα ευθείαν ΓΓ', ελοττοΰται δε ή ΑΒ κατά τήν ισην ΒΒ'· ζητεί-
ται, αν άχθή ή Β' Γ', εις ποίον ση μείον θά τέμνγ] τήν ΰποτείνουοαν Β Γ.

"Ας άχθωσιν αί ΜΠ και ΜΚ έκ του Μ κάθετοι έπί τάς πλευράς ΑΒ
ρ· και ΑΓ και άς νοηθώσιν αι εύθεΓαι του σχήματος

πασαι μεμετρημέναι και ύπ' άριθμών παριστώμεναι.
Ή τομή Μ θά είναι γνωστή, όταν εύρεθωσιν οί τάς
αποστάσεις ΠΜ και KM μετρουντες αριθμοί, οίτινες
έστωσαν ψ καί χ· πρός τούτοις άς παριστα τάς εύ-
θείας ΒΒ' καί ΓΓ' ό ε, καί τάς πλευράς του τρι-
γώνου οί άριθμοί α (τήν ΒΓ), β (τήν ΑΓ) καί γ
(τήν ΑΒ). *Αν άχθ'/j ή ΑΜ, διαίρει τό τρίγωνον
Π Β' Β ΑΒΓ είς δύο, τά ΑΜΒ καί ΑΜΓ* ωσαύτως διαίρει
καί τό τρίγωνον ΑΒΤ" είς δύο, τά ΑΜΒ' καί ΑΜΓ'. Έκ τούτων εύ-
ρίσκομεν ώς καί έν τω προηγουμένω προβλήματι

βχ+γψ=ί*γ (ΐ)

καί ^ ^ (β + ε)χ + (γ-ε)ψ=(β + ε) (γ-ε).

Έξ ών έπεται τό σύστημα

(2\ Ρχ+γψ=βγ πεοιοο 0<Χ<γ

είχ-ψ)=ε(γ-β-ε) _ 0<ψ<ρ

Έκ του συστήματος τούτου, άν ύποτεθη ε διάφορον του Ο, εύρίσκομ,εν
μετά τήν έξάλειψιν του κοινού παράγοντος ε έκ της δευτέρας έξισώσεως

Έάν ό ε έλαττούμενος καταντήση 0, αι δύο έξισώσεις του συστήμ.ατος
(1), ή καί του (2), γίνονται μία μόνη καί τό σύστημα καταντα άόρι-
στον αλλά τότε καί αί δύο εύθεΐαι έφαρμόζουσι καί έχουσι κοινά πάντα
τα σημεία της ΒΓ' ώστε καί τό πρόβλημα καταντά άόριστον.

Δυνατόν όμως να ζητηθνj, πρός ποιον σημειον της ΒΓ πλησιάζει ή τομή
Μ, ότανή ΒΤ'πλησιάζν] νά έφαρμόση έπί τήν ΒΓ (τουτ' έστιν, οταν τό
ε τεινγ) πρός τόΟ)' τούτο εύρίσκεται έκ τών τιμών (3) εύκόλως' διότι, οσω
το ε πλησιάζει πρός τό 0, τόσω αί τιμαί τών χ καί ψ πλησιάζουσι
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νά γίνωσι

,2

r , β5

β+Υ ^ ' β + γ

ώστε και ή τομή πλησιάζει προς το σημεϊον, ου αί αποστάσεις άπό
τών ΑΒ καί AF μετρούνται ύπό τών άριθμών τούτων.

Τό σημεΤον τούτο διαίρει τήν ύποτείνουσαν εις δύο μέρη άνάλογα
πρός τάς άλλας πλευράς ώστε δύναται καί γεωμετρικώς νά εύοεθη.

18ον) Έκ τοΰ στομίου φρέατος αφέθη λίθος είς αυτό* ήκούσθη δε
ο κρότος του λίθου (κτυττήσαντος τόν πυθμένα) μετά παρέλευσιν θ
δευτέρων λεπτών από της στιγμής τής πτώσεως. Ζητείται τό βάθος τον
φρέατος.

"Ινα λύσωμεν τό πρόβλημα τούτο, πρέπει νά έχωμεν ύπ' όψει
τούς έπομένους νόμους τής φυσικής.

1) Έάν σώμα. άπό τίνος ύψους άφεθέν, πίπτ·/) έπί χ δεύτεοα λεπτά,
τό διανυσθέν ύπ" αύτου διάστημα είναι

.-i- γχ2, ένθα γ=9,8088 μέτρα'

Δ

ή του άέρος . άντίστασις δέν λαμβάνεται ύπ' όψιν.

2) Ό ήχος διαδίδεται μεθ ομαλής κινήσεως διανύων έν τω άεοι 340
περίπου μέτρα καθ' εκαστον δεύτερον λεπτόν. Τήν ταχύτητα ταύτην
τοΰ ήχου θά παοαστήσωμεν χάριν συντομίας διά του τ.

"Εστω νΰν φ τό βάθος τοΰ φρέατος είς μέτρα* φανερόν είναι οτι ό
μετρηθείς χρόνος θ συνίσταται έκ δύο μερών* έκ του χρόνου της πτώ-
σεως τοΰ λίθου μέχρι τοΰ πυθμένος καί έκ τοΰ γρόνου, ον έχρειάσθη ό
?ίχος, ίνα φθάση έκ τοΰ πυθμένος μέχρι τοΰ στομίου.

Καί ο μέν χρόνος τής πτώσεως τοΰ λίθου έκ τοΰ ύψους φ ευρίσκεται
κατά τά άνωτέρω έκ τοΰ τύπου

ό δέ χρόνος της άναβάσεως τοΰ ήχου, άν παρασταθεί διά χ', θα είναι

?=τ·Χ'>

διότι φ είναι τό διανυσθέν ύπ' αύτοΰ διάστημα* έπομένως είναι

<Ρ

Χ ——·
Κ τ

Έκ τούτων επεται ή έξίσωσις τοΰ προβλήματος

(1) -
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Ή έξίσωσις (1) άπαλλασσομένη της τετραγ. ρίζης (214) γίνεται
φ2—2τ ( θ + - - J <ρ=— θ2τ2*-
έξ ου βλέπομε ν, ότι έχει δύο ρίζας άμφοτέρας θετικάς (212)

είναι δέ αύται φ=τ(θ+ ±τ +

Ή μία έκ τών τιμών του φ είναι προφανώς μεγαλητέοα του τθ'
έπομένως καθίστα το —— μεγαλητερον του θ και δια τούτο δέν εί-
ναι λύσις της έξισώσεως (1), άλλα της συζυγους αύτης · η δέ άλλη
είναι μικρότερα του τθ- διότι το γινόμενον τών δύο ριζών (211) είναι
τθ.τθ- έπομένως δέν δύνανται άμφότεραι νά είναι μ-εγαλητεραι του τθ'
η δευτέρα αύτη λύσις είναι της έξισώσεως (1), διότι δι' αύτην είναι τό

θ--— θετικον* έπομένως αύτη λύει τό πρόβλημα.

τ

190ν) Έπι της ευθείας, ήτις διέρχεται δια δύο φωτεινών ση/ίΐείων Α
και Β, εύρείν σημεΊον εξ ίσον φωτιζόμενον νπ' αύτών.

Α Β

"Ινα λύσωμεν τό πρόβλημα τοΰτο, πρέπει νά έχωμεν ύπ' όψει τόν
έπόμενον φυσικόν νόμον.

Τό ποσόν τοϋ φωτός, όπερ δέχεται επιφάνεια τις, είναι αντιστρόφως
άνάλογον τοϋ τετραγώνου της αποστάσεως αυτής άπό τον φωτεινον
σημείου.

Κατά τόν νόμον τούτον, άν παοαστησωμεν διά μ τό ποσόν του φω-
τός, όπερ δέχεται επιφάνεια τις έκ φωτεινού σημείου, οταν εύρίσκηται
είς άπόστασιν ενός μέτρου άπ' αύτου, καί διά ω τό ποσόν του φωτός,
όπερ δέχεται η αύτη επιφάνεια, όταν εύρίσκηται εις άπόστασιν χ μέ-
τρων, θά είναι

ω : μ = 1 χ2,. ητοι ^ .

Τό ζητούμενον σημεΐον Μ δύναται νά ύποτεθη κείμενον η ό'πισθεν του
Α, η μεταξύ Α καί Β, η πέραν του Β. Έάν δέ παοαστησωμεν διά χ την
άπόστασιν αύτου άπό του Α, καί διά του α2 τό ποσόν του φωτός, όπερ
δέχεται έκ του Α τό την άπόστασιν 1 άπέχον άπ' αύτου σημεΐον, καί
δια β2 ομοιον ποσόν του φωτεινού σημείου Β, πρός δέ τούτοις διά δ
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τήν άπόστασιν ΑΒ, εύρισκομεν κατά τάς τρεις είρημέν ας υποθέσεις, έξ-

χσουντες τά ποσά του φωτός, τα όποια δέχεται τό έξ ίσου φωτιζόμενον

α2. β2

"Λ|Αετον· *>°

α2 β2

Λ . χ>°

Αί έξισώσεις αύται δύνανται νά συμπεριληφθώσιν είς μίαν, άν αί απο-
στάσεις τών όπισθεν του Α κειμένων σημείων παριστώνται υπό άονητικών
άριθμών, διότι τότε έν τγ5 πρώτν} πρέπει νά τεθη —χ αντί του χ" (διότι
έν τνί έξισώσει έκείνν] τό χ σημαίνει τήν θετικήν άπόστασιν AM, αυτη
^έ είναι νυν —χ)" αλλά τότε τρέπεται ή πρώτη έξίσωσις είς τήν δευτέ-
ραν έπομένως ώς έξίσωσις του προβλήματος δύναται νά ληφθη ή έπομένη

α2 _ β2

καί άν μέν είναι σημεϊον κείται ό'πισθεν του Α· άν δέΟ<^χ<^δ,

μεταξύ Α καί Β" άν δέ χ]>δ, τό σημειον κείται πέραν του Β.

Ή έξίσωσις (1) δύναται νά λυθγί καί κατά τόν συνήθη τρόπον επειδή
ομως άμφότερα τά μέλη αύτης είναι τέλεια τετράγωνα, έξάγομεν τήν
τετραγωνικήν ρίζαν αύτών καί ούτως εύρισκομεν τάς πρός αύτήν ισοδυ-
νάμους δύο έξισώσεις.

α β α β

ή

Χ Χ ' Χ

έξ ών εύκολώτατα λαμβάνομεν τάς λύσεις
«ν α

η

ή χ=δ.

κ α + β ** κ—β

Αε-ερεύνησ^ς. Ή πρώτη τών λύσεων τούτων είναι πάντοτε θετική
-καί μικρότερα του δ* διότι τό κλάσμα, έφ' δ ό δ πολλαπλασιάζεται, είναι
μικρότερον της μονάδος" έπομένως ύπάρχει πάντοτε μεταξύ τών φωτει-
νών σημείων Α καί Β σημεΐόν τι έξ ί'σου φωτιζόμενον ύπ' αύτών- τό
σημεϊον τούτο είναι τό μέσον της ΑΒ, άν τά φώτα είναι 'ίσα τήν δύνα-
μιν, ήτοι άν είναι α=β· εί δέ μή, είναι πλησιέστερον πρός τό άσθε-
νέστερον* καί τω δντι, άν είναι α^>β, είναι καί 2α>α-|-β "καί. δια
τούτο τό κλάσμα, έφ' δ πολλαπλασιάζεται ό δ, είναι μεγαλήτερον του

α

ητοι του

2α ' 2 2

— , ώστε χ->—δ* &ν δέ είναι α<β, θά είναι καί
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καί τό αύτό κλάσμα θά είναι μικρότερον του _ώστε

2

θά είναι χ<__δ.

Δ

Ή δευτέρα λύσις ύπάρχει, μόνον οταν τά φώτα είναι άνισα τήν δύνα-
μιν* (διότι, άν ύποτεθή α=β, ή έξίσωσις, έξ ής έλήφθη, γίνεται αδ=Ο
καί ό άγνωστος δέν ορίζεται). Καί άν μέν υποτεθί} β^>α, ή λύσις είναι
αρνητική, ήτοι υπάρχει σημεϊον έξ ίσου φωτιζόμενον όπισθεν του Α' άν
δέ ύποτεθη α^>β, ή λύσις είναι θετική καί μεγαλητέρα του δ" διότι το
κλάσμα, έφ'ό ό δ πολλαπλασιάζεται, ύπερβαίνει τήν μονάδα" έπομένως
ύπάρχει τότε σημεϊον έξ ίσου φωτιζόμενον πέραν του Β" ώστε έν συν- j
όλο) ύπάρχει (πλην του μεταξύ τών δύο φώτων κειμένου σημείου) καί
δεύτερον σημεϊον έξ ί'σου φωτιζόμενον" κεϊται δέ καί τούτο πρός τό μέ-
ρος του άσθενεστέρου φωτός.

Έάν τά φώτα, άνισα όντα τήν δύναμιν, τείνωσι νά καταστώσιν ίσα,
ή δευτέρα λύσις δίδει τιμήν του χ έπί μάλλον καί μάλλον αύξανομ.έ-
νην καί δυναμένην νά ύπερβγί πάντα δοθέντα άριθμόν, τουτ' έ'στι τό
σημεϊον, τό έξ ίσου φωτιζόμενον, τό εκτός της ΑΒ υπάρχον, άπομα-
κρύνεται έπί μάλλον καί μάλλον άπό τών φωτεινών σημείων καί ή
άπόστασις αύτου άπό τούτων δύναται νά ύπερβή πασαν δοθεϊσαν άπό-
στασιν* άπέχει δέ άπ' αύτών τόσω περισσότεοον, οσω όλιγώτεοον δια-
φέρουσι τά φώτα άπ' άλλήλων.

Έάν τό έτερον τών φώτων, έστω τό Β, γίνηται έπί μάλλον καί μάλ-
λον άσθενέστερον, άμφότερα τά έξ ί'σου φωτιζόμενα σημεϊα πλησιάζου-
σιν έπί μάλλον καί μάλλον πρός τό σημεϊον τούτο Β. Διότι οσω μι-\
κρότερον γίνεται τό β, τόσω πλησιάζουσιν αί τιμαί του χ άμφότεραι
πρός τό δ.

Οροβλήματα προς ασκηοιν.

1) Τις άριθμός πρέπει νά άφαιοεθτί άπό δύο δοθέντων α καί β, ίνα
τα τετράγωνα αύτών γίνωσιν ίσα ;

(Απ. ô_L_(a-f-ô)· άλλ' έάν είναι α=β, πας άριθα,ός ποιεϊ τό προ-
Δ '

τεινομενον).

2) Δοθέντων δύο ορθογωνίων ζητείται νά έλαττωθώσιν- αί πλευρά"*
αύτών κατά τινα (την αύτήν πασαι) γραμμήν, ώστε νά γίνωσιν ί'σα τήν
επιφάνεια ν.
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(Έάν τά ορθογώνια είναι ίσοπερίμετρα άλλ' άνισα, τό πρύτεινόμενον
είναι άδύνατον έάν δέ είναι καί ί'σα, άόριστον).

3) Δοθέντων δύο τριγώνων, ζητείται νά έλαττωθώσιν αί τρεις πλευ-
ραΐ του πρώτου κατά τινα γραμμήν καί αί του δευτέρου κατ' άλλην,
ώστε νά γίνωσιν όμοια.

Τό πρόβλημα είναι ή άδύνατον ή άόριστον.

4) Δοθέντος ορθογωνίου νά έλαττωθώσιν αί πλευραί κατά τινα γραμ-
μήν, ώστε τό έμβαδόν του νά γίνη τό ήμισυ ή πρότερον.

(Άπ. Έάν αί πλευραί του ορθογωνίου εχωσι μήκη α, β, τό μήκος της

λ» ή < λ - Λ a. y « + Ν^+Τή
γραμμής, και) ην πρεπει να ελαττωοωσιν, είναι χ=——---L!_ I

5) Κλάσματος ύψουνται άμφότεροι οί όροι είς τό τετράγωνον χ,αΐ
προκύπτει νέον κλάσμα' ζητείται, τίς άριθμός πρέπει νά προστεθ*?) είς
έκάτερον τών ορων του νέου κλάσματος, ίνα γίνη ίσον τω άρχικώ.

6) Εύρειν άριθμόν, όστις έλαττούμενος κατά τήν τετοαγωνικήν ρίζαν
αύτου, γίνεται ί'σος τω 1406. (Άπ. 1444.)

7) 1320 δραχμαΐ διενεμήθησαν εις τινας άνθρώπους* άν οί άνθρωποι
ήσαν κατά ένα όλιγώτεροι, θά έλάμβανεν έκαστος 10 δραχμάς περισ-
σοτέρας* πόσοι ήσαν οί άνθρωποι; (Άπ. 12 )

8) Έπληοώθησαν 96 δραχμαΐ είς 14 έργάτας, άνδρας και γυναίκας*
έ'λαβε δέ έκαστος άνήρ τόσας δραχμάς, οσαι [ήσαν αί γυναίκες, καί
εκάστη γυνή τόσας δραχμάς, όσοι ήσαν οί άνδρες· πόσοι ήσαν οί άνδρες
καί πόσαι αί γυναίκες; (Άπ 6 καί 8.)

9) Εύρειν τούς τέσσαρας όρους άναλογίας γνωστού όντος, ότι ο λό-
γος αύτ*75ς είναι 2, τό άθροισμα τών ήγουμένων 20 καί τό άθροισμα τών
τετραγώνων τών τεσσάρων ορων 260.

10) Δύο έργάται όμου έργαζόμενοι έκτελοΰσιν έργον τι είς α ώρας'
άν όμως έκάτερος έξετέλει διαδοχικώς τό ήμισυ του έργου, θά έχοειά-
ζοντο β ώραι πρός άποπεράτωσιν αύτου. Ζητείται είς πόσας ώρας έκα-
στος ήθελεν έκτελέσει μόνος τό έργον.

11) Eôsetv δύο αριθμούς, γνωστών όντων του άθροίσματος αύτών και
τ*?ίς διαφοράς τών τετραγώνων αύτών.

12) Εύρεΐν δύο άριθμούς έχοντας άθροισμα 12, τό δέ τετράγωνον τοΰ
ένός νά όιαφερη του διπλασίου τετραγώνου του άλλου κατά μίαν μονάδα.

(Άπ. Έάν τό διπλάσιον του τετραγώνου είνα*. μεγαλήτερον, ή
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λύσις είναι 5 καί 7 ή — 29j*aÎ 41* έαν δέ μικρότερο ν, -ή λύσις είναι

— 12-^287 καί 24q=v/287.

13) Εύρεΐν αριθμόν, όστις ειτε δια 7, ειτε δια 9 διαιρεθγί, νά άφίν/j
ύπόλοιπον 3, τα δέ πηλίκα πολλαπλασιαζόμενα νά δίδωσι τόν αριθ-
μόν 28.

14) Τίς άριθμός άφαιρούμενος άπ' άμφοτέρων των παραγόντων γινο-
μένου δέν βλάπτει αύτό ; καί τίς έν γινομένω τριών παραγόντων έχει
τήν αύτήν ιδιότητα :

15) Λυσαι τό σύστημα

(χ-f Ψ) (χ2+Ψ2)=*
(χ-ψ) (χ2-Ψ2)=β·

16) Νά λυθ'?) ή έξίσωσις

Χ—5

χ-ΗνΓχ 6

17) Νά λυθ-îj τό έξης σύστημα

α β

χψ ψΖ

ζχ χψ

ε θ

ν.

ψζ ζχ
18) Πότε ή τιμή του κλάσματος

Α χ2 + Β χ + Γ'
Αχ2 + Βχ4-Γ

είναι ή αύτή διά πάσας τάς τιμάς του χ ;

Α' Β' Γ'

)·

'Απ. "Οταν είναι ^ Hg^ ρ.

19) Σφαίρα κοίλη έκ χυτού σιδήρου έχει βάρος α χιλιογράμμων*
τεθείσα δέ έν τώ υδατι έπιπλέει μένοντος του ήμίσεος αύτης έκτός
του ύδατος· νά εύρεθη ή άκτίς καί τό πάχος'αύτης.

20) Αμαξοστοιχία τις άπεμακρύνετο άπό τίνος φρουρίου κατ* ευ-
θείαν γοαμμήν μέ ταχύτητα 45 σταδίων καθ' ωραν, ότε οί έν αύτ·?}
ευρισκόμενοι, είδον τήν λάμψιν έκπυρσοκροτήσεως καί μετά 15" άκου-
σαν τον κρότον αύτης. Πόσον άπεΐχον άπό του φρουρίου την στιγμήν,

καθ' ήν είδον τήν λάμψιν; ('Απ. 4912-^- μέτρα ) .



21) Οί έν τη αύτη αμαξοστοιχία ευρισκόμενοι ηκουσαν δύο κανονιο-
βολισμούς έκ το.υ φρουρίου τόν ενα 5 πρώτα λεπτά μετά τόν άλλον.

ταχύτης της αμαξοστοιχίας */]το 10 στάδια καθ' ώραν. Ζητείται ό
μεταξύ τών δύο έκπυρσοκροτησεων μεσολαβησας χρόνος.

(Άπ. 4',57"—V
V 51/

22) Εϋρεΐν άπαντα τά ορθογώνια τρίγωνα, ών μία μεν εκ τών κα-
θέτων πλευρών είναι ΐοη με 12 μέτρα, ai δε λοιπαι δύο πλενραϊ αυτών
ούγκεινται εξ άκεραίοιν άριθμών μέτρων.

Έάν διά τών άριθμών χ, ψ, 12 παοασταθώσιν αί τρεις πλευραί ενός
τοιούτου τριγώνου (διά του χ η ύποτείνουσα), θά είναι

χ2—ψ2__χ22=144
* ^ (χ+Ψ) (χ-ψ)=ΐ44·

έξ ών βλέπομ.εν, οτι οί δύο άριθμοί χ-[-ψ καί χ—ψ είναι συζυγείς
διαιρέται του 144 (ητοι τοιούτοι, ώστε τό γινόμενον αύτών είναι ό 144)·
άρκεΐ λοιπόν νά εύρωμεν πάντας τούς διαιρέτας του 144 (ΐδέ θεωρ.
άριθμητικης έδ. 125), ΐνα λύσωμεν τό πρόβλημα* κατά τον τρόπον
τούτον είναι

χ —|— ψ = 144 72 48 36 24 18 16 12
χ-ψ= 1 2 3 4 6 8 9 12

*·_ ρ;

Τέλος παραθέτομεν καί τό 'έπόμενον πρόβλημα έκ της απροσδιορί-
στου άναλύσεως του δευτέρου βαθμού.

23) ΕύρεΤν τάς άκεραίας λύσεις της έξισώσεως

χ2 + ψ2=ω2> ^ (!)

Έάν ο», άκέραιοι άριθμοί, οί λύσιν τινχ της έξισώσεως ταύτης απο-
τελούντες, έχωσι κοινόν τινα διαιρέτην δ, καί τά πηλίκα αύτών, διαιρου-
μένων διά δ, έπαληθεύουσι την αύτην έξίσωσιν* άοκεϊ λοιπόν νά εύοε-
θώσιν αί άκέραιαι λύσεις, ών οί άριθμοί είναι πρώτοι πρός αλλήλους.

Έάν τρεις άριθμοί χ, ψ, ω, πρώτοι όντες πρός αλλήλους, έπαλη-
θεύωσι την έξίσωσιν, εις έκ τών χ καί ψ είναι άρτιος, οί δέ δύο άλλοι
είναι περιττοί (οτι καί οί τρεις δέν δύνανται νά είναι περιττοί, είναι φανε-
ρόν)* διότι, άν ^σαν δύο άρτιοι καί τό τετράγωνον του τρίτου θά ητο
άρτιον* άρα καί 6 τρίτος άρτιος* καί θά είχον οί τρεις κοινόν διαιρέτην
τόν 2' άλλ' 6 ω πρέπει νά είναι περιττός* διότι, άν ητο άρτιος, το

20 15 13
16 9 5



τετράγωνον αύτου ω2, ή χ2 + ψ2> θά διηρειτο διά 4* το άθροισμα όμως
χ2_|_ψ2 τ&ν τετραγώνων δύο περιττών άριθμών χ καί ψ διαιρείται
μόνον διά 2 καί ούχί διά 4' διότι, άν ό εΐς είναι 2μ + 1 καί 6 άλλος
2v-j-l, τό άθροισμα τών τετραγώνων αύτών είναι

4(μ2 + ν2+μ-[-ν) + 2·
ώστε ό ω είναι περιττός.

Έστω άρτιος ό χ· καί άς τεθη χ=2χ'* τότε ή έξίσωσις γίνεται

4χ '2=ω2—ψ2. ,

ή χ'2-4-(ω+ψ)· 4"(ω_ψ)' (2) I

Οί δύο άκεραιοι-Î-(ω + ψ) και —- (ω—ψ) δέν δύνανται νά έχωσι j

1 2 λ

κ,οινον διαιρέτην* διότι, άν άριθμός τις πρώτος διγΐρει αυτούς, θά
δινίρει καί τό άθροισμα αύτών ω καί τήν , διαφοράν αύτών ψ καί τό
γινόμενον αύτών χ'2' έπομένως καί αύτόν τόν χ", ώστε θά είχον οί
τρεις χ, ψ, ω κοινόν διαιρέτην* όπερ έναντίον τνίς υποθέσεως.

'Επειδή δέ τό γινόμενον δύο άριθμών πρώτων πρός αλλήλους τότε
μόνον είναι τετράγωνον, όταν έκάτερος αύτών εΤνόα τετράγωνος, έπε-
ται, ότι πρέπει νά είναι

-1-(ω + ψ)=α2 καί4~(ω-ψ)=β2.

Έάν δέ

αί τιμαί αύται τεθώσιν είς τήν έξίσωσιν (2), προκύπτει
χ'=αβ* όθεν έπεται, ότι πασαι αί ζητούμεναι λύσεις περιέχονται
είς τούς τύπους

χ=2αβ

(3) ψ=κ2—β2 ένθα α καί β είναι

ω=α2-[-β2, τυχόντες άκέραιοι.

Ή άπλουστάτη τών λύσεων είναι ή (3, 4, 5) καί δίδεται ύπό τών -
τύπων (3), άν τεθγί α=2 καί β=1* μετ' αύτήν έρχονται αί έξης
(5, 12, 13), (8, 15, 17), (7, 24, 25).

Οί τήν έξίσωσιν (1) έπαληθεύοντες άριθμοί χ, ψ, ω μετρουσι τάς
πλευράς ορθογωνίου τριγώνου* ώστε διά τών προηγουμένων έλύθη καί
το επόμενον γεωμετρικόν πρόβλημα.

Ενρεϊν άπαντα τά ορθογώνια τρίγωνα, ών αϊ πλευραί είναι σύμμετρο*>
πρός τήν μονάδα τοΰ μήκους.
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Α') ΠΡΟΟΔΟΙ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑΙ

_y 216. Σειρά άοιθμων, ών έκαστος γίνεται έκ τοΰ προηγουμένου τ'/j

προσθήκν} ένός καί τοΰ αύτοΰ άριθμοΰ, λέγεται, οτι αποτελεί πρόο-
δον αριθμητικήν ή κατά διαφοράν' τοιοΰτοι είναι οί άριθμοί

5, 7, 9, 11, 13, 15,..

ών έκαστος γίνεται έκ τοΰ προηγουμένου τη προσθήκη τοΰ άριθμοΰ 2.

Τοιοΰτοι καί οί άριθμοί

19, 16, 13, 10, 7,..

ών έκαστος γίνεται έκ τοΰ προηγουμένου τή προσθήκη τοΰ άριθμοΰ —3.

Οί πρόοδον άποτελοΰντες άριθμοί λέγονται δροι της προόδου, ό δέ
άριθμός, οστίς προστιθέμενος είς εκαστον παράγει τόν έπόμενον, λέγε-
ται λόγος της προόδου.

Ή πρόοδος λέγεται αύξουσα, έάν οί όροι αύτης ποοβαίνωσιν αύξα-
νόμενοι* συμβαίνει δέ τοΰτο, οταν ό λόγος αύτης είναι θετικός άριθμός·
τοιαύτη ή πρόοδος 3, 7, 11, 15,.. Φθίνουσα δέ λέγεται η πρόοδος, έάν
οι οροί αύτης προβαίνωσιν έλαττούμενοι* συμβαίνει δέ τοΰτο, όταν ό λό-
γος είναι άρνητικός άριθμός· τοιαύτη η πρόοδος 21, 16, 11, 6, .

Ευρεσις τοΰ ορου τοΰ κατέχοντος ώρίομένην τάξον

έν τ/} προόδω.

...../ 217. 'jΕν πάσγ] αριθμητική προόδω έκαστος δρος ίσουται τω πρώταο

αύξηθέντι κατα τό γινόμενον τοϋ λόγου επι τόν άριθμόν τών προη-
γουμένων αύτου δρων.

Διότι, άν παρασταθη διά τοΰ α ό πρώτος όρος καί διά τοΰ τ ό
vô; , διά δέ τοΰ ω ό λόγος, θά είναι

πρώτος ορος α

δεύτερος α-|-ω

τρίτος α-|-2ω

τέταρτος α-|-3ω

καί ούτω καθεξής.
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"Ωστε ό δρος τ, ό τήν vV τάξιν κατέχων καί του όποιου ποοηγουν - j

ται ν—1 άλλοι δροι, θα είναι

τ==α + (ν—1)ω (1)

Έφαρ μ.ογα.£-

1) Ευρεϊν τόν 50όν δρον της προόδου

3, 9, 15, 21... λόγος 6.

'Επειδή του δρου τούτου προηγούνται 49 άλλοι, ισούται τω
3 + 49.6, ητοι τω 297.

2) Εύρεϊν τόν 23ον δρον της φθινούσης προόδου

500 485 470... λόγος —15.

'Επειδή προηγούνται "αύτου 22 δροι, θα είναι ί'σος τω
500 + 22(—15), ήτοι 170.

"Αθροιομα τών δρων αριθμητικής προόδου

218. Έν πάση αριθμητική προόδω τό άθροισμα δυο δρων εξ ίσον
απεχόντων από τών άκρων είναι ίσον τω άθροίσματι τών άκρων.

"Ας άποτελώσιν οί αριθμοί

α, β, γ,... ρ, σ, τ
άριθμητικήν πρόοδον* εστω δέ λόγος της προόδου ό ω* τότε είναι

β=α —J—ω καί τ=σ ω

η καί σ==τ—ω,

δθεν καί . β-|-σ=τ:α -f- r.

'Επειδή δέ καί οί άριθμοί β, γ. . . .ρ, σ

άποτελουσιν άριθμητικήν πρόοδον, επεται β-}-σ=γ-{-ρ·
δθεν α 4- τ=β -f- σ=γ -{- ρ.

'Ομοίως γίνεται ή άπόδειξις καί διά πάντας τους έξ Γσου άπέχον-
τας άπό τών άκρων δρους.

Ύποθέσωμεν vîiv, ότι ζητείται τό άθροισμα τών δρων της προόδου·
α β γ. ρ σ τ,

ων τό πλήθος είναι ν.

Έάν παραστήσωμεν διά του Κ τό ζητούμενος άθροισμα,
θά είναι Κ=α + β-|-γ-}- . . . +? + σ-|-τ

ωσαύτως Κ=τ+σ-}-ρ + ... +γ + β + α'

διότι οί αύτοί δροι έγράφησαν κατ' άντίστροφον τάξιν.

Εκ τούτου επεται

2Κ=(α + τ) + (β + σ)+(γ + ρ) + . . . + (ρ + γ) + (σ + β) + (τ + α)_
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καί επειδή κατά τήν προηγουμένως άποδειχθεισαν ιδιότητα-τά Ivtoc
τών παρενθέσεων άθροίσματα είναι πάντα ί'σα άλληλοις, είναι δέ τό
πλήθος τών άθροισμάτων τούτων ν (όσον καί τό πλήθος τών όρων της
ποοόδου), έπεται

2Κ=(α + τ)ν,

έξοδχαΐ (2)

τουτ' έ'στι

Τό άθροισμα τών δρων πάσης αριθμητικής προόδου ευρίσκεται, εάν
πολλαπλασιασθώ} ό τό πλήθος αυτών εκφράζων άριθμός επι τό ήμιά-
θροισμα τών άκρων δρων.

Έάν π. χ. ζητήται τό άθροισμα πάντων τών άκεραίων άριθμών
άπό του 1 μέχρι του 1000, θα είναι ν=1000, α—1 καί τ=1000,
άρα Κ=1001. 500=500500.

219. Δυνατόν νά δοθώσιν ό πρώτος δρος τής προόδου καί ό λόγος
αυτής καί τό πλήθος τών δρων, νά ζητήται δέ τό άθροισμα τών δρων*
τότε εύρίσκομεν κατά πρώτον τόν τελευταΐον δρον έκ του τύπου (1)
καί έπειτα έφαρμόζομεν τόν τύπον (2)

ΣΗΜ. Οί πέντε άριθμοί α, τ, ν, ω καί Κ, οίτινες θεωρούνται έν πάση
άριθμητική προόδω, συνδέονται πρός άλλήλους διά τών έξισώσεων

τ=α + (ν —1)ω, Κ= J ■

Εκ τούτου βλέπομεν, ότι, δοθέντων τών τοιών έξ αύτών, οΐ λοιποί
δύο πρέπει νά προσδιορίζωνται έκ τών δύο έξισώσεων, έν αις περιέχον-
ται ώς άγνωστοι.

'Επειδή

δέ έκ πέντε πραγμάτων δυνάμεθα νά λάβωμεν τά δύο κατά
δέκα διαφόρους τρόπους, επεται ότι δύνανται νά ποοταθώσιν έπί τών
άριθμών τούτων δέκα διάφορα προβλήματα.

Προβλήματα προς αοκ^σεν·

1) Εύρειν τό άθοοισμα πάντων τών άκεοαίων άοιθμών άπό του 1 μέχρι

2) Εύρειν τό άθροισμα τών ν περιττών άριθμών άπό του 1 καί εφε-
ξ*?ίς κατά σειράν. (Άπ. ν2).

3) Εύρειν τό άθροισμα τών τετραγώνων τών άκεραίων άριθμών άπα
της μονάδος μέχ?1 ττου ν.

'Εάν εις τήν ταύτότητα (α+1)3=α3+3α2-| 3α+1
τεθή κατά σειράν α==1,2, 3,. . .ν, καί προστεθώσι κατά μέλη αί προ-
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κύπτουσαι ισότητες, ευρίσκεται η ίσότης

1)3=1s + 3(12+224-32+ · · , +ν*) + 3(1 +-2 + 3+ . . . + ν) + ν

1

*αί έπειδη είναι 1+2 + 3+ . . . + *(*+■!)»

^ ευρεθείσα ίσότης γίνεται

(ν+1)3=1+3(12+22+32+. . . + ν2) + -|-v(v-f-l)+v,

έξ vie 3(12 + 22+ · . . +ν2)=(ν + 1)3--§-ν(ν + 1)---1

ν(ν+1) (2ν+1)

καί 12-+22 + 32+ . . . + ν2— V ^ ' V ^ '

1. 2. 3.

4) Άποδεΐξα'ι, οτι εΤναι

.... 13-|-23+33+43 + . . . +ν3=(1 -J-2 + 3-[-4+ . . . ν)2. *

5) Θέλων τις νά άνορύξη φρέαρ, συνεφώνησε μετά τών εργατών ώς
έξης. Δια την πρώτην όργυιάν του βάθους νά πληρώση 5 δραχμάς, διά
την δευτέραν 10, διά την τρίτην 15' καί οΰτω καθεξής δι' έκάστην
έπομένην όργυιάν 5 δραχμάς περισσότερον. Τό ύδωρ ευρέθη είς βάθος
18 όογυιών. Πόσον θά πληοώση ; (Άπ. 855).

6) Δύο άριθμητικών προόδων δοθεισών, εύρεϊν τούς κοινούς αύτών δρους.

Άς ύποθέσωμεν, ότι έδόθησαν αί έξης πρόοδοι

10 13 16____λόγος 3

8 15 22____λόγος 7.

Ό τυχών δρος της πρώτης ό έχων την τάξιν τ είναι 10 + 3 (τ—1)'
ο δέ τυχών δρος της δευτέρας, ό έχων την τάξιν υ, θά είναι 8 —7 (υ — 1)'
οταν δέ οί δροι ούτοι είναι ίσοι, οί άκέραιοι τ καί υ συνδέονται διά της
ίσότητος 10 + 3(τ—1)=8 + 7(υ—1) 9, 3τ—7υ=—6.

Ή έξίσωσις αύτη έχει άκεραίας λύσεις άπείοουο τό πληθoc (εδ. 168)·
οιοονται οε αύται υπο των εξης τύπων

τ=—2 + 7ω υ=3ω*

έξ ών εύρίσκομεν ύποθέτοντες ω=1, 2. 3,. . .

"=5, 12, 19, 26, 33, 40____

υ=3, 6, 9, 12, 15, 18.... ·

Εκ τούτων βλέπομεν, ότι θά είναι ίσοι ό 5°? δρος της α ' καί ό
3/ β', ό 12°ί της α' καί ό 6°? της β', ό 19ο? τ9}ς χ' Kxi ό 9°? της
β', καί ουτω καθεξής.

Ομοίως εύρίσκομεν καί περισσοτέρων άριθμητικών προόδων τούς
κοινούς δρους.

7) Εύρειν τό άθροισμα πάντων τών άριθμών τών μικρότερων του
1000, οιτινες διαιρούνται διά του 7.
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-L 220. Σειρά αριθμών, ών έκαστος γίνεται έκ του προηγουμένου πολ-
λαπλασιασθέντος έπί ενα καί τόν αύτόν άριθμόν, λέγεται, ότι άποτε-
λεΐ πρόοδον γεωμετρικήν ή κατά πηλίκον τοιούτοι είναι οί άριθμοί

2 4 8 16 32 64...,
ών έκαστος γίνεται έκ τόυ προηγουμένου του πολλαπλασιασθέντος
έπί τόν άριθμόν 2.

Τοιούτοι καί οί άριθμοί

J_ _1__1__1_

.2 4 8 16 32
ών έκαστος' γίνεται έκ του προηγουμένου πολλαπλασιασθέντος έπί τόν

άριθμόν " .

Δ

Οί πρόοδον αποτελούντες άριθμοί λέγονται δροι της προόδου, ό δε
άριθμός, όστις πολλαπλασιάζων έκαστον δρον παράγει τόν έπόμενον,
λέγεται λόγος τνίς προόδου.

Ή πρόοδος είναι αύξουσα, έάν οί δροι αύτης προβαίνωσιν αύξανόμε-
νοι, όπερ συμβαίνει, οταν ό λόγος ύπερβαίνΥ) τήν μονάδα- φθίνουσα δέ,
εάν οί δροι προβαίνωσιν έλαττούμενοι, όπερ συμβαίνει οταν ό λόγος
είναι μικρότερος τνίς μονάδος.

του opou του κατέχοντος ώρ&σμ,ένην τάξιν
έν γεωμετρική προόδω.

J- 221. Έν πάογι γεωμετρική προόδω έκαστος δρος ισούται τω πρώτω
πολλαπλασιασθέντι επι δύναμιν τού λόγου Αχούσαν εκθέτην τόν άριθμόν
τών προηγουμένων ορων.

Διότι, άν παρασταθγί διά του α ό πρώτος δρος γεωμετρικής προόδου
καί διά του τ ό νός , διά δέ του ω ό λόγος, θά είναι
πρώτος δρος α

δεύτερος αω

τρίτος αω2

τέταρτος αω3

καί ούτω καθεξής.

"Ωστε ό δρος τ ό τήν νήν τάξιν κατέχων καί τοΰ οποίου προηγούν-
ται ν—1 άλλοι δροι, θά είναι

(1) τ=α.ων—1

(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 13
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Έφανομ.ογ«£.

Ευρεϊν τόν 20™ δρον τ;?5ς προόδου

1 2 4 8 16... λόγος 2.
'Επειδή του εικοστού δρου. προηγούνται 19 άλλοι, ό δρος ούτος
ίσοϋται τω 1. (2)19, ήτοι τω 524288.
Ευρεϊν τόν 30;'ν .δρον της προόδου

1 ι 1 1 1

λογος-

2 4 8 16 ' 2

'Επειδή προηγούνται αύτου 29 όροι, θά είναι ι'σος τω

1 ( 1 \29 >1 ~ 1 - 1
1. —— , ήτοι τω

2 ; ' 2a9 536870912 *

'Άθροισμα τών όρων γεωμετρικής προόδου.

222. 'Ας άποτελώσιν οί άριθμοί

α β γ... ρ σ τ
γεωμετοικήν πρόοδον και άς παρασταθ*?5 τό άθροισμα αύτών διά του Κ,
ήτοι έστω Κ=α + β + γ + . . . -f ρ + σ + τ. (α)

'Εάν πολλαπλασιάσωμεν άμφοτέρους τους ίσους άριθμούς έπί τόν
λόγον της προόδου, εύρισκομεν

Κω=αω-|-βω-{-γω-{- . . . -j-ρω-f-σω-j-τω.
'Επειδή δέ είναι αω=β, βω=γ... ρω=σ, σω=τ, η δευτέρα ίσό-
της δύναται νά γραφγί καί ώς έξης

Κω=β-}-γ-|- . . .--j— f. —f— —f— τ-f- τω.
Εάν δέ άπό τών δύο ίσων άφχιρέσωμεν τά Γσα (α), εύρισκομεν
Κω—Κ=τω—α

ή Κ(ω—1)=τω—α (β>

καί, άν ό ω διαφέρη της μονάδος 1,

- (2)

ω — 1

τουτέστι' τό άθροισμα τών δρων πάσης γεωμετρικής προόδου ευρίσκε-
ται, Άν ό τελευταίος πολλαπλασιαστή επί τόν λόγον και άπό του γινο-
μένου άφαιρεθη ό πρώτος δρος, τό δε ΰπόλοιπον δίαιρε&η διά του λό-
γου ήλαττωμένου κατά μονάδα.

Επειδή ό τύπος (2) γράφεται και ώς έξης

- (2")

ω—1

συναγομεν, ότι τό άθροισμα τών δρων της γεωμετρικής προόδου ίσου-
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ται τω τελευταίω δρω ηύξημένφ κατά τό πηλίκον, όπερ εύρίσκομεν
διαιρουντες την διαφοράν τών άκρων διά της διαφοράς του λόγου άπό
της μονάδος.

'Εάν ο λόγος της προόδου είναι ισος τγ| μονάδι 1, η έξίσωσις (β) δεν
δίδει το άθροισμα Κ* διότι γίνεται 0=0' άλλά τότε το άθροισμα Κ
εύρίσκεται άμέσως έκ της προόδου* διότι πάντες οί οοοι είναι ί'σοι* ώστε
άν το πλήθος αύτών είναι V, θά είναι Κ=ν.α.

Δυνατόν νά δοθώσιν, ό πρώτος δρος της γεωμετρικής προόδου καί ό
λόγος αύτης καί τό πλήθος τών δρων, νά ζητηται δέ τό άθροισμα τών
δρων τότε εύρίσκομεν πρώτον τόν τελευταΐον δρον έκ του τύπου (1)
καί έπειτα έφαρμόζομεν τόν τύπον (2), ότε εύρίσκομεν εύκόλως

α(ων 1)

. Κ ω ι ·

ΣΗΜ. Τόν τύπον τούτον δυνάμεθα και άλλως να εΰρωμεν τφόντι
κατά τά δεδομένα οί προσθετέοι δροι είναι

α-|-αω-|-αω2-|- . . -}~αων—1
% . α(1 + ω-+ ω2+ . . +ων~1),

άλλά τό έν τγ παρενθέσει άθροισμα εύρίσκεται ώς πηλίκον της διαιρέσεως

ων—1
ω—1

έντευθεν επεται, ότι .τό άθροισμα ισούται τω

α(ων — 1)
ω—1 '

Οεωρήμ.χτ% περί τών φθε,νουσών γεωμετρεχών προόδων,
αετενες εχουοεν άπεερον πλήθος ορων (θετικών)

223. 'Εάν εκ τών άπειρων το πλήθος δρων της φθινονσης γεωμε-
τρικής προόδου

α αω αω2 αω3... (ω<^1)

ληφθώσιν οσοιδήποτε (εί'τε κατά σειράν ειτε καί μη), το άθροισμα τών
ληφθέντων είναι πάντοτε μικρότερον αριθμοί) τίνος.

"Ας ληφθώσιν όσοιδηποτε δροι .καί έκ τών ληφθέντων έστω ό την
μεγίστην τάξιν κατέχων ό αωμ* τότε πάντες οί ληφθέντες εύρίσκον-
ται μεταξύ τών δρων α αω αω2 αω3.... αω^

καί έπομένως τό άθροισμα αύτών δέν ύπερβαίνει τό έξης

α-|- αω-|-αω2-|-αω3-}- . . -f"

αω

ρ-
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τούτο δέ, έάν δια του τ παρασταθεί ό τελευταίος δρος, είναι

τω—α ,λ α—τω α τω

-——. η -j- ή ζ--1----------'

ω—1 1 — ω 1—ω 1—ω

άλλά καί τοΰτο είναι μικρότερον του άριθμου - ώστε, όσουσδή-

ποτε δοους της φθινούσης γεωμετρικής προόδου καί άν προσθέσωμεν,

, α

πάντοτε εύρίσκομεν άθροισμα μικρότερον του αριθμού ---—.

224. Δοθέντος άριθμοΰ όσονδήποτε μικρού, ευρίσκεται δρος τής
φθινούσης γεωμετρικής προόδου μικρότερος αϋτοΰ (ώς καί πάντες οί
επόμενοι).

"Εστω ό δοθείς άριθμός ε' άν πάντες οί δροι τής προόδου ήσαν μεγα-
λητεροι του ε, θά ήτο δυνατόν, λαμβάνοντες ικανούς τό πλήθος καί
προσθέτοντες, νά εύρωμεν άθροισμα ύπερβαϊνον πάντα αριθμόν διότι
καί ό ε πολλάκις έπαναλαμβανόμενος γίνεται μείζων παντός άριθμου*
άλλά τοΰτο δέν συμβαίνει* έπομένως υπάρχει τις δρος μικρότερος του
δοθέντος άριθμοΰ καί πάντες δέ οί έπόμενοι αύτοΰ είναι ωσαύτως μι-
κρότεροι τοΰ δοθέντος άριθμοΰ.

225. Εαν λαμβάνω μεν τους δρους τής φθινούσης προόδου κατά
σειράν άπ' άρχής και προσθέτωμεν, οσον περισσοτέρους δρους λαμβά-

■ - α

νομεν, τόσον προσεγγίζομεν είς τόν άριθμόν —--' καί, δοθέντος άριθ-

1 — ω

μον όσονδήποτε μικρού, δυνάμεθα νά λάβωμεν τόσους δρους τής

προόδου, ώστε τό άθροισμα τών ληφθέντων νά διαφέργι τοΰ —-

1— ω

διαφοράν μικροτέραν τον δοθέντος άριθμοΰ.

Και όντως, τό άθροισμα τών ν πρώτων δρων τής φθινούσης προόδου

<* β γ.._... τ (άν ό λόγος αύτης παρασταθή διά τοΰ ω)

τ α ωτ
είναι —---

1—ω 1 — ω

καί διαφέρει άπό τοΰ άριθμοΰ * κατά ω? ά/λ' ή διαφορά αύτη

1—ω . 1 —ω Γ

είναι γινόμενον δύο παραγόντων, ών ό μέν εις —μένει αμετάβλητος,

1 — ω

ο δέ^έτερος είναι ό τελευταίος δρος τοΰ άθροίσματος, όστις κατά τά
άποό'ειχθέντα γίνεται μικρότερος παντός δοθέντος άριθμοΰ* έπομένως
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καί το γινόμενον αύτου έπί τόν άριθμόν —, τουτ' έστιν ή θεωοου-

1 — ω 1

μένη διαφορά, γίνεται μικρότερον παντός δοθέντος άριθμου.

Τήν ιδιότητα ταύτην της φθινούσης γεωμετρικής προόδου έκφρά-
ζομεν συντόμως λέγοντες, ότι τό άθροισμα πάντων τών όρων αυτής

αποτελεί τόν άοιθμόν --—,

1—ω

ήτοι τόν πρώτον δρον διαιρεθέντα διά της μονάδος ήλαττωμένης κατά
τόν λόγον.

Έφαρμ-ογαΰ

1) Τό άθοοισιχα πάντων τών όοων Tvjc ποοόδου

/ ν t ^ k

1+ 1 + 1 + 1 ι , ...

~ 2 4 ^ 8 Τ 16 Τ 32 '

. - 1 ■* / -- , - , ·
-— " ~ ι»

1 ητοι τω 2.

2

2) Τό άθροισμα τών όρων ττίς προόδου
1.11.

είναι

Α Α2 1 Α3

1

Α>1

Α—1

3) ΕύρεΤν τό άθροισμα πασών τών άκεραίων καί θετικών δυνάμεων

α

του κλάσματος ——- (β^>α)

2 '

«τοι τό «θροιηια - +-.... ('Απ.

4) Παν άπλουν περιοδικόν κλάσμα δύναται νά έκληφθ^ ώς άθροισμα
των όρων γεωμετρικής προόδου" διότι έστω τό κλάσμα

0,52525252......

_ 7 52 52 52

τούτο είναι --1-——-Η---h ....

100 ^ 1002^ 1003^

καί τό άθροισμα πάντων τούτων τών κλασμάτων είναι κατά τά προηγούμενα

52

100 ,, 52

ητοι

1 — JL 99

100

όπερ καί έκ της άριθμητικης είναι γνωστόν.

5) Είς δοθέν τετράγωνον έγγράφομεν άλλο τετράγωνον συνάπτοντες
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τα μέσα τών πλευρών αύτου* εις τούτο πάλιν άλλο* καί ούτω καθεξής
είς άπειρον* ζητείται το άθροισμα πάντων τούτων τών τετραγώνων.
(Άπ. 2α2, ένθα α δήλοι τήν πλευράν του δοθέντος τετραγώνου)
6) Άνθρωπος τις διέταξεν έν τγί διαθήκη του νά μερισθη ή περιου-
σία αύτου είς τούς τρεις υίούς του ώς έξης* ό μέν πρωτότοκος νά λάβη

, ό δέ δεύτερος τό —καί ό τελευταίος τό —g— της περιουσίας*

δέν έσυλλογίσθη όμως, ότι τά τρία ταύτα μέρη (τό ήμισυ καί τό τέ-
ταρτον καί τό πέμπτον) δέν συναποτελουσι τήν όλην περιουσίαν, άλλά

μόνον τά ^ αυτής* πώς πρέπει νά γίνη ή διανομή, ίνα οσον τό
20

δυνατόν πραγματωθη ή θέλησις του ^ιαθετου ;

Λνοις. Άφου δοθη τό ήμισυ της περιουσίας είς τόν πρώτον καί τό
τέταρτον αύτης είς τόν δεύτερον καί τό πέμπτον αύτ*75ς είς τόν τρίτον,

θά μείνη τό της περιουσίας* τούτο δέ, ώς πατρική περιουσία, Οά

ών

διανεμηθη πάλιν κατά τόν αύτόν τρόπον καί τό νέον περίσσευμα ^ ~

θά διανεμηθώ πάλιν ομοίως, καί ούτω καθεξής έπ* άπειρον.
Ούτως εύρίσκομεν, ότι τά τρία μερίδια είναι

3

1 ι 1 1 , 1 Ι Π γ. ι (
2 1 2 ' 20 1 2 ' <20 Η 2 1

+ >/

ητοι

10

20 ; 1 19

4 ( 20 ) + 4 (20)"

+ »

ητοι

5

4 1 4 ' 20 1 4 Λ 20 /' 4 V 20 y V 39

1.1 1.1/1 Λ2 . 1 / 1 V , 4

-f-··· ητοι

5 \20y^ 5 \ 20 /

5 1 5 20 5 \ 20 / 6 \ 20 J ..... 19

7) Δύο κινητά Α καί Β κινούνται έπί μιας ευθείας καί άπέχουσι τήν
στιγμήν ταύτην άπ' αλλήλων άπόστασιν ί'σην τη α- ή κίνησις άμφοτέρων
γίνεται κατά τήν αύτήν φοράν ΑΒ, είναι δέ ή ταχύτης τ του Α με-
γαλύτερα της ταχύτητος τ ' του Β. Ζητείται, μετά πόσον χρόνον άπό
τ*/;ς παρούσης στιγμής τό Α θά φθάση τό Β.

Λυσις. Ινα τό Α φθάση τό Β, πρέπει πρώτον νά διανύση τό χωρίζον

νυν αύτά διάστημα α* καί πρός τούτο χρειάζεται χρόνον —^r- (διότι τ

είναι η ταχύτης του)" άλλ' έν τω χρόνω τούτω τό κινητόν Β θά προχω-
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ρ'όσγι κατά τό διάστημα —-τ ' (διότι τ ' είναι ή ταχύτης του)' ώστε μετά

r Χ e > ι Λ/ τ'

παρέλευσιν του χρόνου-ή άπόστασις τών δύο κινητών θα είναι α _·

τ " 'τ

«ανάγκη λοιπόν τό Α να διανύση καί τό διάστημα τοΰτο (ινα φθάση τό Β)·

α τ '

καί προς τούτο χρειαζεται δεύτερον χρονικόν διάστημα -.--.

τ ' τ

Έν τω δευτέοω τούτω χρονικώ διαστήματι τό κινητόν Β θά προχω-

α τ ' / τ ' \2
ρήσ'/j κατά την άπόστασιν -.- τ'* ήτοι α ί-j · τόση λοιπόν

θά είναι ή άπόστασις τών δύο κινητών είς τό τέλος του δευτέρου χρονι-
κού διαστήματος* άνάγκη άρα τό Α να διανύση καί τήν άπόστασιν ταύτην

Ύ ' ' * ' α ( τ' Α2

και προς τούτο χοειαςεται τρίτον χρονικον οιαστημα --j .

Έξακολουθουντες τοιουτοτρόπως, βλέπομεν, ότι ινα τό Α φθάση τό
Β, χρειάζεται άπειρα τό πλήθος χρονικά διαστήματα, τά έξης
α α / τ' \ α / τ ' \2 α / τ' \3
τ ' τ V τ / τ \ f / ' τ \ τ / ' ' '
πρέπει όμως έκ τούτου νά συμπεράνωμεν (*), ότι τό Α ούδέποτε
θά φθάση τό Β* διότι τά άπειροπληθη ταύτα χρονικά διαστήματα συν-
αποτελουσι χρονικόν τι διάστημα πεπερασμένον. Καί όντως τά χρο-
νικά ταύτα διαστήματα είναι δροι μιας φθινούσης γεωμετρικής προό-
δου* άρα τό σύνολον αυτών άποτελεΐ τόν χρόνον
α

--- ήτοι —°C—i- (παράβαλε έδ. 147),

1 -—--—
τ

«ίς τό τέλος του όποιου ή άπόστασις τών κινητών θά είναι 0.

8) Έάν τις δίπλασιάζη κατ' έ'τος τήν περιουσίαν του καί άρχίσγι
άπό 1 λεπτόν, πόσα λεπτά θά έχη μετά 40 έ'τη ;

(Άπ. 240 λεπτά,' ήτοι 10 995 116 277 δρ., 76).

(*) Ούτω συνεπέραινον οί àpyaïoi σοφισταί καί άπεδείκνυον, ότι ό ώκύπους Άχιλ-
λευς δεν ήδύνατο να φθάση την -/ελώνην, ουδε αν εν μόνον βημα 6πελείπετο αυτής.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Β'.

ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΙ

Ώς βάσιν της θεωρίας των λογαρίθμων λαμβάνομεν τήν έξης στοι-
χειώδη ιδιότητα του πολλαπλασιασμού.

• Τό γινόμενον δυο άριθμών θετικών και μεγαλητέρων τής μονάδος
εχει τόσα ψηφία ακέραια, δοα έχουσιν άμφότεροι οι παράγοντες, ή εν
όλιγώτερον.

Ή ίδιότης αυτή δύναται νά ύποτεθη γνωστή έκ της αριθμητικής,
άλλα χάριν ακριβείας άποδεικνύομεν αύτήν ένταυθα.

"Ας λάβωμεν ώς παράδειγμα δύο άριθμούς έχοντας ακέραια ψηφία ό
μεν εις 3, ό δέ άλλος 5. Ό μέν πρώτος θά είναι ίσος ή μεγαλήτερος τοΰ
100(=102J, άλλά μικρότερος του 1000(=103)' ό δέ δεύτερος θά
είναι ίσος ή μεγαλήτερος του 10000(=104), άλλά μικρότερος τοΰ
100000(=10δ)' άρα τό γινόμενον των θά είναι Γσον ή μεγαλήτερον
του γινομένου ΙΟ2 ΙΟ4 ήτοι του ΙΟ6, άλλά μικρότερον τοΰ γινομένου
ΙΟ3.ΙΟ5 ήτοι του ΙΟ8. Καί έπειδή τό γινόμενον τών δύο άριθμών είναι
Γσον ή μεγαλήτερον του ΙΟ6, θά εχγ) τούλάχιστον 7 ψηφία (οσα έχει
ό ΙΟ6)- άλλ' έπειδή πάλιν είναι μικρότερον του ΙΟ8, δέν δύναται νά
εχγ] 9 ψηφία (διότι ό ΙΟ8 είναι ό έλάχιστος έκ τών άριθμών τών
εχόντων 9 ψηφία), άρα θά .εχγ) ή 7 ψηφία ή 8.

'Ομοίως γίνεται ή άπόδειξις, οσαδήποτε ψηφία καί άνέχωσιν οί άριθμοί.

Όρ&σμιός.

226. Άριθμου άκεραίου καί θετικού λέγεται θέμα ό τό πλήθος τών
ψηφίων αύτου εκφράζων άριθμός κατά μονάδα ήλαττωμένος.

Παραδείγματος χάριν του άριθμου 5 θέμα είναι Ο, τοΰ άριθμου 37
θέμα είναι 1, του 3893 ό 3 καί του 73805 ό 4.

227. Παντός άριθμου θετικού καί μεγαλητέρου της μονάδος θέμα λέ-
γεται τό θέμα του άκεραίου μέρους αύτου.

Παραδείγματος χάριν του 3,55 θέμα είναι τά του 3 ήτοι Ο, καί τοΰ
18,7 θέμα είναι τό *του 18 ήτοι 1.

'Ιδιότητες τών θεμάτων.

228. Τό θέμα του γινομένου δύο άριθμών είναι ίσον με τό άθροισμα
τών θεμάτων τών παραγόντων, ή υπερβαίνει αύτό κατά μονάδα .
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Άς ύποθέσωμεν δύο αριθμούς έχοντας θέματα, ό μέν εις τό 3, ό δέ
άλλος τό 8* λέγω, ότι τό γινόμενον των θα έχη θέμα η τό 11 η τό 12.

Διότι 6 μέν πρώτος άριθμός έχει 4 ψηφία (άκέραικ), 6 δέ δεύτερος 9"
άρα τό γινόμενον των θά έχη ψηφία η 12 η 13 καί διά τούτο θά έ^η
θέμα η το 11 (άν έχη 12 ψηφία) η τό 12 (άν έχη 13 ψηφία).

ί]αρ*δε&γματα.
θεμ. (185)=2 Μ θεμ. (87)=1

_θεμ. (3974)=3 , θεμ. (542)=2

θεμ. γινομένου 735190=5 θεμ. γινομένου 47154=4

229. Το θέμα παντός αριθμόν αποτελεί τάς δεκάδας είς τό θέμα
της δεκάτης δννάμεως αντον.

"Εστω άριθμός τις α έχων θέμα 3* λέγω, ότι τό θέμα του α10 θά
έχη 3 δεκάδας, ητοι θά είναι εις έκ τών έξης άριθμών

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39.

Διότι τό θέμα του γινομένου α. α, ητοι του α2, θά είναι η 6 ^ 6-f-1,
δυνάμεθα λοιπόν νά γράψωμεν

θεμ. (a2)=6-f ε,, ένθα εΧ είναι $ Ο η 1.

Καί τό θέμα του γινομένου α2α, ^τοι του α3, θά είναι η 9 + ε] $
9-J-8! -j-1* δυνάμεθα λοιπόν νά γράψωμεν

θεμ. (α3)=9 + ε,-1-ε2, ένθα ε2 είναι η Ο η 1.

Καί τό θέμα του γινομένου α3.α, τΗοι του α4, θα είναι η 12 + 81-j-e2
η 12 +ε! -j- ε2 -f- 1 " δυνάμεθα λοιπόν νά γράψωμεν

θεμ. (α4)=12 + ε! + ε., + ε3, ένθα ε3 είναι η Ο η 1.

Έξακολουθουντες τοιουτοτρόπως βλέπομεν, ότι είναι
θεμ. (α10)-f- 3 10+^+ε2+... .+.ε9,
ενθα εκαστον τών ε1, ε2,...ε9 είναι η Ο η 1.

Έκ τούτου βλέπομεν, ότι τό θέμα του α10 δεν είναι μικρότερον του
- 30 ουδέ μεγαλητερον του 39' άρα θά είναι εις έκ τών άριθμών

30, 31, 32,......39

'Εκ τούτου συνάγεται τό έξης.

Έστω άριθμός τις θετικός καί μεγαλητερος της μονάδος, 6 α" έάν

ύψώσωμεν αύτόν κατά σειράν είς τάς δυνάμεις

χ1 α10 α100 α1000 α10000

έκάστη έκ τούτων είναι δεκάτη δύναμις της προηγουμένης αύτνί (έδ.71)'
έπομένως τό θέμα έκάστης έξ αύτών θά άποτελη τάς δεκάδας είς τό
θέμα της έπομένης.
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Παραδείγματος χάριν είναι θέμα του (11) =1

θέμα του II10 = 10

θέμα του II100 = 104

θέμα του II1000 = 1041.

Όριομ-ος τών Χογαρεθμ,ων.

230. Λογάρι&μος άριθμου τίνος α λέγεται ό άριθμός, όστις εχει
άκέραιον μέν μέρος το θέμα του α, δέκατα δέ έν συνόλω τό θέμα του
α10, εκατοστά δέ τό θέμα του α100, καί οΰτω καθεξής* τουτ' εστίν
ό άριθμός, όστις έχει έν συνόλω τόσας μονάδας εκάστης δεκαδικής
τάξεως, οσας έχει τό θέμα της ομωνύμου δυνάμεως του <κ.

Παραδείγματος χάριν ό λογάριθμος του 11

έχει 1 άκέραιον, ή είναι 1,. . . διότι θέμ. (11) =1

έχει 10 δέκατα, ήτοι είναι 1,0. . . διότι θέμ. (ίΐ10) =10

έχει 104 εκατοστά, ήτοι είναι 1,04... διότι θέμ (II100) =104

έχει 1041 χιλιοστά, ήτοι είναι 1,041 .. διότι θέμ. (II1000) ==1041

Ο λογάριθμος του α παρίσταται διά του συμβόλου" λογ α* είναι δέ
έντελώς ώρισμένος άριθμός, διότι πάντα τά ψηφία αύτου είναι ώρισμένα.

231. Της μονάδος 1 λογάρι&μος είναι το Ο, και τον 10 η μονάς.
'Επειδή πάσα δύναμις του 1 είναι πάντοτε 1 καί έχει διά τούτο

θέμα Ο, επεται, οτι ό λογάριθμος του 1 είναι Ο, ήτοι λογ 1=0.
Επειδή δέ πάλιν είναι θέμα του 10 =1
θέμα του ΙΟ10 =10
θέμα του ΙΟ100 =100

έπεται λογ 10=1,000. .... .=1,

Οαραδεεγματ»

Προς ευρεσιν των ψηφίων του λογαρίθμου δοθέντος άριθμου δέν είναι
ανάγκη νά ύπολογίσωμεν τάς δυνάμεις του άριθμου, άλλα μόνον τό
•πλήθος τών ψηφίων αυτών τούτο δέ είναι άπλούστερον, ώς δεικνύουσι

\ r , ^ 4

τα επόμενα παραόειγματα. (Οι έν παοενθέσει κλειόμενοι άριθμοί ση-
μαίνουσι πλήθος μηδενικών, ώς 11(2) σημαίνει 1100, 13(5) σημαίνει

1300000, κτλ.).

Διά τόν άριθμόν 2 παρατηρουμεν, οτι είναι 210=1024·
ω^τε 210 περιέχεται μεταξύ ΙΟ3 καί 11(2).
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Επομένως 220 — (210)2 περιέχεται μεταξύ ΙΟ6 καί 13(5)

240 =(2*0)2 , , 1012 , 17(1/1)

280 =(240)2 , , 1024 . 29(23)

2ιοο —28Ο_220 » » ιο«ο , 38(29)

Έξ ών βλέπομεν, ότι ή εκατοστή .δύναμις του 2 έχει 31 ψηφί
άρα είναι - λογ. 2=0,30. . .

Δια τον άριθμ,ον 3 παρατηρουμεν ωσαύτως, ότι

310 περιέχεται μεταξύ 59(3) καί 6(4)
320 » » 34(8) » 36(8)

340 » . » 11(18) » 13(18)
380 » » 12(37) » 17(37)

3100 » » 40(46) » 52(46)

ήτοι ή εκατοστή δύναμις του 3 έχει 48 ψηφία καί έπομένως ε?ναι

λογ. 3=0,47 . . .

Δια τον άριθμ.όν 7 παρατηρουμεν ομοίως, ότι

75 περιέχεται μεταξύ 168 2) καί 169(2)

ια·

ωστε

γιο
1 20
7 40

780
γ ιοο

28(7)

78(15)

60(32)

36(66)

28(83)

29(7)

85(15)

73(32)

54(66)

56(83)-

ώστε ή εκατοστή δύναμις του 7 έχει 85 ψηφία, καί έπομένως είναι

λογ. 7=0,84.

Έάν θέλωμεν περισσότερα ψηφία του λογαρίθμου, άνάγκη νά δια-
τηρωμεν έν τοϊς πολλαπλασιασμοϊς περισσότερα σημαντικά ψηφία.

Έάν π. χ. πρόκειται νά εύρεθή ό λογάριθμος του 2 μέχρι τών χι-
λιοστών, ύπολογίζομεν ώς έξης 210=1024

220 περιέχεται μεταξύ 1048(3) και 105(4)
240 » » 1099(9) » 111(10)
2 80 » » 1207(21) » 124(22)
2100 » » 1264(27) » 131(28)
2200 λ » 1597(57) » 172(58)
2400 » » 255(118) » 296(118)
2 800 » » 65(239) » 88(239)
2ΐοοο » » 10(300) » 16(300)'
ή χιλιοστή δύναμις του 2 έχει 302 ψηφία, καί διά τούτο είναι

λογ. 2= =0,301....
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'Ιδιότητες τών λογαρίθμων.

232. Οι λογάριθμοι έχουσι τήν έπομένην άρχικήν ιδιότητα.

e0 λογάριθμος τον γινομένον δύο άριθμών ίσουται τω αθροίσματι
τών λογαρίθμων τών άριθμών τούτων.

Τουτ' εστίν είναι λογ (αβ)=(λογ α) + (λογ β).

Πρός άπόδειξιν τούτου άς θεωρήσωμεν κατά πρώτον τά είς τούς λο-
γαρίθμους τούτους περιεχόμενα χιλιοστά* κατά τόν όρισμον έκαστος
τών τριών τούτων λογαρίθμων έχει τόσα χιλιοστά, οσας μονάδας έχει
τό θέμα της χιλιοστής δυνάμεως του άριθμου, ούτινος είναι λογάριθμος*
έπομένως είναι (έάν πρός συντομίαν τεθ*ρ τ=1000)

θεμ. (ατ)

ένθα έκαστος τών τριών άριθμών ε., η, θ, είναι μ.ικρότεριος. ένος χιλιοστού.

Άλλ' έπειδή είναι θεμ. (αβ)τ=θεμ. (ατβτ)=θεμ. (ar)-f θεμ. (βΤ)-|-ι
(ένθα ι= ή 0, ή 1), ή τελευταία ίσότης γίνεται

, Λν θεμ. (αΤ) θεμ. (βτ) ι

^ + 0 + 1000'
άθροίζοντες δέ τάς δύο πρώτας ισότητας κατά μέλη, λαμβάνομεν

λογ (α)+λογ(β)=θ£^(^ + Μΐ+ε+η.
ϊ ' Τνρ; 1000 ^ 1000 ^ '

Έ*

τούτων βλέπομεν, ότι, άν τό άθροισμα λογ α-}-λογ β διαφέρω
άπο του λογ (αβ), ή διαφορά θά είναι μικρότερα τών δύο χιλιοστών.

Ομοίως θεωρουντες τά είς τούς τρεις λογαρίθμους περιεχόμενα έκα-
τομμυριοστά, δυνάμεθα ν' άποδείξωμεν, ότι ή διαφορά τών αύτών
άριθμών είναι μικοοτέρα τών δύο έκατομμυριοστών.

Έπειδή δέ δυνάμεθα νάποδείξωμεν, ότι ή διαφορά τών παραβαλλο-
μένων άριθμών είναι μικοοτέρα δύο μονάδων οιασδήποτε δεκαδικής τά-
ξεως, συμπεραίνομεν, ότι οί άριθμοί ούτοι ούδεμίαν έχουσι διαφοράν,
ήτοι είναι 'ίσοι.

Η ίδιότης αύτη έκτείνεται έπί οσωνδήποτε παραγόντων.

Καί όντως είναι α.β.γ=(αβ).γ*

δθεν λογ (αβγ)=λογ (αβ) + λογ γ=λογ α + λογ β + λογ γ.
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"Ομοίως άποδεικνύεται καί έπί περισσοτέρων.

Κατά ταύτα είναι

λογ 100 =λογ 102=2
λογ 1000=λογ 103=3
καί γενικώς λογ 10°==ρ.

233. Έκ της αρχικής ταύτης ιδιότητος τών λογαρίθμων ορμώμενοι
δυνάμεθα νά έκτείνωμεν τον όρισμον τών λογαρίθμων έπί πάντων τών
θετικών άριθμών. Έάν τω οντι θελωμεν νά έχωσι πάντες οί θετικοί
αριθμοί λογάριθμον, νά διατηρηται δέ η άρχικη ίδιότης τών λογαρίθ-
μων, άνάγκη νά όρίσωμεν καταλλήλως τούς λογαρίθμους τών μικρότε-
ρων της. μονάδος άριθμών.

"Εστω α θετικός άριθμός καί μικρότερος της μονάδος- τότε είναι
άριθμός μεγαλητεοος της μονάδος· έχομεν

δέ κατά την παραδεδε^μέ-

νην γενικην ιδιότητα τών λογαρίθμων

/ ι \ 1 .
λογ ^α.— y =λογ α-|-λογ -=λογ 1=0,

5>· Τ Β>

ες ων επεται

τουτ* εστίν ό λογάριθμος παντός αριθμού α θετικού και μικροτέρον της
μονάδος είναι άνάγκη νά ορισθη ώς αντίθετος τώ λογαρίθμω τον άντι-

, Q - 1

οτρόφον αριθμόν -.

α

Κατά ταύτα είναι

λογΊΤ=-λογ ι0=_1
λογ 100=-2

234. Έκ της άρχικης ιδιότητος έπονται νυν αί έξης.
eO λογάριθμος τον πηλίκον δύο άριθμών ίσονται τη διαφορά τών
λογαρίθμων αντών.

Έστωσαν α καί β δύο άριθμοί (θετικοί) καί το πηλίκον αύτών

Γ

α

Τότε είναι β ■-τγ-. ρ=

- ■ Ρ
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όθεν . λογ β=λογ α

καί λογ α-λογ β.

Ό λογάριθμος πάσης δυνάμεως (σύμμετρον έχούσης έκθετην) ισού-
ται τω λογ αριθμώ της βάσεως πολλαττλασιασθέντι επί τον εκθέτη ν.
Ή βάσις υποτίθεται θετικός αριθμός καί ή δύναμις έπίσης.
"Εστω πρότερον 6 έκθετης μ ακέραιος καί θετικός· τότε ε?ναι
α.υ·=α.α.α.....α, όθεν καί

λογ. (α,α)=(λογ. α) + (λογ. α) + (λογ. α)+ +(λογ. α)=μ. (λογ. α).

μ t t

"Εστω δεύτερον ό έκθέτης κλασματικός και θετικός.

ϋ

Ή δύναμις α ν πολλαπλασιασθεϊσα ν φοράς έφ' έαυτην γίνεται αμ,
ώς έξης φαίνεται

ιχ α μ μ

ν ν ν 'ν μ..

α .α ____α = α = ar·

μ. μ μ

άοα είναι λογ α ν -f- λογ α ν -f-____-f~ λογ α ν =μ . λογ α

ΓΐΥ

ή ν λογνα /=μ λογ α

καί λογ(α ν . (λογ α).

"Εστω τέλος ό έκθέτης άρνητικός —φ.

Ή δύναμις α ° πολλαπλασιασθεϊσα έπί τήν α^ γίνεται 1

ήτοι ά~?.α?=1.

Έκ τούτου έ'πεται λογ (α ' )-f-λογ (α') = 0,

όθεν λογ (α ?) = — λογ (α*) =-—φ (λογ α).

Έκ τούτων συνάγεται, ότι εχομεν γενικώς
λογ (α*)=κ . λογ α,
οιουδήποτε οντος του συμμέτρου άριθμου κ.

πορισμα α'. 'Ο λογάριθμος πάοης δυνάμεως τον 10 ισούται τω
εκθέτη αυτής.

Καί όντως είναι λογ (10κ)=κ.λογ 10=κ.

πορισμα β'. Ό λογάριθμος της τετραγωνικής ρίζης άριθμου ίσον-
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ται προς τό ήμισυ τον λογαρίθμου τον αριθμόν- καί γενικώς ο λογά-
ριθμος πάσης ρίζης είναι ίσος πρός τόν λογάριθμον τοϋ ϋπορρίζου ôiat-
ρεθέντα δια τον δείκτον τής ρίζης.

__/ J_\ 1

Καί όντως είναι, λογ \/ α = λογ \α2/ = —-.λογ α

L·!

ν — ( 1
καί λογ [/oc = λογ ν ) =-.λογ α.

235. Ώλήν τής μονάδος 1 ουδείς άλλος άριθμός εχει λογάριθμον
ίσον τω 0.

Ά ς ύποθέσωμεν, οτι άριθμου τίνος μεγαλυτέρου της μονάδος ό λο-
γάριθμος είναι Ο, έ'στω δέ ό άριθμός ούτος ό 1 —f- ε * τότε θά ήτο
λογ (1-J- ε)=Ο, λογ (1 + ε)2=2 λογ (l+e)=0, καί γενικώς

λογ (1 +ε)ν=0.

Άλλα δύναται νά εύρεθη δύναμις του 1+ε υπερβαίνουσα τον 10*
διότι είναι (1+ε)2>1+2ε,

άρα (1 + ε)3>(1+2ε)(1+ε)>1 + 3ε
καί γενικώς ( 1-|-ε)ρ^>1-f-pe"
έπομένως ή δύναμις (1-(-ε)? θά ύπερβαίνη τόν 10, άν είναι

9

1 + ρε^>10, ήτοι ρ~>-.

ε

Έπειδή δέ ή δύναμις ( 1 —f— ε)° ύπερβαίνει τόν 10, ό λογάριθμος αυ-
τής έχει άκέραιον μέρος, καί διά τοΰτο διαφέρει του 0' άρα καί ό λο-
γάριθμος τοΰ ( 1 —[— ε) διαφέρει τοΰ 0.

Ούδέ μικροτέρου της μονάδος άριθμου δύναται νά είναι ό λογάριθ-
μος 0" διότι άν ήτο

ρ<1 καί λογ ρ=0, θά ?)το καί λογ —=0

καί ό είναι μεγαλήτερος τής μονάδος' όπερ άδύνατον.
ο

ι

236. Αυξανομένου τοϋ άριθμόν αυξάνεται καί δ λογάριθμος αντοϋ
και ελαττουμενού ελαττοϋται.

Έστω α>£, ή

Ρ

επειδή ό άοιθμός — ύπεοβαίνει τήν μονάδα, ό λογάριθμος αύτου είναι
, β



διάφορος του 0 καί θετικός, ήτοι λογ

ή λογ α—λογ β>0, όθεν καί λογ α>λογ β.

Έκ τούτων επεται, ότι, άν οί λογάριθμοι δυο άριθμών είναι ïaoc,
και οι άριθμοί θά είναι ίσοι.

Παρατηρήοεςς περί τών λογαρίθμων.
237. Οί λογάριθμοι τών_μικροτερων της μονάδος αριθμών είναι αρ-
νητικοί. Άλλά τούς όλως άρνητικούς λογαρίθμους τρεπομεν συνήθως
είς άλλ ους, ών μόνον τό άκέραιον μέρος είναι άρνητικόν, τό δέ δεκα-
δικόν μέρος θετικόν.

Έστω ώς παράδειγμα ό όλως άρνητικός λογάριθμος

—2,54327 ήτοι = -2-0,54327/

έάν προσθέσωμεν είς αύτόν -j-I καί —1, όπερ δέν μεταβάλλει αύτόν,
λαμβάνομεν

—3 f 1—0,54327
καί άφαιοουντες τό δεκαδικόν μέρος άπό της θετικής μονάδος, εύρίσκομεν

—3+0,45673,
όπερ γράφεται ώς έξης 3,45673,

γράφομεν δηλαδή τό άρνητικόν σημεΐον υπεράνω του άκεραίου μέρους,
ίνα δείξωμεν, ότι μόνον αύτό είναι άρνητικόν.
Έ* τούτων συνάγεται ό έξνίς κανών*

"Ινα τρέψωμεν λογάριθμον όλως άρνητικόν είς άλλον, ούτινος μόνον
το άκέραιον μέρος νά είναι άρνητικόν, αύξάνομεν τό άκέραιον μέρος
αντον κατά μονάδα και γράφομεν τό σημεϊον — υπεράνω αύτου, μετά
ôk ταύτα άφαιρούμεν τό δεκαδικόν μέρος άπό τής μονάδος.

Ή δέ άφαίρετις τοΰ όεκαδικοϋ μέρους άπό της μονάδος γίνεται εύ-
κολωτατα, έσν τό τελευταΤον σημαντικόν ψηφίον αύτου άφαιρεθγ} άπο
του 10, τά δε λοιπά πάντα άπό τού 9.

Κατά τόν τρόπον τούτον οί άρνητικοί λογάριθμον

—4,5489087, —1,5009849, % —0,8895070

τρέπονται είς τούς έξ*?:ς

5,4510913, "2,4990151, Τ,1104930.

Έν τοις έπομένοις ύποθέτομεν τό δεκαδικόν μέρος των λογαρίθμων
πάντοτε θετικόν.

Το άκέραιον μέρος έκάστου λογαρίθμου καλείται χαρακτηριστικόν

αυτού
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238. Το χαρακτηριστικόν τον λογαρίθμον παντός δεκαδικον κλάσμα-
τος εχει τόοας άρνητικάς μονάδας, οσας μονάδας εχει ό αριθμός ô Εκ-
φράζων τήν τάξιν τον πρώτον σημαντικον ψηφιον μετά τήν νποδια-
Ότολήν.

"Εστω ώς παράδειγμα τό δεκαδικον κλάσμα

0,005498·

έάν πολλαπλασιασθώ έπί 1000 και διαιρεθγΐ διά του αύτου άριθμου,
δέν μεταβάλλεται ώστε γράφεται καί ώς έξης

5,498
1000

καί διά τούτο ό λογάριθμος αύτου είναι ϊσος τω

λογ (5,498) —3·

καί έπειδη ο λογάριθμος του άριθμητου έχει άκέραιον μέρος 0, επεται,
οτι του δοθέντος κλάσματος ό λογάριθμος θά έχη χαρακτηριστικόν 3.

239. Έάν άρν&μός πολλαπλασιαστή ή διαιρεθή διά 10, τό δεκαδι-
κον μέρος τον λογαρίθμον δεν αλλάσσει.
Καί δντως, άν είναι

λογ α = β·

θα είναι καί λογ (10α)=λογ 10-(-λογ α=β-}-1

καί λογ =λογ α—λογ 10=β—1,

τίτοι μόνον το άκέραιον μέρος μεταβάλλεται, ούχί δέ καί το δεκαδικον.

Κατά ταύτα, του λογαρίθμου του 2 δντος 0,30103
e  Ο λογάριθμος του 20 θά είναι 1,30103
c  Ο του 200 2,30103
r 0 του 2000 3,30103
C 0 του 20000 4,30103
καί ούτω καθεξής "
καί ό λογάριθμος του 0,2 θά είναι Τ30103
ό του 0,02 "2730103
Γ  Ο του 0,002 3,30103
ό του 0,0002 "4/30103
« Ο του 0,00002 "5730103

καί ούτω καθεξής.

Έκ του παραδείγματος τούτου βλέπομεν, ότι τό μεν δεκαδικον μέ-
ρος τον λογαρίθμον ορίζει μόνον τήν σειράν τών σημαντικών ψηφίων,
(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 14
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δι ών γράφεται δ άριθμός, τήν δε άξίαν έκαστου ορίζει τό χαρακτη-
ριστικόν.

240. Διά τών ιδιοτήτων τών λογαρίθμων δυνάμεθα νά άναγάγωμεν
τον πολλαπλασιασμό ν εις τήν πρόσθεσιν, τήν διαίρεσιν εις τήν άφαίρε-
σιν, την υψωσιν είς δυνάμεις είς πολλαπλασιασμόν, και τήν έξαγωγήν
τών ριζών είς διαίρεσιν άρκει νά έχωμεν πίνακα περιέχοντα τούς λο-
γαοίθμους τών άριθμών.

Καί όντως ποός εύρεσιν του γινομένου δύο ή περισσοτέρων άριθμών
ζητουμεν τούς λογαοίθμους τών παραγόντων έν τω πίνακι καί άθροίζο-
μεν αυτούς" τό άθροισμα θά είναι ό λογάριθμος τοϋ γινομένου* ζητουμεν
τόν νέον τούτον λογάριθμον έν τη στήλη τών λογαρίθμων καί λαμβάνομεν
τόν ποός αύτόν άντιστοιχοΰνταάριθμόν, όστις είναι τό ζητούμενον γινόμενον.

Πρός εύρεσιν του πηλίκου δύο άριθμών ζητουμεν έν τω πίνακι τούς λο-
γαρίθμους αύτών καί άφαιροΰμεν τόν λογάριθμον του διαιρέτου άπό τοΰ
λογαρίθμου του διαιοετέου" ή διαφορά θά είναι ό λογάριθμος του πηλίκου*
ζητουμεν τόν νέον τούτον λογάριθμον έν τή στήλη τών λογαρίθμων καί
ό προς αύτόν άντιστοιχών άριθμός θά είναι τό ζητούμενον πηλίκον.

"Ινα εΰοωμεν οιανδήποτε δύ ναμιν δοθέντος άριθμου, εύρίσκομεν τόν
λογάριθμον αύτου έκ του πίνακος καί πολλάπλασιάζομεν τοΰτον έπί
τόν έκθέτην της δυνάμεως* τό γινόμενον θά εΤναι ό λογάριθμος τής δυ-
νάμεως* ζητουμεν τό γινόμενον τούτο έν τοις λογαοίθμ.οις καί ό πρός
αύτό αντιστοιχών άριθμός είναι ή ζητουμένη δύναμις.

Τό αύτό δέ προφανώς έφαρμόζεται καί έπί τών ριζών" διότι αί ρίζαι
είναι δυνάμεις έχουσαι κλασματικούς έκθέτας.

Περί τών λογαριθμικών πινάκων.

Ινα· διά τών λογαρίθμων καταστήσωμεν άπλουστέοας τάς πράξεις,
ως ερρήθη, είναι άνάγκη νά έχωμεν πίνακα περιέχοντα τούς λογαρίθμους
τών αριθμών. Οί τοιοΰτοι πίνακες περιέχουσι τούς λογαρίθμους άκεραίων
μόνον άριθμών άπό της μονάδος καί έξης μέχρι τινός. Έπειδή δέ μόνον
τών συμμέτρους έκθέτας έχουσών δυνάμεων τοΰ 10 οί λογάριθμοι είναι σύμ-
μετροι άριθμοί (έδ. 234, πόρ Α'), αύται δέ πλήν τών έχουσών άκέραιον
έκθέτην είναι πασαι άσύμμετροι άριθμοί (έδ. (188), έπεται, ότι πλήν
τών άριθμών 1, 10, 100, 1000, κλπ., πάντων τών άλλων άκεραίων οί
λογάριθμοι είναι άσύμμετροι άριθμοί καί έχουσι διά τοΰτο άπειρα δεκαδικά
ψηφία μή περιοδικά. Οί λογαριθμικοί πίνακες περιέχουσι κατ' άνάγκηνέκά-
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στου λογαρίθμου τά δεκαδικά ψηφία μέχρι τινός (μέχρι τών έκατοντάκις
χιλιοστών οί του Λαλάνδου καί μέχρι τών δεκάκις έκατομμυριοστών
οί του Καλλέτου). Έκ τούτων βλέπομεν, ότι οί λογάριθμοι μδνον κατά
προσέγγισιν εύρέθησαν καί έγράφησαν είς τούς πίνακας, αρκεί δέ όμως ή
προσέγγισις αύτη είς τάς συνήθεις έφαρμογάς τών "λογαρίθμων.

Τά ακέραια μ.έρη τών λογαρίθμ.ων δεν έγράφησαν είς τούς πίνα-
κας ώς εύκολώτατα εύρισκόμ,ενα.

Ή δέ εύρεσις τών λογαρίθμων τών ακεραίων άριθμών δύναται μέν
νά γίντ, καί μόνον διά του πολλαπλασιασμού, ώς ό ορισμός αύτών ύπο-
δεικνύει, άλλ' αί ιδιότητες τών λογαρίθμων καί μάλιστα αί έν τη ανω-
τέρα μαθηματική θεωρούμεναι παρεχουσιν άλλους εύκολωτέρους τρόπους
ευρέσεως. Άλλ' έπειδη το έργον τούτο έγένετο ηδη, ολίγον ενδιαφέρει
ημάς è τρόπος, καθ' ôv έγένετο" παρατηρουμεν μόνον, ότι ένεκα της θε-
μελιώδους ιδιότητος τών λογαρίθμων οί λογάριθμοι τών μη πρώτων
άριθμών αποτελούνται έκ τών λογαρίθμων τών πρώτων παραγόντων
αύτών* ώστε άρκεΐ νά ύπολογισθώσιν οί λογάριθμοι μόνον τών πρώτων
άοιθμών

Αιάταξις τών πινάκων.

Αντη φαίνεται εκ τον επομένου πίνακος.

Ν 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
430 63347 357 367 377 387 397 407 417 428 438
1 448 458 468 478 488 498 508 518 528 538
2 548 558 568 579 589 599 609 619 629 639
3 649 659 669 679 689 699 709 719 729 739
4 749 759 769 779 789 799 809 819 829 839
5 849 859 869 879 889 899 909 919 929 939
6 949 959 969 979 988 998 *008 *018 *028 *038
7 64048 058 068 078 088 098 108 118 128 137
8 147 157 167 177 187 197 207 217 227 237
9 246 256 266 1276 286 296 306 316 326 335
440 345 355 365)375(385 395 404 414 424 . 434

Αί δεκάδες τών άριθμών είναι γεγραμμέναι έν τ*/) πρώτη στήλη, εις
την κορυφην της οποίας ύπάοχει το γράμμα Ν (Nombres), αί δέ μο-
νάδες αύτών είναι είς την αύτην όριζοντίαν σειράν μετά του Ν. Ό
δέ λογάριθμος έκάστου αριθμού εύρίσκεται έν τω τόπω, ένθα διασταυ-
ροΰνται αί δύο σειοαί, αί τάς μονάδας καί'τάς δεκάδας αύτοΰ εχουσαι



Έπειδή δέ πολλοί έφεξες λογάριθμοι έχουσι κοινά τά πρώτα ψνχρία,
γράφονται ταύτα άπαξ (έπί τών πενταψνιφίων λογαρίθμων τά δύο πρώτα,
επί δέ τών έπταψηφίων τά τρία πρώτα) καί νοούνται επαναλαμβανόμενα
τα αυτά, μέχρις ου άλλαχθώσι.

Κατά τόν τρόπον τούτον βλέπομεν, ότι είναι

λογ 4306=3,63407
λογ 4308=3,63428
λογ 4320=3,63548
λογ 4325=3,63599
λογ 4368=3,64028
λογ 4370=3,64048.

ΣΗΜ. Ό άστερίσκος, όστις έν τοις πενταψηφίοις πίναξιν ένιαχου
άπαντος, σημαίνει, οτι τά παραλειπόμενα πρώτα ψηφία ήλλαξαν καί
πρέπει νά λαμβάνωμεν τά άμέσως επόμενα τούτο έγένετο είς τόν
λογάριθμον του 4366.

Παρατηρητέον πρός τούτοις, ότι έν τγ) πρώτη σελίδι πεοιέχουσιν οί
πίνακες τούς λογαρίθμους τών μικρών άριθμών κατά σειράν τεταγμέ-
νους, οί μέν πενταψήφιοι πίνακες άπό του 1 μέχρι του 100, οί δέ έπταψή-
φ·.οι άπό τοΰ 1 μέχρι του 1200' καί τούτο, ΐνα ταχύτερον εύρίσκωνται
οί λογάριθμοι αύτών.

Χρήβις τών λογαμ6θμικών πινάχων.

Ή χρησις τών λογαριθμικών πινάκων άνάγεται είς τήν λύσιν τών
έπομένων δύο προβλημάτων.

1) Δοθέντος αριθμόν ενρεΐν τόν λογάριθμον αυτόν.
καί 2) Δοθέντος λογαρίθμου εύρειν τόν αντιστοιχούντα αριθμόν.

Τήν λύσιν τών προβλημάτων τούτων θά ποαγματευθώμεν νυν, ύπο-
θέτοντες, οτι έχομεν ύπ' όψει πενταψηφίους πίνακας.

Πρόβλημα jov.

Δοθέντος άριθμου εύοεΐν τόν λογάριθμ.ον αύτου.

Ή λύσις του προβλήματος τούτου περιλαμβάνει δύο μέρη.

α7). Εύρειν τό χαρακτηριστικόν τού ζητουμένου λογαρίθμου.

β7). Εύρειν τό δεκαδικόν μέρος αύτου.

Καί τό μέν χαρακτηριστικόν εύρίσκεται εύκολώτατα* διότι ό δοθείς
άριθμός ύποτίθεται γεγραμμένος ύπό τήν δεκαδικήν πάντοτε μορφήν.
Καί άν μέν ό άριθμός ύπερβαίνγ) τήν μονάδα, τό χαρακτηριστικόν του
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λογαρίθμου του εΐναι το θέμα του αριθμού (έδ. 230)' άν δέ είναι μικρό-
τερος της μονάδος, το χαρακτηριστικόν του λογαρίθμου του είναι άο-
νητικόν καί έχει τόσας μονάδας, οσας έχει ό άριθμός, όστις εκφράζει
την τάξιν του πρώτου σημαντικού ψηφίου μετά την ύποδιαστολην (238).
Παραδείγματος χάριν, άν ό άριθμ,ός είναι

58759, ό λογάριθμός του θά έχη χαρακτηριστικόν 4
άν είναι 587,59, » » » 2

άν είναι 5,8759, » » » 0

άν 0,058, » » » ~2

άν δέ 0,0008 » » »» 4

Είς δέ την εΰρεσιν του δεκαδικού μέρους του λογα;ίθμου πρώτον πα-
ραλείπομεν την ύποδιαστολην του άριθμου (έάν έχ-/)), ώττε καθιστώμεν
αύτον άκέραιον (τούτο δέ δέν βλάπτει το ζητούμενον δεκαδικόν μέ-
ρος, διότι πολλαπλασιάζει τον άριθμόν έπί 10 η 100 η 1000 κτλ.)
έπειτα διακοίνομεν δύο περιπτώσεις.

I7] ) Άν ό άριθμός δέν έχη περισσότερα τών τεσσάρων ψηφίων,
υπάρχει είς τούς πίνακας καί εύρίσκοντες αύτόν εύρίσκομεν αμέσως
καί το δεκαδικόν μέρος του λογαρίθμου του.

Ό λογάριθμος του 352 έχει χαρακτηριστικόν μέν 2, δεκαδικόν δέ
μέρος, εύρισκόμενον έκ τών πινάκων, έχει 54654 (τό αύτό, όπερ καί ό
άριθμος 3520)·

δθεν εΖναι λογ. 352=2,54654

Ό λογάριθμος του 58 έχει άκέραιον μέν μέρος 1, δεκαδικόν δέ (έκ
της πρώτης σελίδος άμέσως εύρισκόμενον $ καί έκ του άριθμου 5800)
έχει 76343,

δθεν είναι λογ. 58=1,76343.

Ό λογάριθμος του 5,401 έχει χαρακτηριστικών μέν 0, δεκαδικόν δέ
μέρος τό αύτό μέ τόν άριθμόν 5401, ητοι, ώς έκ τών πινάκων εύρίσκο-
μεν, τό 73247,

δθεν είναι λογ. 5,401=0,73247.

Ό λογάριθμος του 0,8035 έχει χαρακτηριστικών 1 καί δεκαδικόν

μέρος, οσον καί 6 του άριθμου 8035, ητοι τό 90499'
δθεν λογ. 0,8035 =Χ90499

ομοίως είναι λογ. 0,08035 = 2,90499.
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2*) Άν ό άριθμός έχη ψηφία περισσότερα των τεσσάρων, χωοίζομεν
τά τέσσαρα πρώτα δι' υποδιαστολής.

Έάν παοαδείγματος χάριν πρόκειται περί του άριθμου 85946, γράφο-
μεν 8594,6, όπερ ουδόλως μεταβάλλει τό δεκαδικόν μέρος τοϋ λογα-
ρίθμου έπειδ-ίι δέ ό άριθμός-8594,6 περιλαμβάνεται μεταξύ τών άκε-
ραίων 8594 καί 8595, επεται, οτι καί ό λογάριθμος αύτοϋ περιλαμ-
βάνεται μεταξύ τών λογαρίθμων τών άκεραίων τούτων*

είναι δέ λογ. 8594=3,93420

λογ. 8595=3,93425
ή διαφορά τών λογαρίθμων τούτων είναι 5 (μονάδες της τελευταίας
τάςεως), άλλά και ή διαφορά τών λογαρίθμων τών άριθμών 8595 καί
8596 είναι πάλιν 5 (καί ή αύτη διαφορά έπί πολύ διατηρείται), ώστε
δυνάμεθα να παραδεχθώμεν, ότι ή αϋξησις τών λογαρίθμων είναι άνά-
λογος τής αυξήσεως τών αριθμών, οτε σκεπτόμεθα ώς έξης.

Δι' αύξησιν μιας μονάδος άπό τοϋ άριθμοΰ 8594 είς τόν 8595 ηύ-
ξηθη ό λογάριθμος κατά 5 (έκατοντάκις χιλιοστά) δι' αύξησιν 0,6 άπό
του άριθμου 8594 είς τόν 8594,6 θέλει αύξηθή κατά 5X0,6 ήτοι 3.
"Ωστε πρέπει νά προσθέσωμεν 3 μονάδας τής τελευταίας τάξεως είς
τόν λογάριθμον του 8594, ίνα λάβωμεν τόν λογάριθμον τοΰ 8594,6,
όστις έπομένως είναι 3,93423* ό δέ λογάριθμος τοΰ δοθέντος άριθμοΰ
85946 είναι δια τούτο 4.93423.

Έάν ό δοθείς άριθμός ήτο 85,946, ό λογάριθμος θά ήτο 1,93423* άν
ό άριθμός ήτο 0,85946, ό λογάριθμος θά ήτο 1^93423.

"Εστω προσέτι ό άριθμός 5,87984" ό λογάριθμος αύτοΰ έχει χαρα-
κτηριστικόν 0. Πρός εύρεσιν τοΰ δεκαδικοΰ μέρους τοΰ λογαρίθμου
γοάφομεν 5879,84" έχομεν δέ

λογ 5879=3,76930

καί διαφοράν τών λογαρίθμων δύο έφεξης άκεραίων 8* ώστε άνάγκη
νά προσθέσωμεν 8χ0,84, ήτοι 7 δεκαδικάς μονάδας τής τελευταίας
τάξεως· όθεν

λογ. 5879,84=3,76937
καί λογ. 5,87984=0,76937.'

σ11μ. Ή διαφορά τών λογαρίθμων δύο εφεξής άκεραίων άριθμών δέν
μένει πάντοτε η αύτή, άλλ' έλαττοΰται, καθ' όσον αύξάνουσιν οί
αριθμοί" ώστε δέν άληθεύει οτι ή αύξησις τών λογαρίθμων είναι άνά-
λογος της αυξήσεως τών άριθμών.
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Επειδή όμως εκάστη διαφορά μένει συνήθως αμετάβλητος έπί πολ-
λούς αριθμούς, δυνάμεθα να συστήνωμεν κατά προσέγγισιν τήν άνα-
λογίαν, έφ' ης στηρίζεται ή προηγουμένη μέθοδος.

Πρόβλημ,α ^ον.

Δοθέντος λογαρίθμου, εύρεΐν τόν άντι,στοιχουντα άριθμόν.
Το πρόβλημα τούτο ύποδιαιρεϊται είς τά έξης δύο.
α'). Ευρεϊν τά ψηφία, δι3 ών κατά σειράν γράφεται δ αριθμός.
β'). ΣΓροσδιορίσαι τήν άξίαν εκάστου ψηφίου.

Εις την εύρεσιν τών ψηφίων του άριθμου διακοίνομεν δύο περιπτώσεις.
Ι7!) "Αν τό δεκαδικον μέρος του δοθέντος λογαρίθμου εύρίσκηται έν τω
πινάκι, θά ευρωμεν άπέναντι τά τέσσαρα ψηφία του ζητουμένου άριθμου
(ζητουμεν δ' αύτό πάντοτε μεταξύ τών λογαρίθμων τών τετραψήφιων
αριθμών), τήν δέ άξίαν έκάστου προσδιορίζει τό χαρακτηριστικόν.
"Εστω π. χ. ό λογάριθμος 3,59095.

Τό δεκαδικόν μέρος εύρισκεται έν τω πίνακι καί είναι του λογαρίθ-
μου του άριθμου 3899* έπειδή δέ χαρακτηριστικόν ό δοθείς λογάριθμος
έχει 3, ό ζητούμενος άριθμός πρέπει νά έχη τέσσαρα άκέραια ψηφία,
ώστε είναι άκριβώς ό 3899 ομοίως εύρισκεται, ότι'

Είς τον λογάριθμον 2,59095 άντιστοιχει ό άριθμός 0,03899
εις τόν λογάριθμον 1,59095 » ό » 0,3899

είς τόν » 0,59095 » ό » 3,899
είς τόν » 1,59095 » ό » 38,99
είς τόν » 2,59095 » ό » 389,9
είς τόν » 3,59095 » ό » 3899

είς τόν » 4,59095 » ό » 38990

καί ούτοι καθεξής.

2 α ) Άν τό δεκαδικόν μέρος του δοθέντος λογαρίθμου δέν ύπάρχη έν τω πίνακι, θά περιλαμβάνηται μεταξύ τών δεκαδικών μερών τών
λογαρίθμων δύο έφεξης άριθμών.

Έστω παραδείγματος χάριν ό λογάριθμος 1,95094' τό δεκαδικόν
μέρος 95094 ευρίσκεται μεταξύ τών λογαρίθμων τών άριθμών 8931
καί 8932' διαφέρουσι δέ οί λογάριθμοι τών άριθμών τούτων κατά 5
(μονάδας της τελευταίας τάξεως)' ώστε παραδεχόμενοι, ώς καί πριν,
ότι ή αύξησις τών λογαρίθμων είναι άνάλογος πρός τήν αύ'ξησιντών
άριθμών, θά σκεφθώμεν ώς έξης.
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"Αν 6 λογάριθμος του 8931, όστις είναι 3,95090, αύξηθγ} κατά 5 μο-
νάδας της τελευταίας τά;εως, ό άριθμος αυξάνεται κατά μίαν μονάδα,
άν δέ αύξηθί) ό λογάριθμος μόνον κατά 4 μονάδας τνίς κατωτάτης τά-

4

ξεως, ό άριθμός θά αύξηθ'/j κατά —— μιας μονάδος* ώστε ό άριθμός, τοί>

ο

οποίου ό λογάριθμος έχει δεκαδικόν μέρος τό 95094, θά είναι 8931,8,
η μάλλον 89318, διότι μόνον περί τ*?5ς διάδοχης των ψηφίων φροντί-
ζομεν, ή δέ άξια αύτών θά όρισθγί έκ του χαρακτηριστικού.

Έπειδή δέ χαρακτηριστικόν του δοθέντος λογαρίθμου είναι τό 1 d
άντιστοιχών άριθμός είναι 89,318.

Παοατηρητέον δέ, ότι ό ζητούμενος άριθμός προσδιορίζεται κατά
προσέγγισιν τόσω μεγαλητέραν, όσω τό χαρακτηριστικόν του λογαρίθ-
μου του είναι μικρότερον. Καί όντως, άν τό χαρακτηριστικόν είναι 1,
είναι άκριβη τά ψηφία του άριθμου μέχρι του τών έκατοντάκις χιλιο-
στών, άν δέ είναι 0, τά ψηφία του άριθμου είναι άκριβη μέχρι τών
μυριοστών, άν δέ 2, μόνον μέχρι τών έκατοστών, άν δέ 5, ορίζεται d
άριθμός μόνον μέχρι τών δεκάδων αί δέ μονάδες αύτου είναι άγνωστοι.

ΣΗΜ. Έάν δοθ-îj λογάριθμος όλως άρνητικός, τρέπομεν αύτόν etç
άλλον, του οποίου μόνον τό χαρακτηριστικόν νά είναι άρνητικόν (237).

Έφαρμογαί τών λογαιρέθμων.

Πολλαπλασιασμοί, διαιρέσεις, ϋψωσις εις δυνάμεις και εξαγωγή ριζών.

1) Νά εύρεθγί τό γινόμενον τών άριθμών

75,32 έπί 0,6508

Εύρίσκομεν λογ. 75,32=1,87691

λογ. 0,6508=1781345
άθροισμα λογαρίθμων= 1,69036=λογ. γινομένου.

Ό πρός τόν λογάριθμον 1,69036 αντιστοιχών άριθμός 49,019
είναι τό ζητούμενον γινόμενον κατά προσέγγισιν ένός χιλιοστού.

2) Νά εύοεθη τό πηλίκον του 853,54. διά του 195,817*
λογ. 853,54= 2,93122
λογ. 195,817=2,29185
διαφορά λογαρίθμων ή λογ. πηλίκου=0,63937

καί πηλίκον=4,3588
κατά προσέγγισιν ένός μυριοστου.
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3) Ν« εύρεθ·9) ή τριακοστή δύναμις του άριθμου 1,05, ήτοι ό άοιθ-
μός (1,05)30.

λογ 1,05=0,02119
έπί 30

γινόμενον 0,63570=λογ (1,05)30.

Έπειδη δέ ό άληθής λογάριθμος του 1,05 δύναται νά διαφέργ) του
έν τω πίνακι υπάρχοντος κατά ήμίσειαν μονάδα τν|ς τελευταίας τά-
ξεως, επεται, ότι 6 εύρεθείς λογάριθμος του (1,05)30 δύναται νά δια-
φέργ) του άληθους κατά 15 μονάδας της αύτης τάξεως έπομένως ό άλη-
θης λογάριθμος του (1,05)30 περιλαμβάνεται μεταξύ του 0,63555 καί
του 0,63585* άρα, ώς φαίνεται έκ τών πινάκων, ή ζητουμένη δύναμις
περιλαμβάνεται μεταξύ του 4,320 καί του 4,324* έκ τούτου επεται,
ότι ή ζητουμένη δύναμις είναι 4,322 κατά προσέγγισιν 2 χιλιοστών*
διαφέρει δηλαδη 6 άριθμός ούτος 4,322 άπό του ζητουμένου όλιγώτε-
ρον ^ 2 χιλιοστά.

4) Νά έξαχθγί η 7*) ρίζα του άριθμου 87594.

"Εχομεν λογ 87594=4,94247

, , 1
επι —

γινόμενον 0,70607*

1

και έπομένως (87594)7 =5,0824 κατά προσέγγισιν ένός μυριοστου.

5) Νά εύρεθ>5 του 120 ή δύναμις, ήτοι ό άριθμός (120)3
Έχομεν λογ 120=2,07918

έπ1 1
γινόμενον 1,38612

Α

δθεν (120)3 =24,329 κατά προσέγγισιν ένός χιλιοστού.

6) Νά έξαχθίΐ ή 5*1 ρίζα του άριθμου 0,854

•Ατοί νά εύρεθη 6 άριθμός (0,854) 5 .
Έκ τών πινάκων εύρισκομεν

λογ 0,854=1,93146

έπί ~τ

5

2

γινόμενον 1,98629 = λογ |/θ,854*
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5 -

όθεν 1/0,854=0,968925 κατά προσέγγισιν ενός εκατομμυριοστού.

ϊίαρατήρησις "Ινα διαιοέσωμεν τόν λογάριθμ,ον 1,93146 δια
τοΰ 5, γοάφομεν αύτόν ώς έξης 5 + 4.93146 και διαιροΰμεν εκαστον
των μερών χωριστά.

Μονώνυμα.

1) Νά εύρεθη ή παράστασις

' _ 5__Α Α

(l/ 28)3V53 ,, (28)2 . (53)5
8993 ' ητ°1 8993
Ό λογάριθμος αύτης ίσοΰται (234) τω λογαρίθμω του άοιθμητοΰ
έλαττωθέντι κατά τόν λογάριθμον του παρονομαστοΰ.

Άλλ' ό άριθμητης είναι γινόμενον δύο παραγόντων, έπομένως ό λο-
γάριθμος αύτοΰ ίσοΰται τω άθροίσματι τών λογαρίθμων τών παραγόν-
των (232).

Έπειδή δέ έκάτερος τών παραγόντων είναι δύναμις, ό λογάριθμος
αύτοΰ ίσοΰται τω λογαρίθμω τής βάσεως πολλαπλασιασθέντι έπι τόν
έκθέτην (234).

"Ώστε ό λογάριθμος τής δοθείσης παραστάσεως εΓναι

λογ 28 + ~ λογ 53—λογ 8993.
Διάταξις τών πράξεων.

λογ 28=1,44726 J- λογ 28=2,17074

λογ 53=1,72428 ^ λογ 53=0,34485

άθροισμα 2,51559
λογ 8993=3,95390 άφαιρειται 3,95390

ύπόλ. 2,56169

αντιστοιχών άριθμός είναι ό 0,03645, όστις διαφέρει τής δοθείσης παρα-
στάσεως όλιγώτερον τοΰ ένός έκατοντάκις χιλιοστοΰ.

2) Ύπολογ

ισαι την παοαστασιν

Α 1

3. (0,045)3 . (58)4
(0,318)5
ο λογάριθμος αύτης είναι ίσος τω

λογ 3 + |-λογ (0,045) + ^λογ 58—5.λογ (0,318).

' ■ " . \ ■ - _ ' /
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Αςάταξες τών πράξεων.

λογ 3= . 0,47712

λογ (0,045)=2765321 λογ (0,045)= 1710214

λογ 58= 1,76343 λογ 58= 0,44085

άθροισμα "Ô^Ô2ÔTî

λογ (0,318)=1,50243, 5 λογ (0,318) = 3751215

ύπόλοιπον 1^50796

καί άντιστοιχών άριθμός 322,1'

ούτος ίσουται τγ5 παραστάσει κατά προσέγγισιν ένός δεκάτου

ΣΗΜ. Πρός άφαίρεσιν του λογαρίθμου 3,51215 νοουμεν προστεθείσας
τρεις μονάδας είς τόν μειωτέον καί ξίς τόν άφαιρετέον, όπερ δέν βλάπτε'
τήν διαφοράν ή άφαιρουμεν έκαστον τών μερών χωριστά καί έφαρμόζο-
μεν τά περί τών άρνητικών άριθμών είρημένα

Τά παραδείγματα ταύτα άρκουσιν, ΐνα γίνη καταφανής ή άπο τών
λογαρίθμων ωφέλεια, διότι δι' αύτών έκτελουνται εύκολώτατα πράξεις,
αΐτινες άλλως θά ήσαν μακοόταται καί έπιπονώταται. Παρατηρητέον
δ' όμως, οτι έν εκάστη ύπολογισμω πρέπει νά έξακοιβώνηται ή έπιτευ-
χθεΤσα προσέγγισις· διότι, ώς έν τω 30.1 παραδείγματι έδείχθη, οταν ό αυτός
λογάριθμος πολλάκις έπαναλαμβάνηται ή οταν πολλοί λογάριθμοι λαμ-
βάνωνται, έπειδή έκαστος αύτών διαφέρει του άληθους, επαναλαμβάνε-
ται καί τό έν έκάστω ύπάρχον σφάλμα καί έπομένως ό έκ του συνδυα-
σμοί» αύτών προκύπτων λογάριθμος του ζητουμένου άριθμου δύναται
νά διαφέρη του αληθούς κατά πολλάς μονάδας της τελευταίας δεκα-
δικής τάξεως. Έν τοιαύτ·/) περιπτώσει καλήτερον είναι νάγίνηται χρή-
σις τών έπταψηφίων λογαρίθμων ώς μείζονα προσέγγισιν παρεχόντων.

Έπί παραστάσεων μή μονωνύμων έφαρμόζονται μετά δυσκολίας οί
λογάριθμοι- διότι έν γένει είναι άνάγκη νά ύπολογίζηται διά τών λογα-
ρίθμων έκαστος τών προσθετέων της παοαστάσεως (εκτός άν είναι δεδο-
μένος), ώστε ό υπολογισμός της ολης παραστάσεως άναλύεται είς πε-
ρισσοτέοους ύπολογισμούς μονωνύμων τούτο δέ καί τάς εργασίας πολ-
λαπλασιάζει καί τήν προσέγγισιν-βλάπτει. Διά τούτο ζητουμεν πάντοτε
να μετασχηματίζωμεν τήν διά τών λογαρίθμων ύπολογιστέαν παραστα-
σιν, άν είναι δυνατόν, είς μονώνυμον. Έάν παραδείγματος χάριν πρόκει-
ται νά ύπολογισθη ή ρίζα \/α2—β2, γράφομεν \/(α-[-β).(α—β), καί
έπειδή α καί β ύποτίθενται δεδομένα, εύρίσκομεν τούς παραγοντας
a-j-β καί α—β καί έπειτα έφαρμόζομεν τούς λογαρίΰμονς.
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Ilept άνατοχιομου.

Τόκος λέγεται το κέρδος, το όποιον άποφέρουσι δανεισθέντα χρήματα.

Έπιτόκιον λέγεται το κέρδος, όπερ άποφέρουσιν 100 δραχ. ε£ς εν ετος.

Τό δανεισθέν ποσόν λέγεται κεφάλαιον.

Ό τόκος είναι ανάλογος του κεφαλαίου καί του έπιτοκίου.

Ό τόκος είναι ή απλούς ή σύνθετος· καί απλούς μέν λέγεται, οταν
τό κεφάλαιον μέν/j τό αύτό καθ ολην την ^ιάρκειαν του δανείου" σύν-
θετος δέ, οταν είς τό τέλος εκάστης χρονικής μονάδος προστίθεται-είς
τό κεφάλαιον καί άποτελη τό κατά την έπομένην χρονικην μονάδα
τοκιζόμενον κεφάλαιον. "

Ή είς τό κεφάλαιον προσθηκη του τόκου, ητοι η κεφαλαιοποίησις
του τόκου, λέγεται ανατοκισμός· τό δέ έπί συνθέτω τόκω δανειζόμε-
νον ποσόν λέγεται, ότι άνατοκίζεται.

Πρόβλημα

241. Κεφάλαιον α δραχμών άνατοκιζόμενον κατ1 ëzoç, πόσον θά
γίνη μετά ν ετη, οταν μία δραχμή είς εν ετος φερη τόκον τ ;

Έπειδη μία δραχμή είς εν έτος φέρει τόκον τ, αί α δραχμ,αΐ φέρου-
σιν έν τω αύτφ χρόνω ατ· ώστε τό άρχικόν κεφάλαιον α είς τό τέλος
του πρώτου έτους θά γίνη α + ατ, $ α(1-|-τ)

Έκ του του βλέπομεν, ότι ή μετά εν ετος άξια κεφαλαίου οιουδήποτε
ευρίσκεται, èàv πολλαπλασιασθώ τοντο έπί (1-|-τ).

Κατά ταύτα, τό κεφάλαιον α, όπερ είς τό τέλος του πρώτου έτους
έγινεν α(1-|-τ), είς τό τέλος του δευτέρου θά γίνη α(1-}-τ) 1 + τ), ητοι
α(Ι-)-τ)2· (διότι διαρκουντος του δευτέρου έτους θεωρείται τό α(1-+-τ)
ώς κεφάλαιον), είς δέ τό τέλος του τρίτου, α(1-|-τ)3, καί γενικώς είς τό
τέλος του νοστοϋ θά γίν/j α(1+τ)ν· άν λοιπόν παοαστησωμεν την άξίαν
του δανείου είς τό τέλος τών ν έτών διά του Κ, θά έχωμεν την έξι-
σωσιν Κ=α(1 + τ)ν. (1)

Φανερόν δέ, ότι η αύτη προκύπτει έξίσωσις καί οταν δ ανατοκισμός
συμβαίνη ούχί κατ' έτος, άλλά κατ ί'σα χρονικά διαστήματα οιαδή-
ποτε, άρκει νά παρασταθ?} διά του τ ό τόκος τ^ς μιας δραχμής είς
εν των διαστημάτων καί διά του ν τό πλήθος τών διαστημάτων.

Εκ της έξισώσεως (1) δυνάμεθα νά προσδιορίσωμεν έν τών τεσσάρων
ποσών Κ, α, τ, ν, οταν τά λοιπά τρία είναι δεδομένα γίνεται δέ τούτο εύ-
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κολως δια των λογαρίθμων, διότι λαμβάνοντες τούς λογαρίθμους άμφο-
τέρων των Γσων εύρίσκομεν

λογ Κ=λογ α-f-v λογ (1-|-τ). (1

Έπειδή δέ δύναται νά είναι άγνωστον έν οιονδήποτε έκ τών τεσσάρων
Κ, α, ν, τ, επεται,οτι δύνανται νάπροταθώσι τέσσαρα διάφορα προβλήματα.
"Επονται παραδείγματα τοιούτων προβλημάτων.

1) Έδάνεισέ τις προ 12 ετών 1000 δραχμάς επι άνατοκιομφ προς
8°/0· πόσας εχει νά λάβη σήμερον ;

Έχομε ν ν = 12, α=10000, τ=0,08 όθεν ό τύπος (1') γίνεται
λογ Κ=λογ 10000+12. λογ (1,08)
λογ 10000=4
λογ (1,08)—0,03342 12 λογ (1,08)= 0,40104

λογ Κ=4,40104
καί Κ=25178

-κατά προσέγγισιν 3 μονάδων.

2) νΑν τις έδάνειζεν άπό τής ημέρας τής γεννήσεως τον Χρίστου
εν λεπτον επι ανατοκισμω προς 4°/0, πόσον θά εγίνετο τό δάνειον εις
τό τέλος τον έτους 1900 ;

Έχομεν ν=1900 τ=0,04 α=0,01 ■

οθεν ό τύπος (1) γίνεται

λογ Κ=λογ (0,01)4-1900 λογ (1,04)

λογ (0,01)= Τ

λογ (1,04)=0,01703. 1900 λογ (1,04)=32,35700

λογ Κ= 30,35700

ο άριθμός Κ τών δραχμών, αιτινες παριστώσι τήν άξίαν του δανείου μετά
1900 έτη, γράφεται μέ 31 ψηφία άκέραια 31 όγκοι χρυσοΰ, ών έκαστος
ί'σος πρός .τόν όγκον τής γης, μόλις θά έξήρκουν πρός πληρωμην του πο-
σού τούτου* τω ό^τι ό όγκος της γης (έπειδή ή περιφερεια του μεγί-
στου κύκλου αύτης είναι 40 000 000 μέτρα) είναι κυβικά μέτρα

4 (40 000 0Ô0)3
3 Βπ2

τοσος δέ όγκος χουσόυ θά είχε βάρος

(40 000 000)3 ^ ,

4-—--. 19θ00 χιλιόγραμμα

(διότι μία λίτρα χουσου έχει βάρος 19,5 χιλιόγραμμα), καί έπειόή η

31000 * , « ,

άξία ένός ,χιλιογράμμου του χρυσοΰ είναι περίπου —-— οραχμαι, η α-
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ξία ένός τοιούτου όγκου θά ή το

<40 000 000>3. 19500.31000
54. π2

καί αν μ τοιούτοι ογκοι έχωσιν άξίαν ίσην τω Κ, θά είναι

Κ= (40 000 000)3 iasoo 3
ο4. π2

όθεν εύρισκομεν

λογ (μ)~λογ Κ-}-λογ 54+2 λογ π—3 λογ (40 000 000)

—λογ (19500)-λογ (31000)

λογ Κ=30.35700 3 λογ (40 000 000)=22,80618

λογ 54= 1,73239 λογ 19500= 4,29003

• 2 λογ π= 0,99428 λογ 31000= 4,49136

33,08367 , 31,58757

33,08367
31,58757

λογ μ= 1,49610 καί μ=31,34'

3) Πόσας δραχμάς πρέπει νά δανείοη τις επ' ανατοκισμφ προς
6°/0, ίνα λάβη μετά 15 ετη 50000 ;

Έχομεν Κ=50000, τ=0,06, ν=15· δθεν επεται έκ του τύπου (1·)
λογ α=λογ 50000—15. λογ (1,06).

λογ 50000=4,69897
λογ (1,06)=0,02531 15.λόγ(1,06)=0,37965 ?

λογ αΞ 4,31932

καί α== 20860

κατα προσέγγισιν 4 μονάδων.

4) Πρός ποίον επιτόκων 5897 δραχμαι ανατοκιζόμεναι επί 6 ετη

έγιναν 9805 ;

Έχομεν ν=6, Κ=9805, α=5897· δθεν

λογ (1-)-τ)=-^-(λογ 9805—λογ 5897)

λογ 9805=3,99145
λογ 5897=3,77063

διαφορά 0,22082

λογ(1 + τ)=0,03680
καί 1 + τ= 1,0884
δθεν Τ= 0,0884

*α1 ™ έπιτόκιον ΙΟΟτ είναι 8,84 o/Q. μ πρ0σέγ. ένος εκατοστού.
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5) Μετά πόσα ετη 12589 δραχμαϊ ανατοκιζόμεναι προς 5% γίνον-
ται 45818 ;

Ό τύπος ( 1 δίδει

_λογ 45818—λογ 12589

V~ λογ (1,05) '

Έχομεν λογ 45818=4,66104

λογ 12589=4,09999
λογ (1,05)=0,02119 διαφορά 0,56105

0,56105 56105 * ν
V=Ô^2ÏTT=^ΙΪ9-==26 £τη Χβ" τι πλεθν'

ΣΗΜ. Έκ της λύσεως ταύτης βλέπομεν οτι 26 έ'τη δέν είναι ικανά,
άλλ" 27 είναι περισσότερα του δέοντος. "Ινα εύρωμεν καί τό άπαιτού-
μενον μέρος του 27ου έτους, παρατηροΰμεν, ότι είς το τέλος του 26ου
έτους αί 12589 δραχμαί γίνονται 12589(1,05)26 ' έάν δέ το κεφάλαιον

τούτο τοκισθη έπί η ήμέρας, θά πολλαπλασιασθ-Tj έπί καί θά

οοο

έχωμεν έπομένως τήν έξίσωσιν 12589 . (1,05)26 ( 1 + = 45818,

\ 365

έκ της οποίας προσδιορίζομεν τόν άριθμόν I 1 , έξ αύτου δέ εύ-

\ 365'

οίσκομεν εύκόλως καί τόν η. Ούτως εύρίσκεται η=172.

Παρατηρητέον δέ, ότι ό λογάριθμος της έν τ*/) παρενθέσει ποσότη-
τος είναι τό ύπόλοιπον της διαιρέσεως, έξ ής εύρίσκεται ό ν.

Πρόβλημα.

242. Έάν καταθέτη τις κατ* ετος είς Τράπεζαν το ποσόν α δραχαών
επ' ανατοκισμό), πόσα θα εχη να λάβη μετά ν ετη, τον τόκον της μιας
δραχμής είς εν ετος δντος τ ;

At α δραχμαί, αί είς τήν άρχήν του πρώτου έτους κατατεθεϊσαι,
έμειναν είς άνατοκισμόν ν έτη, καί διά τούτο έγιναν α(1-|-τ)ν· αί δέ
είς τήν άρχήν του δευτέρου έτους κατατεθεϊσαι έγιναν <α(1 —{- τ)ν 1, αί
δέ είς τήν άρχήν του τρίτου α(1-|-τ)ν~2, καί καθεξής" τέλος αί α δραχ-
μαί, αι κατατεθεϊσαι είς τήν άρχήν τοΰ τελευταίου έτους, γίνονται
α(1-[-τ). "Ωστε, άν διά τοΰ Σ παραστήσωμεν τό ποσόν, όπερ θα λαβη είς τό τέλος τών ν έτών, θά είναι
Σ=α(1 + τ) + α(1 + τ)2 + <κ(1 + τ)3 + .... +α(1 + τ)ν, ήτοι (222)

' α(1+τ)ν+1-α(1+τ)_α(1 + τ) j (1 + ^-1^

Σι—-—— — ~ ·
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"[να ύπολογίσωμεν την παράστασιν ταύτην διά τών λογαρίθμων,
άνάγκη πρώτον νά ύπολογίσωμεν την δύναμιν (1 + τ)ν καί νά έλαττώ-
σωμεν αύτην κατά μονάδα' το δέ ύπόλοιπον νά θέσωμ,εν έν χγ παρα-
στάσει αντί του παράγοντος (1 + τ)ν —1 καί να έφαρμόσωμεν έπ' αύτης
τούς λογαρίθμους.

ΣΐίΜ. Τάς δυνάμεις (1+τ)ν διά τ=0,03,. . . ., τ=0,06 καί διά
. . 50, έχουσιν οί ύπό του Dupuis έκδοθέντες πίνακες του
Lalande έν σελ. 134· ώστε δυνάμεθα άμέσως άνευ ύπολογισμου νά
λαμβάνωμεν αύτάς έκεΐθεν.

Παράδειγμ-α. Καταθέτει τις από της ημέρας της γεννήσεως τοϋ
τέκνου του κατ' ετος 1000 δραχμάς νπερ αύτοΰ είς την Τράπεζαν επί
άναιοκισμω πρός πόσα θά εχη νά λάβη τό τέκνον, οταν σνμπληρώ -

or] τό 20°ν ετος της ηλικίας του ;

Έχομεν α=1000, τ=0,06 καί ν=20. "Ωστε
1000(1,06) j (1,06)20 — 1 j
" 0^06 '

Έπειδη δέ είναι (Dupuis, σελ. 134) (1,06)20=3,20713, επεται
λογ Σ=λογ 1000 +λογ (1,06) + λογ (2,20713)—λογ (0,06)
λογ 1000= 3,
λογ (1,06)= 0,02531
λογ (2,20713)= 0,34383
άθροισμα 3,36914
λογ (0,06)= Τ,77815
£πόλοιπον=λογ Σ= 4,59099

καί Σ= 38993,6 κατά προσέγγισιν

μονάδος.

ΙϊερΙ χρεωλυσέας.

243. Χρεωλυσία λέγεται ή έντός ύρισμένου χρόνου άπόσβεσις χρέους
δι ίσων δόσεων, αίτινες πληρώνονται κατ' ίσα χρονικά διαστήματα,
οίον κατ' έτος η καθ' έξαμηνίαν κτλ.

Το ποσόν, όπερ πληρώνεται είς τό τέλος έκάστου χρονικού διαστή-
ματος, λέγεται χρεωλύσιον.

r Άποσβέννυται δέ το χρέος, όταν τό άθροισμα πάντων τών χρεωλυ-
σΐων μετά τών συνθέτων τόκων αύτών άποτελέση ποσότητα Γσην τη
άξία του άνατοκιζομένου κεφαλαίου.



'Εαν κεφάλαιόν τι α δανεισθ-ρ έπί άνατοκισμώ, μετά παρέλευσιν ν
χοονικών διαστημάτων γίνεται α(1-4-τ)ν,

τ δντος του τόκου της μιας δραχμής έν έν! των διαστημάτων.

"Αν δέ πρός έξόφλησιν πληρώνηται είς τό τέλος έκαστου χοονικοΰ
διαστήματος ή ποσότης χ, ή μέν πρώτη δόσις, ητις δίδεται είς τό τέ-
"λος του πρώτου διαστήματος, θά γίνη εις τό τέλος τών ν διαστημάτων

χ(1+τ)ν-ν

-ή δέ δευτέρα, ώς διδομένη είς τό τέλος του δευτέρου διαστήματος, θά
γίνη είς.τό τέλος τών ν διαστημάτων

χ(1 + τ)-2.

'Ομοίως η τρίτη δόσις θά γίνη χ(1 + τ)ν~3 κτλ., ή δέ προτελευταία
(έπειδη καθ' εν μόνον χρονικόν διάστημα τοκίζεται) θά γίνη χ(1-{-τ),
χαί ή τελευταία χ. "Ωστε ή ολική άξια τών ν δόσεων θά είναι είς το
τέλος τών ν διαστημάτων

χ+χ(ΐ + τ)+χ(ΐ+τ)2+χ(ΐ +τ)3+... +x(i+x)-i,

(1 +τ)ν—1
ητοι (222) χ1 Τ ;

τ

Καί επομένως ίνα συμβη άπόσβεσις, πρέπει καί άοκεΐ νά είναι

Έκ της έξισώσεως ταύτης δυνάμεθα νά προσδιορίσωμεν μίαν τών
τεσσάρων ποσοτήτων χ, τ, ν $ α, οταν αί λοιπαί τρεϊς είναι γνωσταί.

ΣΗΜ. Τό πρόβλημα της χρεωλυσίας δυνάμεθα και άλλως να λύσωμεν, ώς έξης.
Έάν τις δανεισθη σήμερον α δραχμάς, μετά εν έ'τος θά όφείλη νά πληοώση α(Ι-)-τ),
-ητοι τόν τό/.ον ατ καί το κεφάλαιόν α.

Έάν λοιπόν πλήρως χ δραχμάς, ελαττώνει τό "/ρέος του κατά χ δραχρ,άς, δθεν είς
-ό τέλος του πρώτου έτους χρεωστεϊ μο'νον a(l-f-r)—χ δρ.

Έάν δε παραστήσωμεν δι' α., τό χρέος τοΰτο καί σκεφθώμεν ομοίως, εύρισκομεν, οτι
είς το τέλος του δευτέρου έτους θά χρεώστη μόνον

α,^Ι+τ)—χ δο. ή'τοι a(l-j--)2—χ(1+.~) — χ, όπερ παριστώ oià α2.
όμοίως είς τό τέλος του τρίτου έτους θά. χρεώστη μόνον

α2(1+τ) — χ ήτοι α(1-(-τ)3—χ (l-f-τ)2—χ(Ί_}_Χ)—y , όπερ παριστώ διά α3
καί ουτω καθεξής* είς τό τέλος του νοΰ Ιχους θά χρεώστη

α(Ι+τ)ν-χ(1+τ)ν-1-χ(1+τ)ν-2-...-χ(1+τ)-7. ή

καί επειδή θέλει νά εξόφληση εντελώς τό "/ρέος του, είς τό τέλος του νοΰ 'έτους, πρέπει νά
είναι αν=0, ήτοι

α(4+τ)ν=7]ΐ+(1+τ)+(1+τ)2+ . . . + ;1+τ)ν~1|
ήτοι Χ(ΐ+^ν~1=α<1+τ)ν
(ΣΤΟ1Χ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 15
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Προβλήματα.

1) Έδανείσθη τις 56000 δραχμάς προς 7 %" θέλει δε νά εξόφληση
το χρέος τοντο δι' ετησίων δόσεων είς 12 ετη· πόσον είναι τό χρεω-
λνσιον ;

Έχομεν «=56000, τ=0,07, ν=12.
Κοίτα πρώτον ύπολογίζομεν τήν δύναμ,ιν (1,07)12

λογ (1,07)=0,02938
12. λογ (1,07)=0,35256' βθεν (1,07)12=2,2519 (προσέγ. 3 μύριοστ.).
Έκ της εξισώσεως (1) λαμβάνομεν νυν
_ 56000.(2,2519).(0,07)
1,2519

λογ 56000 =4,74819
λογ 2,2519=0,35256
λογ (0,07) =2,84510

άθρ. 3,94585
λογ (1,2519)=Ο,09757

ύπολ.=λογ χ=3 84829
καί χ=7Ο51

κατά προσέγγισιν τριών μονάδων.

2) Πόσον είναι τό χρέος, όπερ εξοφλείται είς 25 ετη διά χρεωλυσίου
8975 δραχμών, τοϋ επιτοκίου δντος 6 % ;

Ενταύθα έχομεν χ=8975, τ=0,06. ν==25* καί ή έξίσωσις (1)

γίνεται α=8975 (1>06)25 -1

1 0,06.(1,06)2δ

Έπειδή δέ είναι (Dup., 134) (1,06)2δ=4,29187, επεται

λογ α=λογ 8975 + λογ (3,29187)—λογ (0,06)—λογ (4,29187),

λογ 0,06=2,77815 λογ 8975=3,95303

λογ (4,29187)=0,63264 λογ 3,29187 = 0,51744

Χ41079 4,47047

4^47047
Μ1079
λογ α=5,05967

καί α=114731, κατά προσέγγισιν 5 μονάδων.

3) Είς πόσα ετη εξοφλείται δάνειον 120000 δραχμών διά χρεωλυ -
οίου 15000 δραχμών, τοϋ επιτοκίου δντός 8 % 5



— 219 —

Έκ της έξισώσεως (1) λαμβάνομεν χ(1 + τ)ν—χ=ατ(-|-τ)ν

δθεν \ >' (ι + τ)γ=——. (2)

Χ"—ν '
έξ ου ν λογ (1-|-τ)=λογ χ — λογ (χ —ατ)

ν__λοΥ χ—λοτ (χ—<*τ)

λογ (1+τ) '

Ενταύθα. χ—ατ = 5400 λογ χ=4,17609

λογ (1 + τ)=0,03342 λογ (χ_ατ)=3,73239

0,44370

0,44370 * , · ,

Ιο ε τη και τι πλέον.

0,03342

Το έξαγόμενον τούτο δεικνύει, ότι 13 δόσεις δέν είναι ίκαναί να
άποσβέσωσιν έντελώς τό χρέος, άλλα πάλιν 14 είναι πλέον του δέοντος·
τίτοι η 14*1 δόσις θά σύγκειται έκ δραχμών όλιγωτέρων του χρεωλυσίου.

Atà νά εύρω^εν δέ την 14*lv δόσιν, άρκεΤ νά εύρωμεν, πόσον γίνεται
τό δάνειον είς τό τέλος τών 14 έτών, έπειτα τί γίνονται αί 13 δόσεις
είς τό τέλος τών αύτών έτών καί έπειτα νά άφαιοέσωμεν τό δεύτερον
ποσόν άπό του πρώτου.

Ούτως εύρίσκομεν, ότι η 14*1 δόσις-θά είναι 4252 δραχμαί.

Παρατηρητέον δέ, ότι κατά την έξίσωσιν (2), ίνα τό πρόβλημα η
δυνατόν, άνάγκη νά έχωμεν χ^>ατ' τουτέστι τό χρεωλύσιον νά ύπερ-
βαίνη τόν έτησιον τόκον του άρχικου κεφαλαίου* όπερ καί άφ' έαυτου
προφανές.

Προ6λήμ.αται προς άοκηοιν.

1) Είς πόσα έτη κεφάλαιον τι άνατοκιζόμενον πρός 5 °/0 διπλασιά-
ζεται ; (Άπ. 14"· , 74η!*·)

2) Έάν 6 πληθυσμός τόπου τινός αύξάνηται κατ' έτος κατά τά δ
χιλιοστά αύτου καί είναι σήμερον 2000000, πόσος θά γίνγι μετά 100
έτη; (Άπ. 3296300)'

3) Έκ πίθου περιέχοντος 100 λίτρας οίνου άφαιρεΐται καθ' έκάστην
μία λίτρα καί άναπληρουται δι' ύδατος. Ζητείται α') πόσος οίνος θά
μείννι μετά 50 ημέρας, καί β") μετά πόσας ημέρας θά μείνη τό ήμισυ
του οί'νου ; (Άπ. α ) 60λ[τΡ·, 5. β') μετά 68 ημέρας μένει περισσότερον
του ήμίσεος, μετά δε 69 όλιγώτερον).

4) Έάν έχη τις νά λαμβάνη έπί 30 έτη 5000 δρ. κατ'έτος, αντί
πόσου δύναται σήμερον νά πώληση τό δικαίωμα του ;

5) Δανείζεται τις α δραχμάς μέ την έξης συμφωνίαν. Τό χρέος πρέπει
νά έξοφληθη είς ν έτη κατ' έτος θά πληρώνηται ό τόκος „του μένοντος
χρέους καί β δραχμαί έκ του χρέους. Νά εύρεθώσιν αί έτησιαι δόσεις.

6) Να λυθτί τό αύτό πρόβλημα, οταν έκάστη δόσις ίσώται τη προη-
γουμένη σύν τω έτησίω τόκω αύτης.
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ΑΛΛΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ ΤΩΝ ΛΟΓΑΡΙΘΜΩΝ

Όριβμος τών λογαρίθμων ώς έκθετων.

244. Λογάριθμος άριθμου λέγεται δ εκθέτης τής δυνάμεως, είς τήν
οποίαν πρέπει νά νψωθή ώριο μένος τις αριθμός α, ίνα δώοη αυτόν.

Ό αριθμός α, όστις υψούμενος είς δυνάμεις παράγει τούς άλλους,
λέγεται βάσις τών λογαρίθμων.

Παραδείγματος χάριν, άν ό 10 ληφθγΙ ώς βάσις,
ό λογάριθμος του 100 θά είναι ο 2' διότι 100=102
του 1000 θά είναι ό 3" διότι 1000—ΙΟ3

καί του Λ0 θά είναι ο διότι ν 10=10 2

Έπειδή ώς βάσις α δύναται νά ληφθγ) οιοσδήποτε θετικός άριθμός
(διάφορος της μονάδος), διά τούτο δύνανται νά σχηματισθώσι διάφορα
λογαριθμικά συστήματα, καί εις καί ό αύτός άριθμός θά εχ'/j διαφό-
ρους λογαρίθρ,ους είς τά διάφορα ταύτα συστήματα.

Παραδείγματος χάριν, ό 100 εχει λογάριθμον 1, έάν ληφθγί ώς βάσις

ό 100' διότι 100=1001, θά έχη δέ λογάριθμον , έάν ληφθγί ώς

1

βάσις ό άριθμός 10000, διότι 100=100002", κτλ.

Καί γενικώς, έάν είναι α*=Μ, ό χ θά λέγηται λογάριθμος του Μ
κατά τήν βάσιν α.

Οί έν χρήσει λογάριθμοι έχουσι βάσιν τόν άριθμόν 10 καί λέγονται
δια τούτο δεκαδικοί λογάριθμοι ή κοινοί λογάριθμοι. Έν τγί άνωτέρα
μαθηματική άναδεικνύεται άλλη τις βάσις άσύμμετρος πασών τών
άλλων άρμοδιωτέοα πρός τάς μαθηματικάς θεωρίας· άλλ' έν ταΤς έφαρ-
μογαις γίνεται πάντοτε χρησις τών δεκαδικών λογαρίθμων.

ΣΗΜ. Ινα ο άνωτέρω δοθείς ορισμός στηριχθ*/] έπί τών γνωστών,
πρέπει πρώτον νά όρισθή ή σημασία τών δυνάμεων, ών οι έκθέται είναι
ασύμμετροι άριθμοί, καί νά άποδειχθ?}, ότι καί περί τών τοιούτων δυ-
νάμεων ίσχύουσι^οί ήδη τεθέντες νόμοι (-189) καί'προσέτι νά δειχθγί,



— 221 —

ότι ποος εκαστον θετικόν αριθμόν Μ αντιστοιχεί έκ της έξισώσεως a*=]y[
εΐς καί μόνον εις έκθετης ήτοι λογάριθμος. 'Επειδή όμως ή περί τού-
των πραγματεία υπερβαίνει τά οοια της στοιχειώδους μαθηματικής
καί μόνον έν τγ5 ανωτέρα μαθηματική δύναται νά γίνη τελεία, διά
τοΰτο έν τοις επομένοις δεχόμεθα αύτά άνευ άποδείξεων.

'Ιδιότητες τών λογαρίθμων.

245. 'Εν παντι συστηματι λογαρίθμων ή μονάς 1 εχει λογάριθμον
το 0 καϊ ή βάσις τήν μονάδα.

Διότι είναι α°=1 καί x1=x,

οιοσδήποτε άριθμός καί άν είναι 6 α.

246. Ό λογάριθμος τοΰ γινομένου δύο άριθμών ίσοΰται τω άθροί-
σματι τών λογαρίθμων τών άριθμών τούτων.

Διότι έστω α ή βάσις καί χ, ψ οί λογάριθμοι τών άριθμών Μ καί Ν,
ήτοι έστω α7-—Μ καί αΨ=Ν

τότε θά είναι καί α7·+Ψ=Μ. Ν

ήτοι λογ.(ΜΝ)=χ + ψ=λογ.Μ-|-λογ.Ν.

Έκ τής θεμελιώδους ταύτης ιδιότητος άποδεικνύονται at λοιπαί
ιδιότητες τών λογαρίθμων (ίδέ έδ. 234—237)

λογ (αΗ')=μ λογ κ
λογ (y/ α )=—y-λογ α.

Παρατηρητέον όμως, ότι αί ιδιότητες του χαρακτηριστικού καί τοΰ
δεκαδικού μέρους τών λογαρίθμων (έδ. 237) δέν ύπάρχουσιν είς τά
άλλα συστήματα, πλήν τοΰ δεκαδικοΰ, ένόσω γράφονται οί άριθμοί
κατά το δεκαδικόν σύστημα· διά τοΰτο είς τάς έφαρμογάς γίνεται
χρ'/ίσις μόνον τών δεκαδικών λογαρίθμων.

247. Έχοντες τούς λογαρίθμους οσωνδήποτε καί οιωνδήποτε αριθ-
μών κατά τινα βάσιν,-εύρίσκομεν τούς λογαρίθμους τών αύτών άριθμών
κατ' άλλην βάσιν, έάν πολλαπλασιάσωμεν αύτούς έπί ώρισμένον τινά
άριθμόν (όστις είναι ό λογάριθμος της παλαιας βάσεως πρός τήν νέαν).

Διότι έστωσαν αί βάσεις α καί β, χ καί ψ δέ οί λογάριθμοι τοΰ τυ-
χόντος άριθμου Μ κατά τάς βάσεις ταύτας" τότε είναι

α*=Μ καί βψ=Μ,
όθεν καί α*=βν.
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Καί λαμβάνοντες τους λογαρίθμους τών δύο τούτων ίσων πρώτον μέν
κατά τήν βάσιν α, επειτα δέ κατά τήν βάσιν β, εύρισκομεν

χ=ψ λογ β βάσις α
ψ=χ λ'ογ α βάσις β.

Έκ τών ισοτήτων τούτων βλέπομεν, ότι έκ του λογαρίθμου (χ) οιου-
δήποτε άριθμου κατά τήν βάσιν α εύρισκομεν τόν λογάριθμον (ψ) του αύτου
άριθμου κατά τήν βάσιν β, έάν πολλαπλασιάσωμεν αύτόν έπί τόν άριθμόν
λ'ογ α, ήτοι έπί τόν λογάριθμον της πρώτης βάσεως πρός τήν δευτέραν.

Έκ τών αύτών ισοτήτων επεται προσέτι λογ β. λ'ογ α=1,
ήτοι, το γινόμ-ενον τών λογαρίθμων δυο οιωνδήποτε άριθμών εχατερον
προς τόν άλλον ώς βάσιν είναι ίσον τη μονάδι.

ΙΙαρίατήρ^σες. "Οταν λαμβάνηται ώς βάσις ο άριθμός 10, ό λο-
γάριΟμος του δοθέντος άριθμου α ορίζεται έκ της έξισώσεως

10*=α.

Τήν λύσιν της έξισώσεως ταύτης κατά προσέγγισιν δυνάμεθα νά έπι-
χειρήσωμεν ώς έξης.

Έστω ό δοθείς άριθμός α μεγαλήτερος της μονάδος* άν τό άκέραιον
μέρος του άγνωστου χ παρασταθη διά του ρ, θά είναι

ρ<χ<ρ+ι

άρα καί 10?<10*<10ρ+1

ήτοι 10?<α<10Ρ+1, διότι 10χ=α·

έκ τούτου βλέπομεν, ότι ό α περιλαμβάνεται μεταξύ του 10? καί του

10ρ+1 καί θά ε χ Υ] διά τούτο ρ+1 ψηφία άκέραια, ή'τοι θά έχν)

θέμα τό ρ.

Ομοίως, άν ο άγνωστος χ έχη pj δέκατα (έν συνόλω), θά είναι

10 10
Ρ,<10χ<ρ1 + 1·
άρα καί 10°1<α1οΖ<10Ρι+1

^ ΙΟ^α^ΙΟ^1, διότι 1010Χ=(10*)10=α10

εκ τούτου βλέπομεν, ότι τό άκέραιον μέρος του α10 έχει ρ1+1' ψηφία,
έπομένως ό α10 έχει θέμα ρΓ

Ομοίως άποδεικνύεται, ότι ό χ έχει έκατοστά (έν συνόλω) τό θέμα
της δυνάμεως α100· καί ού'τω καθεξής.

Ούτως εύρισκομεν τόν έν τω έδαφ. (230) δοθέντα Όρισμόν τών δε-
καδικών -λογαρίθμων.
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Όρ&σμος τών Χογοιρ£Ομ.ων ώς ορων
άριΒμητικης προόδου.

248. 'Εαν έχωμεν δύο προόδους την μέν γεωμετρικην άρχομένην άπό
της μονάδος, την δέ άριθμητικην άρχομένην άπό του 0

ι, ι+δ (ΐ+δ)2... (1+δ)- ...

0, ε 2ε . . . νε ...

οί δροι της άριθμητικης προόδου λέγονται λογάριθμοι τών άντιστοι-
χούντων δρων της γεωμετρικής.

"Ινα έκ του όρισμου τούτου άποδείξωμεν την θεμελιώδη ιδιότητα
τών λογαρίθμων, άς λάβωμεν δύο τυχόντας δρους τ-ης γεωμετρικής
προόδου και άς παραστησωμεν αύτούς διά Μ καί Ν" έστω δέ

Μ=(1 + δ)μ Ν=(1 + δ)ν

καί το γινόμενον αύτών ΜΝ, τίτοι το (1-|-δ)ρ·+ν, είναι καί αύτό ορος
της γεωμετρικής προόδου καί έχει άντίστοιχον έν τη άριθμητικί) προόδω
τον δρον (μ-|-ν)ε· έπομένως είναι κατά τόν όρισμόν
λόγ (ΜΝ)=(μ + ν)ε=με + νε·
άλλ' έπίσης είναι λογ Μ=με, λογ Ν=νε·
άρα λογ (ΜΝ)=λογ Μ + λογ Ν.

Έκ της άρχικης δέ ταύτης ιδιότητος άποδεικνύονται αί άλλαι κατά
τά έν τοις έδαφίοις 234—237 είρημένα.

Ό ορισμός ούτος τών λογαρίθμων συμφωνεί πρός τόν προηγούμενον,
όστις θεωρεί τούς λογαοίθμους ώς έκθέτας μιας βάσεως' διότι έστω α ό
άοιθμ.ός, όστις ύψωθείς είς την δύναμιν ε, παράγει τόν l-j-δ' γίτοι έστω

αε=1+δ $ α=(1 + δ)ε,
τότε θά είναι l-j-δ =αε

(1-f δ)2=α2ί
(1 + δ)3=α*ε

(1 + δ)ν===ανε·

Έκ τούτου βλέπομεν, ότι οί δροι της γεωμετρικής προόδου είναι δυ-
νάμεις του α έχουσαι έκθέτας τούς άντιστοίχους δρους της άριθμητικ^ς
προόδου, οιτινες έπομένως είναι οί λογάριθμοι αύτών κατά την βάσιν α.

ΧΗΜ. Ούτως ώρισε τούς λογαρίθμ,ους ό έπινοησας αύτούς Νέπερος
(τω 1614)' άλλά κατά τόν όρισμόν τούτον ορίζονται ούχί πάντων τών
άριθμών οί λογάριθμοι, άλλά μόνον εκείνων, οιτινες είναι δροι της γεω-
μετρικές προόδου.
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ΈχΒετίΜκΙ έξ&σώσε&ς.

249. Ούτω καλούνται αί εξισώσεις, αίτινες έχουσι τόν άγνωστον είς
τον εκθέτην* τοιαύτη είναι ή έξίσωσις

2*=125.

Αί τοιαυται έξισώσεις λύονται εύκόλως διά τών λογαρίθμων καί όν-
τως, λαμβάνοντες τούς λογαρίθμους αμφοτέρων τών ίσων, εύρίσκομεν

χ.λογ 2=λογ 125·
λογ 125

"Εστω προσέτι ή έξίσωσις

5(7.2-6·/-+8)=250

'Εκ ταύτης εύρίσκομεν ομοίως

(χ2_6χ-|.8).λογ 5=λογ 250
2 β ι Q λογ 250

ή δέ έξίσωσις αύτη εΖναν δευτέρου βαθμού πρός τό χ και έπομ.ένως λύε-
ται κατά τά ήδη γνωστά.

ΣΗΜ. "Η έκθετική έξίσωσις αΧ=β δύναται να λυθ'/j και άνευ τών
λογαρίθμων ώς έξ"/5ς.

"Αν θέλωμεν νά προσδιορίσωμεν τόν άγνωστον χ (όστις είναι ό λο-
γάριθμος του β κατά τήν βάσιν α) κατά προσέγγισιν -ί- , πρέπει νά

εΰρωμεν κλάσμα τι τοιούτον, ώστε νά είναι

Ρ±λ

αν<β<α ν ,

διότι τότε ό άγνωστος χ θά περιλαμβάνηται μεταξύ — καί É—ti .

Εκ τών ανισοτήτων τούτων προκύπτουσα αί έξης

α?<βν<αΡ+1,

έξ ών βλέπομεν, ότι πρός εύρεσιν του χ μέ προσέγγισιν , άοκεΤ νά

ύψώσωμεν τόν β είς τήν δύναμιν ν καί έπειτα νά εύρωμεν δύο έφεξης
δυνάμεις του α, έστω τάς α? καί αΡ+1, περιλαμβανούσας τήν δύναμιν

β ' τότε θά είναι μέ προσέγγισιν -Î-.
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*ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Γ'.

ΠΕΡΙ ΜΕΤΑΘΕΣΕΩΝ, ΔΙΑΤΑΞΕΩΝ ΚΑΤ ΣΥΝΔΥΑΣΜΩΝ.

ΤΥΠΟΣ ΤΟΥ Δ1ΩΝΥΜΟΥ. ΠΕΡΙ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΟΣ.

ΛΙεταβεσεςς.

250. Μεταθέσεις πραγμάτων τινών λέγονται οί διάφοροι τρόποι, καθ'
ους δύνανται ταύτα νά τεθώσιν εις μίαν σειράν τό έν κατόπιν του άλλου.

Δύο γράμματα α, β έπιδέχονται προδήλως δύο μόνον μεταθέσεις
αβ καί βα.

"Ινα δέ εύρωμεν πάσας τάς μεταθέσεις τών τριών γραμμάτων α,
β, γ, άρκει νά θέσωμεν τό νέον γράμμα γ έν έκάσττ] μεταθέσει αβ,
βα είς πάσας τάς θέσεις, ώς έξης

αβγ βαγ

αγβ βγα

γαβ γβα.

Ούτω προκύπτουσιν 6 μεταθέσεις τών τριών γραμμάτων.

Καί γενικώς, έχοντες τάς μεταθέσεις τών (ν—1) γραμμάτων, δυνά-
μεθα νά εύρωμεν πάσας τάς μεταθέσεις τών ν γραμμάτων, έάν θέσωμεν
τό νέον γράμμα έν έκάστγι μ,εταθέσει είς πάσας τάς θέσεις (έχει δέ ν
θέσεις εκάστη). Αί ούτω προκύπτουσαι μεταθέσεις διαφέρουσιν άπ' αλ-
λήλων διότι αί μέν έκ της αύτης μεταθέσεως προερχόμεναι διαφέρουσι
κατά τήν θέσιν του νέου γράμματος, αί δέ έκ διαφόρων, κατά την θέσιν
τών άλλων γραμμ.άτων. Δέν ύπάρχουσι δέ άλλαι μεταθέσεις τών ν γραμ-
μάτων διότι ας φαντασθη τις οιανδήποτε μετάθεσιν αύτών έάν έξ
αύτής παραλειφθή τό νέον γράμμα, θά μείν·/) προφανώς μετάθεσίς τις
των (ν—1) γραμ,μάτων* ταύτην δέ εΓχομεν έξ άρχης· καί έπειδή έθε-
σαμεν τό νέον γράμμα είς πάσας τάς θέσεις αύτής, επεται ότι εύρεθη
καί ή μετάθεσις, ήν θεωρουμεν.

Έπειδή έκάστη τών μεταθέσεων τών ν—1 γραμμάτων παράγει ν
μεταθέσεις τών ν γραμμάτων, έπεται, ότι, άν παρασταθη διά τοΰ Κ το
πλήθος τών πρώτων, αί δεύτεραι θά είναι Κ. ν.

Έφαρμόζοντες τήν πρότασιν ταύτην καί ένθυμούμενοι, ότι αί μετα-
θέσεις δύο γραμμάτων είναι 1.2, εύρίσκομεν ότι αί μεταθέσεις τριών
γραμμάτων είναι 1 .2.3.
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αί μεταθέσεις τεσσάρων 1.2.3.4.

αι δέ μεταθέσεις μ γραμμάτων 1. 2. 3. 4. ...μ

ήτοι δ άριθμός τών μεταθέσεων μ πραγμάτων είναι ίσος τω γινομένω
πάντων τών άκεραίων άριθμών άπό του 1 μέχρι τοΰ μ.

Δεατάξεε,ς.

251. Οί διάφοροι τρόποι, καθ' ους δυνάμ,εθα νά λάβωμεν έκ μ πραγ-
μάτων τά ν (ένθα ν<^μ) καί νά θέσωμ,εν αυτά είς μίαν σειράν τό έν
κατόπιν του άλλου, λέγονται διατάξεις τών μ πραγμ,άτων άνά ν.

'Ανά εν τά μ γράμματα α, β, γ... . μ έπιδέχονται προφανώς μ
μόνον διατάξεις α, β, γ. . . .μ.

"Ινα ευρωμεν τάς άνά δυο διατάξεις τών μ γραμμάτων, άοκεϊ νά θέ-
σωμεν κατόπιν εκάστου γράμματος διαδοχικώς πάντα τά λοιπά, ώς έξης
αβ βα γα ... μα
αγ βγ γβ ... μβ
αδ βδ γδ ... μγ

αμ βμ γμ . . . μλ.

Ούτως εύρίσκομεν έξ εκάστου γράμματος (μ—1) διατάξεις, ήτοι τό
ολον μ(μ—1) διατάξεις άνά δύο. "Οτι δέ άλλη δέν υπάρχει, βλέπει τις

εύκόλως.

Ύποθέσωμεν γενικώς, ότι έχομεν πάσας τάς διατάξεις τών μ γραμ-
μάτων άνά (ν—1)· έστω τό πλήθος αύτών Π. Εκάστη τών διατά-
ξεων τούτων θά έχη (ν—1) γράμματα, έπομένως θά λείπωσιν απ αυτής
γράμματα μ—(ν—1), ήτοι μ—ν-(-Ι* άν δέ είς τό τέλος έκάστης δια-
τάξεως θέσωμεν|εκαστον τών μ—ν —{-1 γραμμάτων, τά όποια δέν έχει,
θα προκύψωσ-,ν έξ αύτής μ—ν 1 διατάξεις τών αύτών μ γραμμάτων
άνά ν. Έπομένως θά δώσωσιν αί Π διατάξεις κατά τόν τρόπον τούτον
Π. (μ—v-f-1) διατάξεις άνά ν· διαφέρουσι δέ αύται άπ' άλλήλων* διότι αί
μεν έκ τη; αύτης διατάξεως προερχόμεναι διαφέρουσι κατά τό τελευταιον
γράμμα, αί δέ έκ διαφόρων, κατά τά άλλα. Ούδέ ύπάρχει πλήν αύτών
άλλη διάταξις τών μ γραμμάτων άνά ν* διότι άς φαντασθγί τις αίαν οι-
ανδήποτε· έάν έξ αύτης παραλειφθη τό τελευταιον γράμ.μα, προκύ-
πτει διάταξίς τις τών μ γραμμάτων άνά ν — 1* ταύτην δέ είχομεν έξ άοχης*
και έπειδή έθέσαμεν είς τό τέλος αύτης έκαστον τών γραμμάτων, τά
όποια δέν έχει, ευρομεν καί τήν διάταξιν ταύτην.
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Κατά ταύτα τό πλήθος τών διατάξεων τών μ γραμμάτων
άνά εν είναι μ*
ανά δύο μ(μ—1)·

ανά τρία μ(μ—1).(μ—2)*
και γενικώς ανά ν είναι μ(μ—1)·(μ—2)...(μ—v-f-1).

Έάν τά μ γράμματα λαμβάνωνται άνά μ, αί διατάξεις άποβαίνουσι
μεταθέσεις* διότι μόνον κατά την τάξιν δύνανται νά διαφέρωσιν. Οΰτως
εύρίσκομεν καί πάλιν το πλήθος τών μεταθέσεων των μ γραμμάτων

μ(μ—1). (μ—2)----(μ—μ+1), *fcoi 1.2.3____μ/

ϊυνδυαομοε.

252. Συνδυασμοί μ πραγμάτων άνά ν λέγονται οί διάφοροι τρόποι,
καθ' ους δυνάμ,εθα νά λάβωμεν έκ τών μ πραγμάτων τά ν (ητοι αί
διατάξεις τών μ πραγμάτων άνά ν, αί καθ' εν τούλάχιστον πραγμα
διαφέρουσαι άπ' άλληλων).

τών συνδυασμών.

Άνά έν τά μ γράμματα α, β, γ, δ, ε. . . . μ επιδέχονται προφα-
νώς μ. συνδυασμούς, τούς έξης α, β, γ, δ, ε,. . .μ.

Διά νά εύρωμεν τούς άνά δύο συνδυασμούς τών αύτών γραμμάτων,
γράφομεν κατόπιν έκάστου έξ αύτών εκαστον τών έπομένων του'
ούτω προκύπτουσιν οί έξης συνδυασμοί άνά δύο

έκ του α οί αβ αγ αδ αε, . . . αμ

έκ του β οί βγ βδ βε,. . . βμ

έκ του γ οί γδ γε . . .γμ

έκ του λ ό λμ"

ούτοι δέ είναι άπαντες οί συνδυασμοί τών μ γραμμάτων ανά δύο.

Προς εύρεσιν τών άνά τρία συνδυασμών, άρκεϊ να λάβωμεν εκαστον
τών άνά δύο συνδυασμών καί νά γράψωμεν κατόπιν του τελευταίου
γράμματος του εκαστον τών έπομένων αύτώ γραμμάτων ούτω προ-
κύπτουσιν οί έξης άνά τρία συνδυασμοί

έκ του αβ οί °Φγ> «βδ, αβε,.,.αβμ

έκ του αγ οί <*γδ, αγε,.,.αγμ

Καί γενικώς προς εύρεσιν τών άνά ν συνδυασμών αρκεί νά λάβωμεν
εκαστον τών άνά ν—1 καί νά γράψωμεν κατόπιν του τελευταίου
γράμματος του εκαστον τών έπομένων του.
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Καί όντως* οι οΰτω προκύπτοντες συνδυασμοί θα είναι διάφοροι απ*
άλλ ήλων διότι οί μέν έκ του αύτου συνδυασμοΰ (ανά ν—1) προκύ-
πτοντες διαφέρουσι κατκτό τελευταιον γράμμα, οί δέ έκ διαφόρων, κατά
τά άλλα' δέν ύπάρχει δέ έκτος αύτών άλλος συνδυασμός τών μ γραμ-
αάτων άνά ν διότι άς φαντασθη τις οιονδήποτε συνδυασμόν άνά ν καί
άς διατάξη τά γράμματα αύτου κατά τήν τάξιν των (α, β, γ, δ,..μ)*
έάν τότε παραλειφθεί τό τελευταιον γράμμα, θά προκύψη συνδυασμός τις
τών μ γραμμάτων άνά ν — 1* τόν συνδυασμόν τούτον ειχομεν έξ άρχηο,
καί επειδή έγράψαμεν κατόπιν αύτου πάντα τά μετά τό τελευταιον ψη-
φ.ίον του ερχόμενα γράμματα, εΰρομεν καί τόν συνδυασμόν έκεινον.

Πλήθος τών συνδ\>ασμ.ών.
Έστω Σ το πλήθος τών συνδυασμών τών μ γραμμάτων άνά ν καί
Δ τό πλήθος τών διατάξεων τών αύτών μ γραμμάτων άνά ν, καί Μ
τό πλήθος τών μεταθέσεων τών ν γραμμάτων.

Έάν είς εκαστον τών Σ συνδυασμών κάμωμεν πάσας τάς δυνατάς
μεταθέσεις τών ν γραμμάτων αύτου, θά ευρωμεν έξ αύτου Μ διατάξεις
(αίτινες θά περιέχωσι μέν τά αύτά γράμματα, θά διαφέρωσιν όμως κατά
τήν θέσιν αύιών)· ωστε έκ τών Σ συνδυασμών θά προκύψωσι τό όλον
Μ.Σ διατάξεις. Αί διατάξεις αύται διαφέρουσιν άπ'άλληλων διότι αί
μέν εκ του αύτου συνδυασμου προκύπτουσαι διαφέρουσι κατά τήν τάξιν
τών ν γραμμάτων, αί δέ έκ διαφόρων, κατά τινα γράμματα· ούδέ ύπάρ- *
χει πλήν αύτών άλλη διάταξις τών μ γραμμάτων άνά ν* διότι άς φαν-
τασθη τις μίαν οιανδήποτε διάταξιν' τά ν γράμματα, τά όποια αύτη
περιέχει, κατά τήν φυσικήν αύτών τάξιν λαμβανόμενα, άποτελουσιν ένα-
συνδυασμόν τών μ γραμμάτων άνά ν τούτον δέ ειχομεν έξ άρχης* καί
επειδή έκάμαμεν είς αύτόν πάσας τάς δυνατάς μεταθέσεις τών γραμμά-
των του, εύρομεν καί τήν διάταξιν ταύτην. Έκ τούτων συνάγεται, ότι
αί ώς είρηται προκύπτουσαι Μ.Σ διατάξεις είναι άπασαι αί διατάξεις
τών μ γραμμάτων άνά V* τουτέστιν είναι

Δ—Μ.Σ, δθεν καί Σ

Μ

καί επειδή είναι Δ=μ(μ—1). . . +

Μ=1.2.3. . ν.

επεται . . .(μ-y-fl)

1. 2. 3... ν
σημ. α . 'Επειδή ό άριθμός τών συνδυασμών είναι πάντοτε άκέοαιος,
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επεται έκ. του προηγουμένου τύπον, οτι τό γινόμενον ν διαδοχικών άοιθ-
μών είναι πάντοτε διαιρετόν δια του γινομένου 1.2.3. . .ν.

ΣΗΜ. Β'. Ό άριθμός τών συνδυασμών μ πραγμάτων άνά ν γράφεται
. , ... 1.2.3.4. .μ.

™ Mi εξ'ηζ (1.2.3, . .ν) (1.2.3. . (μ—ν) ) '

έάν άμφότεροι οι όροι της παραστασεως (1) πολλαπλασιασθώσιν έπι
1.2.3. .(μ—ν). Έκ τής έκφράσεως δέ ταύτης του Σ φαίνεται άμέσως,
οτι ο άριθμός τών συνδυασμών μ πραγμάτων είναι ό αύτός εί'τε άνά ν
συνδυασθώσι ταύτα, είτε άνά μ—ν' τούτο δέ καί άμέσως γίνετα; φα-
νερόν διότι τά γράμματα, τά όποια λείπουσιν έξ ένός συνδυασμοί» άνά
ν, άποτελουσι συνδυασμόν τινα τών αύτών μ γραμμάτων άνά μ—ν.

1) Εύρειν τό πλήθος τών διαγωνίων εύθυγράμμου σχήματος, τό οποίον
εχει μ πλευράς καί μ κορυφάς.

Αί τάς μ κορυφάς άνά 2 συνδέουσαι πρός άλλήλας εύθεΐαι είναι τό-

σαι, όσοι είναι οί συνδυασμοί τών μ πραγμάτων άνά 2, ήτοι ^^——·

1.2

άλλ' άπό τούτων άφαιρετέον τάς μ πλευράς του σχήματος' ώστε άπο-
μένουσι διαγώνιοι

— « ι Α Ά μ·(κ·—3)

~ΊΓ2--* η η~2--71x01 ϊΊΓ~ '

2) Πόσα σημεία γίνονται, έάν αί μ πλευραί έπιπέδου πολυγώνου
προσεκβληθώσιν είς άπειρον; (ύποτίθεται ότι δέν είνοςι δύο παράλληλοι),

Τόσαι τομαί ύπάρχουσιν, όσοι είναι οί συνδυασμοί τών μ πραγμάτων

άνά 2* ήτοι ^^ ' έκ τούτων άφαιρετέον τάς μ κορυφάς, ώστε γί-
1.2

, μ(μ—3)

νονται τομαι --— .

1.2

3) Κατά πόσους διαφόρους τρόπους δύνανται νά σταθώσιν 6 άνθρω-
ποι είς κύκλον ; (Άπ. 1.2.3.4.5).

4) Πόσοι άριθμοί διψήφιοι ύπάρχουσιν έχοντες ψηφία σημαντικά καί
ύιαφορα άπ* άλληλων ; πόσοι

δέ τριψήφιοι ;

(Άπ διψήφιοι 9.8 ή 72' τριψήφιοι 9.8.7 ήτοι 504).

5) Κατά πόσους τρόπους δύνανται νά παραταχθώσιν 8 στρατιώται
είς γραμμήν ; ('Απ. 1.2.3.4.5.6.7.8 ήτοι 40 320).
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ΊΓύπος το3 δεωνύμ,ου.

253. Δια της θεωρίας τών συνδυασμών δυνάμεθα νά εύρωμεν πάντας
τούς δρους του γινομένου οσωνδήποτε διωνύμων, ώς τών χ + οε, χ + β,
χ_|_γ, χ-|-δ,. . .χ-{-κ, νί* έκτελέσωμεν τόν πολλαπλασιασμών

αύτών.

Έάν διά του μ παραστησωμεν τό πλήθος τών διωνύμων τούτων,
φανερον είναι, οτι θά ύπάρχωσιν έν τω γινομένω

(χ+«) (χ+Β (χ+ϊ)· · -(χ + *)':

πάσαι αί δυνάμεις του χ άπό της χ1"- μέχρι της χ°, καί έπομένως άρκεΤ
νά προσδιορίσωμεν τόν πολλαπλασιαστών έκάστης τών δυνάμεων τούτων.

' Καί του μέν χ1* πολλαπλασιαστής είναι προδήλως ή μονάς· του δέ
yV·—1 λέγω, ότι είναι πολλαπλασιαστής τό άθροισμα

· - -κ

του δέ χμ—2> τό άθροισμα τών γινομένων, άτινα προκύπτουσι δια του
συνδυασμού τών μ γραμμάτων α, β, γ,. . . άνά δύο, ητοι τό άθροισμα

αβ-}-αγ-}-. . -)-ακ

+βγ+· ■

Καί γενικώς του χμ~ν πολλαπλασιαστής είναι τό άθροισμα τών γι-
νομένων οσα προκύπτουσι διά του συνδυασμου τών αύτών μ γραμμά-
των ανά ν.

Διότι έκαστος δρος του γινομένου άνάγκη νά έχη (ώς παράγοντα) ενα
έκ τών προσθετέων» έκάστου διωνύμου καί ένα μόνον* έπομένως ύπάρ-
χουσιν είς εκαστον δρον μ γράμματα' έάν δέ δοος τις έχη τό χμ—ν > τά
λείποντα ν γράμματα θά είναι έκ τών α, β, γ . . .κ καί θά άποτελώσι
συνδυασμόν τινα αύτών άνά ν' ώστε πας δρος έχων τό χμ—ν πολλα-
πλασιάζεται έπί συνδυασμόν τινα τών μ γραμμάτων άνά ν άλλά καί
τάναπαλιν, πας συνδυασμός τών αύτών γραμμάτων άνά ν εύρίσκεται
έν τω γινομένω τών διωνύμων καί πολλαπλασιάζει τό χμ"~ν ' διότι έστω
ό συνδυασμός αγε. . .θ* έάν χωρίσωμεν τά διώνυμα, έν οΐς ύπάρχουσι
τα γράμματα του συνδυασμου τούτου, άπό τών λοιπών

, ûc + «) (χ + γ) (Χ + ε). . .(χ + θ) (χ + β) (χ+δ). . .(χ-f η),
τούτων μέν τό γινόμενον θά έχη τόν δρον αγε. . .θ, τών δέ λοιπών θά

έχη τόν δρον χ^, ώστε τό γινόμενον πάντων τών διωνύμων θά έχη
τον οοον (αγε> .
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έξ ών έπεται, ότι ό πολλαπλασιαστής του χμ—ν είναι το άθροισμα τών
γινομένων, οσα προκύπτουσι δια του συνδυασμού τών μ γραμμάτων άνά ν.

254. Έκ τοΰ γινομένου (χ + α) (χ + β) (χ + γ), · .(χ + *) μεταβαίνο-
μεν είς το γινόμενον (χ + α) (χ + α) (χ + α).. .(χ + α), τοΰτ' έστιν είς
τήν μ δύναμιν τοΰ διωνύμου -(χ + α), έάν ύποθέσωμεν πάντα τά

α, β, γ____κ ί'σα άλλήλοις.

Άλλά τότε έν τω προηγουμένως εύρεθέντι γινομένω τών διωνύμων

(*+«)> (χ+β)· ■··(*+*)

τοΰ μέν χμ συντελεστής μένει ή μονάς 1, τοΰ δέ χμ—1 ό συντελεστής
α + β + γ+ . . . +κ τρέπεται είς α + α + α+ . . . -|-α, ήτοι μα*
τοΰ δέ χμ—2 ό συντελεστής αβ-|-αγ+ αδ. . . + ικ τρέπεται είς
α2 + α2-|- . . . +α2, ήτοι τοσάκις τό α2, όσοι είναι οί συνδυασμοί τών μ

, λ 5w « , ,, (Φ· —1) ο

γραμματων ανα ου ο, τουτ εστι————α^.

L . Δι

Καί γενικώς ό συντελεστής τοΰ χμ—ν τρέπεται είς α7 τοσάκις ληφθέν, οσοι είναι οί συνδυασμοί τών μ γραμμάτων ανά ν τοΰτ' έ'στιν είς

y.fc-1) (μ—2)...(t*—ν+ΐ) „

ÎT 2. 3...-V *

Έκ τούτων συνάγεται ή ίσότης

μ(μ—1) (μ—2). . .(μ—ν+1)
, Y-Si* ) \ν ) W ~τ αν+ . _ _ +(Αχκμ-ΐ_|_αμ)

1 1 2 3 ... ν
ήτις λέγεται τύπος τον διωνύμου ή καί τύπος τον Νεύτωνος.

Κατά τόν τύπον τοΰτον συντίθεται πάσα δύναμις τοΰ διωνύμου χ + α
έκ τών δυνάμεων τών μερών αύτοΰ χ καί α καί άποτελεΐται έξ όρων
ισοβαθμίων πρός τά χ καί α* τό τήν σύνθεσιν ταύτην παρέχον δεύτερον
μέλος της ίσότητος λέγεται ανάπτυγμα της δυνάμεως (χ + α)!^ κατά
τάς δυνάμεις τοΰ χ ή τοΰ α.

J „ μ (μ—1) (μ—2). . .(μ—ν + 1)

255. Ό δρος^Ι-ν Χ

αν

λέγεται γενικός δρος τοΰ άναπτύγματος" διότι έξ αύτοΰ εύρίσκομεν πάν-
τας τούς δρους ύποθέτοντες τόν ν κατά σειοάν ί'σον τοις άριθμοΐς

1, 2, 3...μ.

Παρατηρητέον δέ, ότι ό γενικός ούτος δρος γράφεται καί ώς έξης

· γμ-^ ' α ν

(1.2.3.4. . .μ.) ^ 2.3.4. . ν) TTÎÔTTTv'
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έάν πολλαπλασιασθώσιν ό άριθμητής καί ό παρονομαστής αύτου έπί
(μ—ν)(μ—ν—Ι). . 3.2.1' έκ. δέ της μορφής ταύτης του γενικού δρου
βλέπομεν, ότι οί δύο δροι

χκ.αρ και χ/α*

οί τούς αύτούς έκθέτας τών χ καί « έχοντες (άλλ' άντιστρόφως), έχουσι
τον αύτόν συντελεστήν άπέχουσι δέ οί δροι ούτοι έξ ίσον* άπό τών άκρων
έπομένως, άφοΰ εύρεθώσιν έκ του τύπου οί ήμίσεις τών συντελεστών
τοΰ αναπτύγματος, οί λοιποί γράφονται κατ' άντίστροφον τάξιν.

Ώς παράδειγμα έστω ή β7! δύναμις του (χΗ-α)' έχομεν

(χ -(- α)6==χ6-{- 6χ5α -f 15χ4α2+2Οχ3α3 + 15χ2α4 -j- 6χα5 + α6;.·

Περί «ιθανότητος

256. "Οταν έκ δύο ή περισσοτέρων περιπτώσεων πράγματος τίνος
έξ άπαντος θά συμβη μία καί μία μόνη, άλλ' ούδεμίαν είξεύρομεν αί-
τίαν, ήτις νά εύνοη μάλλον τήν μίαν ή τήν άλλην, τότε λέγομεν, ότι
αί περιπτώσεις αύται έχουσιν ΐσην πιθανότητα νά συμβώσιν ή οτι είναι
εξ ί'σου πιθαναί.

Έάν π. χ. ρίψωμεν νόμισμά τι έν τω άέρι, θά πέση τούτο έπί τοΰ
έδάφους έπί της μιας τών δύο αύτοΰ δψεων δηλονότι ή έπί τοΰ προσώ-
που η έπί τοΰ στέμματος* άμφότεραι δέ αί περιπτώσεις αύται είναι έξ
ίσου πιθαναί.

Η πιθανότης τοΰ ότι θά συμβη τι παρίσταται διά κλάσματος, όπερ
έχει άριθμητήν μέν τόν άριθμόν τών εύνοϊκών περιπτώσεων, παρονομα-
στήν δέ τόν ολον άριθμόν πασών τών δυνατών περιπτώσεων - ύποτίθε-
ται δε, οτι πασαι αί δύναται περιπτώσεις είναι έξ Γσου πιθαναί.

Τον όρισμον τοΰτον θά έφαρμόσωμεν είς τά έξης προβλήματα.

1) Εϊς τινα κάλπην ευρίσκονται 12 σφαΐραι ί'σαι τό , μέγεθος, έξ ών
5 είναι λευκαί καί 7 μέλαιναι* ποία είναι ή πιθανότης, οτι, άν κατά
τύχν,ν έξαχθ^ μία, θά είναι λευκή ;

Ενταύθα πασαι αί δύναται περιπτώσεις είναι 12 (διότι μία έκ τών
12 σφαιρών θά έξαχθή έξ άπαντος καί εκάστη δύναται νά έξαχθγί) καί
παται είναι έξ ί'σου πιθαναί, αί δέ εύνοϊκαί (καθ' ας δηλονότι θά έξαχθή
λευκή σφαΓοα) είναι 5" άρα κατά τόν όρισμόν ή πιθανό της, τοΰ ότι ή

,κ 5

εζαχθησομενη σφαίρα θά είναι λευκή, είναι-y^-.

2) Λαχειόν τι έχει 100 άριθμούς καί έξ αύτών οί πέντε κατά τυ -
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χην έξαχθησόμενοι κερδίζουσιν* έάν τις άγοράση ένα άριθμόν αύτου,

εστω τον 18, ποίαν πιθανότητα έχει, ότι θά κερδήση ;

'Ενταύθα αί δυναταί περιπτώσεις είναι τόσαι, οσοι είναι οί συνδυασμοί

των 100 άριθμών άνά πέντε (διότι πέντε έκ τών 100 άριθμών θα

έξαχθώσι καί έκαστος συνδυασμός άνά πέντε έχει Γσην πιθανότητα υπέρ

ν ,, 1ΟΟ.99.98.97.96
εαυτου)* ητοι χ 2 3. 4. 5. '

Αί δέ εύνοϊκαί περιπτώσεις είναι τόσαι, οσοι είναι οί άνά πέντε συν-
δυασμοί οί έχοντες τόν άριθμόν 18* πρός εύρεσιν του πλήθους αύτών
παρατηροϋμεν. ότι, άν έκ τών συνδυασμών τούτων παραλειφθώ ο άριθ-
μός 18, θά μείνωσιν οί συνδυασμοί τών 99 άλλων άριθμών άνά 4· έπο-
. , r 99.98.97.96

μενως οι συνδυασμοί ούτοι είναι ————-———,

L ■ Δ. ο, 4.

ώστε ή πιθανότης, του ότι θά κερδήσγι ό άριθμός 18, είναι

99.98.97.96 100.99,98.97.96 „ 5.1

1. 2. 3. 4 ' Γ. 2. 3. 4. 5. 73X01 100 " 20 '

Έκ τούτου βλέπομεν, ότι έπί 20 περιπτώσεων μία μόνον είναι εύ-
νοΐκή καί 19 έναντίαι.

3) Εις τινα κάλπην εύρισκονται οί άριθμοί 1, 2... μέχρι 100' έαν
έξαχθνί κατά τύχην είς, ποία είναι ή πιθανότης, ότι ούτος θα είναι

, λ f /,. 13\

πρώτος αριθμός ; I Απ. I.

4) "Εχομεν δύο κύβους, ών άμφοτέρων αί πλευραί έχουσι τους άριθ-
μούς 1, 2, 3, 4, 5, 6 κατά σειράν. 'Εάν ρίψωμεν αύτούς κατά τύχην'
έπί τίνος πίνακος οριζοντίου, ποία είναι ή πιθανότης, οτι οί άριθμοί
τών έδρών, αίτινες θά έλθωσιν έπάνω, θά έχωσιν άθροισμα 7 ;

"Απασαι αί δύναται περιπτώσεις είναι 36 (διότι έκαστος άριθμός του
ένός κύβου δύναται νά συνδυασθνί μεθ' έκάστου άριθμου του δευτέρου)'
έκ δέ τούτων αί τό άθροισμα 7 περιέχουσαι είναι 6 (αί έξης 1 + 6, 2 + 5,

3 + 4, 4 + 3,5 + 2,6+1)· ώστε ή ζητουμένη πιθανό της είναι -ί-.

'Ομοίως εύρισκομεν, ότι ή πιθανότης του νά ευρωμεν άθροισμα 5

είναι ——, ή δέ πιθανότης του νά ευρωμεν άθροισμα 4 είναι

g > Ί » #(>, 1. V.W ""f1"!"-'--γ----1— -.....

5) Έάν ρίψωμεν νρεϊς κύβους συγχρόνως, ποία είναι ή πιθανό της του
ότι είς ένα, καί μόνον είς ένα, θα εχωμεν τόν άριθμόν 1 ;

(ΣΤΟIX. ΑΛΓΕΒΡΑ) 16
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"Απασαι αί δύναται περιπτώσεις είναι 63, (διότι έκάστη έδρα του
^πρώτου κύβου Α δύναται νά συνδυασθνί προς έκάστην του δευτέρου Β
καί έκαστος συνδυασμός τών δύο πρώτων δύναται νά συνδυασθνί προς
εκάστη ν έδραν του τρίτου Γ). Έκ τούτων αί έχουσαι τόν άριθμόν 1
άπαξ μόνον είναι 25 + 25 + 25 (διότι ό άριθμ-ός 1 του πρώτου κύβου Α
δύναται νά συνδυασθνί πρός έκάστην τών 5 έδρών τών δύο άλλων κύ-
βων, ότε προκύπτουσιν 25 εύνοϊκαί περιπτώσεις*, ώσαύτως 6 άριθμός 1
του δευτέρου κύβου δύναται νά συνδυασθνί πρός έκάστη.» τών 5 έδρών
τών δύο άλλων κύβων, καί του τρίτου κύβου ώσαύτως)* ώστε η ζη-

, , ύ

τουμενη πιθανοτης είναι——-.

216

'Ομοίως εύρίσκομεν, ότι η πιθανότης του νά έχωμεν είς δύο κύ-

15

βους καί είς δύο μόνον τόν άριθμόν 1 είναι

Η δέ πιθανότης του να έχωμεν τόν άριθμόν 1 άπαξ η πολλάκις

- 91 . ~ '

είναι-.

216

6) Έάν ρίψωμεν δύο κύβους δίς, ποία είναι η πιθανότης του ότι
καί τ ας δύο φοράς θά εύρωμ,εν τόν συνδυασμόν 6-|—6 ;

Ήπιθανότης του νά εύρωμεν την πρώτην φοράν 6 + 6 είναιάλλά$

καί έάν τοΰτο γίντ), πάλιν την δευτέραν "φοράν άπασαι αί 36 περι-
πτώσεις είναι έξ ί'σου πιθαναί, έχουσι δέ ολαι όμου την πιθανότητα

-gg-* ώστε ή πιθανότης έκάστης είναι Έπειδη δέ τό ζητούμενον

μόνον μίαν περίπτωσιν έχει εύνοϊκην, έπεται ότι ή πιθανό της αύτου

1 „ 1
είναι --η ——.

362 1296

7) Εις τινα κάλπην είναι οί έκατόν άριθμοί 1, 2, 3,...100* έκ τών
άριθμών τούτων θά έξαχθώσι τρεις κατά τύχην καί ό εις μετά τόν άλ-
λον* πόση πιθανότης ύπάρχει, ότι οί έξαχθησόμενοι άριθμοί θά είναι
κατά σειράν οί 1, 2, 3 (ητοι πρώτος ό 1, δεύτερος ό 2 καί τρίτος ό 3) ;

Η πιθανότης του ότι θά έξαχθη πρώτος ό 1 είναι y^ (διότι πάντες

01 "W0'1 εχουσιν ΐσην πιθανότητα). Καί τούτου γενομένου μένουσιν έν τγ
κάλπη 99 άριθμοί (διότι ό έξαχθείς δέν έπιστρέφεται πλέον) και έκα-
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στος τούτων έχει οσην πιθανότητα να έξαχθί|· έπειδη δε ή πιθανότης
όλων είναι j^q > έπεται, οτι ή πιθανότης του να έξαχθγΐ δεύτερος ό 2

(άφόυ έξαχθη πρώτος ό 1) είναι ^qq-gg- τούτου δε γενομένου, μέ-
νουσιν έν τη κάλπη 98 αριθμοί καί έκαστος έχει Γσην πιθανότητα' ολαι
δέ όμου αί πιθανότητες συναποτελοΰσι τόν άριθμόν ττ^η'ίΤ- ώστε ή

100 99

πιθανότης του νά έξαχθώσι κατά σειράν οί άριθμοί 1, 2, 3 είναι
1 1 1
100'99 "98*

'Ομοίως εύρισκομεν, ότι ή πιθανότης του νά έξαχθώσιν οί άριθμοί

3 2 1

1, 2, 3 καθ'οιανδήποτε τάξιν είναι τ^τγ-^τ:·^ ·

îuu yy yy

8) Τών αυτών όντων ποία είναι ή πιθανότης του ότι οί τρεις έξα-
χθησόμενοι άριθμοί θά είναι έφεξης ;

Έάν πρέπν] νά έξαχθώσι κατά σειράν, ήτοι πρώτον ό μικρότερος, επειτα

ό μεσαίος καί τρίτος ό μεγαλήτεοος, ή πιθανότης είναι —" διότι

1 Uvj i/J

τούτο γίνεται μόνον έάν έξαχθώσιν οί 1,2, 3, ή οί 2,3,4, ή 3,4,5...
η τέλος οί 98, 99, 100' εκάστη δέ τριάς έχει πιθανότητα νά έξαχθγί

1 J_ 1
100'99'98 '

6

Έάν όμως ή τάξις είναι άδιάφορος, ή πιθανότης είναι —— .

1v/VJ ,*jtJ

9) 'Ρίπτομεν εν νόμισμα κατά τύχην τρεις φοράς ποία είναι ή πι-
θανότης του ότι καί τάς τρεις φοράς πεσόν τό νόμισμα έπί του έδά-

φους θά δείξ*/} τό πρόσωπον ; —^ .

10) 'Ρίπτομεν δύο νομίσματα ν φοράς' ποία είναι ή πιθανότης του
ότι άμφότερα καί τάς ν φοράς θά δεικνύωσιν άδιαλείπτως τό πρόσωπον;

Άπ —
4ν

11) Έάν τις γράψγι τυχαίως ένα όκταψήφιον άριθμόν, ποία είναι ή
πιθανότης ότι πάντα τα ψγιφία αύτου θά είναι διάφορα άπ' άλλήλων ;

3.4.5.6.7.8.9

^Απ.

ΙΟ7
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12) Έάν γραμμή έχουσα μ·?|κος α τμηθ·ΐί ώς έτυχεν, nota eTyai ή
'πιθανότης, ότι τα δύο τμήματα θα διαφέρωσιν όλιγώτερον του δοθέν-

τος μήκους μ ;

13) Έ->ν ρίψωμεν εν νόμισμα ν φοράς, ποία είναι ή πιθανότης, - ότ
θά παρουσιασθή α φοράς τό πρόσωπον έν συνόλω καί β φοσ^ας τ?
στέμμα; (άδιάφορον κατά ποίαν τάξιν). ?:

Ό αριθμός πασών τών δυνατών περιπτώσεων είναι προφανώς 2Χ(διότι
τήν πρώτην φοράν έχομεν δύο περιπτώσεις, έκαστη δέ τούτων τήν ά'ευτέ-
ραν φοοαν δίδει πάλιν δύο, και ούτω καθεξής). Άλλ' ό αύτός άοιθρ.ός δύ-
ναται καί άλλως νά εύρεθή· έάν δηλαδή διά του π παριστώμεν τό πρόσω-
πον καί διά του σ τό στέμμα, πρόδηλον είναι, ότι τόσαι περιπτώσεις δυ-
ναταί ύπάρχουσιν, οσα γινόμενα δυνάμεθα να σχηματίσωμεν έκ ν παοα- όν-
των, ών έκαστος είναι ή π ή σ. Πάντα δέ τά γινόμενα τ^.υτα είναι-οοοι
του γινομένου (π-{-σ)νπρό τήςάναγωγης" ό δέ άριθμός τών ευνοϊκών Περι-
πτώσεων είναι ό άριθμός τών δρων του γινομένου τούτου, οίτινες εχουσιν
α φοράς τό π (έπομένως β φοράς τό σ)· ήτοι ό άριθμός τών ορων πα σ°· ο
άριθμός ούτος δεικνύεται ύπό του συντελεστου, όν έχει τό πα σ^ έν τδ>

1.2..ν

άναπτύγματι του διωνύμου (π-|~σ)ν, όστις είναι --\ —--— *

(1.2.3..α) (1.2.3..ρ)

δθεν ή ζητουμένη πιθανότης είναι

1.2.3......V 1

, (1.2 3. α) (1.2.3. .β)'ΐΓ '

'Εάν λ. χ. ρίψωμεν τό νόμισμα 10 φοράς, ή πιθανότης του νά εύρωμεν

π= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ' 10

σ== 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, Ο

V 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

είναι -,-, -, --, -, -, _ _ - _, _____

210 210 210 210 210 210 210 '210 210 2*° 210'

ΤΕΛΟΣ
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