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ANAKOINQZIEIZ MH MEAQN

FEQMETPIA. — Uber die Beweglichkeit der Polyeder® 7o A. I. Koko-
tsakis. “Averowadn Omo % K. MakréCov.

In meiner Arbeit «Uber bewegliche Polyeder»! habe ich die infinite-
simale Beweglichkeit der Polyeder und weiter die endliche Beweglichkeit
durch Einfithrung der Winkelgeschwindigkeiten als Vektoren an den
Kanten der Polyeder behandelt. So habe ich fiir bestimmte Fille die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die infinitesimale Beweg-
lichkeit und weiter hinreichenden Bedingungen fiir die endliche Beweg-
lichkeit gegeben u.s.f.

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit? versucht Herr A. Roussopoulos
die infinitesimale Deformierbarkeit eines Polyeders durch den Selbstspan-
nungszustand eines dem Polyeder «kollinearen» Fachwerkes darzustellen
d.i. eines Fachwerkes, dessen Stibe mit den Kanten des Polyeders zusam-
menfallen. So hat er «die Beweglichkeit eines geschlossenen Polyeders
durch folgende Grundbedingung ausgedriickt: Wenn das kollineare
Fachwerk F eines geschlossenen Polyeders P statisch unbestimmt ist, ist
P beweglich, da ein Selbstspannungszustand immer fiir F méglich wird.
Der Grad der Bewegungsfreiheit von P ist dem Grad der statischen Unbe-
stimmtheit von F gleich, d.h. man kann ebenso viele von einander unab-
hiingige infinitesimale Bewegungen dem Polyeder geben als das kollineare
Fachwerk statisch {iberzihlige Stibe enthilt».

* ANT. I, KOKOTEAKIL —Iepi tiig xivnrindrntog TV noAvESPWV.
! Praktika de I’Académie d’Athénes 7, 1932, p. 165 (séance du 14 Avril 1932).—
Vgl. auch A. KOKOTSAKIS, Uber bewegliche Polyeder, Math. Annalen 107, s. 627-948.

? Uber die Beweglichkeit der Polyeder das statische Analogon, Praktika de
I’Académie d’Athénes, 10, 1935, p. 157, (séance du 4 Avril 1935).
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Er behauptet weiter: «die oben durch das statische Analogon gefun-
denen Bedingungen sind notwendig und hinreichend fiir die infinitesimale
Beweglichkeit des Polyeders, aber bloss notwendig fiir die endliche
Beweglichkeit».

Diese Resultate des Herrn Roussopoulos widersprechen der Wirklich-
keit. — Gdbe es zunidchst solche Polyeder, so wiirde diese Bedingung
(k>3e-6) auch fiir die endliche Beweglichkeit hinreichend sein. Denn
diese Bedingung, die nach Herrn Roussopoulos hinreichend und notwendig
fiir die infinitesimale Verknickung ist, hdngt nur von den Anzahlen k der
Kanten und e der Ecken des Polyeders ab, also wire sie auch in der infi-
nitesimalen Nachbarlage erfiillt. Infolgedessen wire eine weitere infini-
tesimale Verknickung moglich und daher eine kontinuierliche oder end-
liche Verknickung des Polyeders'.

Unabhéngig aber davon bemerken wir weiter folgendes: Wenn das
kollineare Fachwerk eines Polyeders statisch unbestimmt ist, so dass es
einen Selbstspannungszustand gibt, ist dieses Fachwerk geometrisch starr
und infolgedessen ist um so mehr das Polyeder starr, bei welchem nicht
nur die Abstinde der Ecken durch Unverinderlichkeit der Kanten, wie im
Fachwerke die Knotenpunkte durch die Unverinderlichkeit der Stédbe
konstant bleiben, sondern auch die ebenen Winkel der Flichen unver-
inderlich sind. Das ist aber ein Resultat, das der obigen nach Herrn Rous-
sopoulos notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir die Beweglichkeit
des Polyeders widerspricht. Dieser Widerspruch schliesst die Existenz
solcher Polyeder aus. In Wirklichkeit gibt es solche Polyeder nicht, weil
fiir ein geschlossenes Polyeder als Folge des Eulerschen Satzes die
Beziehung k = 3e—6
gilt und infolgedessen das kollineare Fachwerk keinen iiberzihligen Stab
hat. So wiirden nach dem Resultat des Herrn Roussopoulos alle geschlos-
senen Polyeder starr sein.

Herr Roussopoulos schliesst durch die Notwendigkeit seiner Bedin-
gung genau den Fall der Beweglichkeit des Polyeders aus. Insbesondere,
wenn alle Flichen eines geschlossenen Polyeders Dreiecke sind, gilt die
Gleichung k=3e-6
und das kollineare Fachwerk ist im allgemeinen statisch bestimmt. Der
Fall der Beweglichkeit eines solchen Polyeders tritt genau beim Aus-

1 Vgl. Kokorsakis, Uber bewegliche Polyeder, Math. Annalen 107 s.627-648 (s. 639).
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nahmefall ein, in dem die Determinante der Koeffizienten der unbekannten
Stabspannungen im System der linearen Gleichgewichtsgleichungen gleich
Null ist.

Ein solches Polyeder, dessen simtliche Flichen Dreiecke sind, ist das
Oktaeder, das ich in meiner Arbeit unter anderen untersucht habe, wobei
die folgenden drei Fille herausgekommen sind:

1. Oktaeder, die starr sind,
2. Oktaeder mit infinitesimaler Beweglichkeit und

3. Oktaeder mit endlicher Beweglichkeit.

Ausserdem gibt es geschlossene nicht starre Polyeder, deren Flichen nicht
alle dreieckig sind, fiir die also k<3 e—06 ist.

In meiner Arbeit habe ich noch ganz einfach den Satz von Cauchy
iiber die konvexen Polyeder im Falle des Oktaeders bewiesen.

Herr Roussopoulos versucht den Satz von Cauchy fiir alle konvexen
Polyeder zu beweisen. Dieser Beweis ist aber unrichtig, weil er auf der unzu-
treffenden Voraussetzung beruht, dass fiir die infinitesimale Beweglichkeit
eines Polyeders die Bedingung k>3e-6
notwendig und hinreichend sei.

Herr Roussopoulos behandelt weiter in seiner Arbeit offene Polyeder
und formuliert fiir das ¢innere Polyeder> d.h. das Polyeder ohne die
Flichen die am Rande grenzen, folgende Behauptung «Das innere Polyeder
(ohne Perimeterstreifen) ist beweglich, nur wenn das ihm entsprechende
kollineare Fachwerk F statisch unbestimmt ist. Auch hier ist der Grad
der statischen Unbestimmtheit von F gleich dem Grad der inneren Be-
wegungsfreiheit des Polyeders».

Dieses Resultat ist, nach meinen Uberlegungen fiir die geschlossenen
Polyeder, ebenfalls unrichtig. Hier gilt immer le@ote—0)
also miissten die offenen Polyeder, nach Herrn Roussopoulos, alle starr sein.

Ein Gegenbeispiel dazu sind die Vierecksflache (offene Polyeder mit
viereckigen Flichen), die ich in meiner Arbeit untersucht habe!. Dabei
treten wieder drei Fille auf:

' Vgl. Kokorsakis, Uber bewegliche Polyeder Math. Annalen 107, s. 627 - 648
(s. 631-633 und 643 - 647).
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\

Vierecksflache, die starr sind, Vierecksflache mit infinitesimaler Beweg-

lichkeit und Vierecksflache mit endlicher Beweglichkeit.

Zum Schluss wollen wir die Konstruktion eines nicht starren ge-
schlossenen Polyeders angeben, ausgehend von einer Fliche mit mehr als
drei Ecken, z B. eines 11- Flaches mit einer viereckigen und 10 drei-
eckigen Flidchen (Fig. oben). Dabei gilt:

=11 e— 8 k—
17 < 3X'8—"6

Ein solches Polyeder ist dann und nur dann wenigstens infinitesimal

17

beweglich, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind, wie es aus
meiner Arbeit durch weitere leichte Schliisse hervorgeht. Wir bezeichnen
die Ecken des Polyeders mit 1,2,..... , 8. Dann miissen erstens die drei
Punkte K;, Schnittpunkt der Ebenen der Fldchen (1,2,3,4), (1,4,5) und (2,3,7),
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Ry,s, Schnittpunkt der Ebenen der Flichen (1,2,3,4), (1,5,6) und (2,6,7) und
R,,4, Schnittpunkt der Ebenen der Fldichen (1,2,3,4), (3,7,8) und (4,5,8) auf
einer Geraden liegen. Zweitens miissen die Ebenen der vier Flichen (1,2,6),
(1,4,5), (2,3,7) und (5,6,7) durch einen Punkt K hindurchgehen.

In einem konvexen 11-Flache kann die zweite Bedingung nicht erfiillt
sein und auf diese Weise wird der Satz von Cauchy iiber die konvexen

Polyeder in diesem Falle bewiesen.
MEPIANHWYWIXE
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* 6. DEBONERA.— Une maladie des chavres due 2 un virus filtrable, visible et cultivable.



