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I. Der bisherige Stand der Forschung

II. Meine These: II 5 ist ein Hilfssatz zu dem Beweis des hoch-
wichtigen Satzes 11 14

I1I. Elemente einer pythagoreischen Theorie iiber die Flachen-
bestandteile der Parallelogramme

IV. Wie findet man zu einem gegebenen Rechteck das flichen-
gleiche Quadrat?

V. Zusammenfassung

I

Man hilt den Satz «Elem.» II 5 — nach den Ergebnissen jener his-
torischen Forschung, die heute gewissermassen als consensus doctorum
gilt — fiir einen Bestandteil der altpythagoreischen Mathematik, genauer:
fiir einen Satz der sog. «geometrischen Algebra der Pythagoreer». Gewohn-
lich wird nimlich dieser Satz zusammen mit dem unmittelbar nach ihm
folgenden, dem Satz II 6 behandelt. Diese beiden besagen:

Il 5: «Teilt man eine Strecke sowohl in gleiche als auch in un-
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gleiche Abschnitte, so ist das Rechteck aus den ungleichen
Abschnitten der ganzen Strecke zusammen mit dem Quadrat
iiber der Strecke zwischen den Teilpunkten dem Quadrat

iber der Hilfte gleich.»

und II 6: «Halbiert man eine Strecke und setzt man ihr irgendeine
Strecke gerade an, so ist das Rechteck aus der ganzen Strecke
mit Verlingerung und der Verlingerung, zusammen mit dem
Quadrat {iber der Hilfte, dem Quadrat iiber der aus der Hilfte

und der Verlingerung zusammengesetzten Strecke gleich.»

Man liest in der heute massgeblichen historischen Darstellung der
griechischen Mathematik iiber den Satz II 5 die Feststellung, dass dieser
sich als ein geometrisches Aquivalent fiir unsere algebraische Formel

a*—b*=(a—Db).(a-}Db)
bzw. fir a’>=(a—>b).(a+b)+b?
auffassen ldsst'. Aber eigentlich besagt dasselbe auch der Satz II 6.
Wozu diese «seltsame doppelte Form»? — Es wurde versucht, dieses Ritsel
folgendermassen zu erkliren®: im Grunde wiren II 5 und II 6 nicht
Sitze, sondern Ldsungen von Aufgaben: es handelte sich in II 5 um die
Konstruktion von zwei Strecken x und y, deren Summe und Produkt gege-
ben sind, wihrend in II 6 die Differenz und das Produkt gegeben sind.
Unter «Aufgaben» —um deren Losung es sich hier handeln soll — ver-
stand man eigentlich «algebraische Aufgaben», die man erst nachtriglich
in geometrisches Gewand gekleidet hitte®. Urspriinglich hitten nimlich
noch die Babylonier sich diese algebraischen Aufgaben gestellt und
geldst ; * und die Pythagoreer hiitten — wie es uns versichert wird — offen-
sichtlich die babylonischen Regeln zur Idsung der algebraischen Systeme
geometrisch formuliert und bewiesen’.

Ablehnen muss ich diese historische Interpretation aus den folgen-
den Griinden:

1. Selbst wenn wir glauben, dass es eine «babylonische Algebra»
wirklich gegeben hatte — wie O. NEUGEBAUERs Forschungen uns davon
iiberzeugen moéchten —,auch dann hat man bisher noch mit gar keiner
konkreten Angabe wahrscheinlich machen koénnen, dass die Griechen in
voreuklidischer Zeit eine solche Algebra wirklich gekannt hatten, ge-
schweige denn, dass sie dieselbe iibernommen und geometrisiert hitten.
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(Die Griechen haben nicht einmal die positionelle Bezeichnungsart der
Zahlen von den Babyloniern {ibernommen!)

2. Jene Sitze bei EUKLID, die man gewohnt ist — seit einer Arbeit
von P. I'ANNERY " — als «algebraische Sitze in geometrischem Gewand»
anzusehen, haben mit der Algebra in der Wirklichkeit nur soviel zu tun,
dass wir in der Tat sehr leicht unsere algebraischen Aquivalente
fiir diese Sitze angeben koénnen. Aber es kann gar keine Rede davon
sein, dass diese Theoreme urspriinglich «algebraische Sitze», oder Losun-
gen fiir «algebraische Aufgabens gewesen wiren. Nein, diese sind alle —
sowohl die Sitze, wie auch die Aufgaben — rein geometrischen Ursprungs.
Auch II 5 ist ein rein geometrischer Satz. Wohl kann man diesen Satz
in der modernen Interpretation mit einer «algebraischen Aufgabenlésung»
vergleichen. Aber man nehme sich in acht, damit ein solcher Vergleich
den urspriinglichen und echt geometrischen Sinn des Satzes nicht
verdunkle !

II.

Nach meiner historischen Interpretation ist II 5— wie man es im
folgenden sehen wird — ein rein geometrischer Hilfssatz zu der Losung
bzw. zu dem LOsungsbeweis jener ebenfalls rein geometrischen Aufgabe,
die in dem Satz II 14 folgendermassen gestellt wird:

«FEin einer gegebenen geradlinigen Figur gleiches Quadrat zu errichten».

Dass der Satz II 5 in der Tat ein Hilfssatz su dem eben genannten
II 14 ist, das ersieht man zunichst nicht bloss aus den modernen Ausga-
ben und Ubersetzungen, in denen anlisslich des Satzes II 14 auf II g
meistens zuriickverwiesen wird, sondern noch mehr aus dem Wortlaut
des Urtextes. Denn in dem Beweisteil des Satzes II 14 wird ja der Wortlaut
von II 5 weitgehend wiederholt —zum Zeichen dessen, dass auch der
antike Verfasser auf II 5 zuriickverweisen wollte.

Ja, denkt man an die komplizierte, schwerfillige sprachliche Form
des II 5, so muss man sich unwillkiirlich fragen: ist dieser Satz nicht
sozusagen ein «Fertigbauteil» zu dem anderen (II 14)? Musste der antike
Verfasser den II 5 nicht eben deswegen so kompliziert und schwerfillig
formulieren, weil er im voraus wusste, dass er das betreffende Theorem
eben in dieser, scheinbar schwerfilligen sprachlichen Form wird in dem Beweis

des II 14 am bequemsten gebrauchen kénnen? —Ich werde in dem fol-
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genden zeigen, dass zwischen den beiden Sitzen — II 5 und II 14 —in
der Tat eben dieser Zusammenhang besteht.

Aber ich mdochte hier nebenbei auch darauf hinweisen, dass offen-
bar eine ebensolche Erklirung auch noch fiir andere Siitze bei EUKLID
gililtig sein muss, die man bisher dhnlicherweise als Bestandteile einer
«geometrischen Algebra» erkliren wollte. Der oben zitierte Satz II 6 ist
z. B. ein ebenso rein geometrischer Hilfssatz (ebenfalls ein «Fertigbauteil»)
zu dem Beweis des Satzes II 11, wie II 5 zu dem Beweis des Satzes
II 14. Der Satz II 6 sieht nur darum als ein «Spezialfall» des 11 5 aus,
weil auch sein Hauptsatz, der hochinteressante II 11 (zu dessen Beweis
IT 6 benutzt wird) im Grunde nur ein Spezialfall des II 14 ist. Kein Wun-
der, dass eben deswegen auch die Hilfssitze —II 5 und 6— zu den bei-
den hochwichtigen Sitzen II 14 und II 11 als Spezialfille voneinander
aussehen.

Ja, genau auf dieselbe Weise ein rein geometrischer Hilfssatz, ein
«Fertigbauteil» ist auch der Satz II 10, den man ebenfalls zu der «geo-
metrischen Algebra» hinzurechen wollte’. Dass in der Wirklichkeit der-
selbe Satz (IT 10) ein Hilfssatz ist, wird durch PROKI,0S bezeugt *. Wohl
wurde in diesem Fall das betreffende altpythagoreische Theorem, zu
dessen Beweis man II 10 benutzt hatte, in EUKLIDs «Elemente» nicht
aufgenommen, aber die moderne Forschung vermochte dasselbe Theo-
rem — eben aufgrund der erwdhnten PROKI,08-Stelle — iiber jeden Zwei-
fel zu rekonstruieren’.

Ich mochte jedoch in diesem Zusammenhang einstweilen nur die
Genesis des Satzes II 5 niher beleuchten. Darum muss ich in dem nich-
sten Kapitel vor allem an einige Elemente einer interessanten pythago-
reischen Theorie iiber die Flichebenstandteile der Parallelogramme
erinnern.

III1.

Wir wollen zundchst von jener Szene in PILATONs Dialog «Me-
non» (82 B-85 E) ausgehen, wonach dem ungelernten Sklaven durch
SOKRATES die Frage gestellt wird: wie verdoppelt man die Fliche jenes
Quadrats (in Quadratform), dessen Seite 2 Fuss lang ist. Mit anderen
Worten: wie lang wird die Seite jenes anderen Quadrats —als eine Zahl
ausgedriickt—, dessen Fliche das Doppelte der Fliche des gegebenen mit
2 Fuss langer Seite darstellt? —Der Sklave glaubt zunichst, dass man, um
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die Fldache des Quadrats zu verdoppeln, seine Seite verdoppeln miisste,
Er mdchte also das gesuchte Lingenmass als die Zahl 4 angeben. Aber
SOKRATES zeigt ihm, sogleich nach dieser ersten Antwort, dass durch
die Verdoppelung der Seite die Fliche des Quadrats nicht verdoppelt
sondern vervierfacht wird. (Die Fliche des Quadrats mit 4 Fuss langer
Seite besteht aus 16 kleinen Quadraten, wobei das Ausgangsquadrat aus
4 solchen bestand ; siehe Abb. 1). Der niichste Versuch des Sklaven — das
Lingenmass der gesuchten Quadratseite als eine Zahl zu bestimmen —
geht darauf hinaus, dass vielleicht das Quadrat mit 3 Fuss langer Seite
die doppelte Fliche des Quadrats mit 2 Fuss langer Seite haben konnte.
Aber SOKRATES zeigt —wieder vermittels einer Zeichnung (siehe
Abb. 2) —, dass die Fliche des Quadrats mit 3 Fuss langer Seite aus g klei-
nen Quadraten besteht, also keineswegs das Doppelte der urspriinglichen
Quadratfliche ist.—FEs wird also in diesen beiden ersten Versuchen wohl
angedeutet, dass die Seite des Quadrats, dessen Fliche das Doppelte eines
anderen (kleineren) Quadrats mit zahlenmdssig bestimmter Seite darstellt, sich
nicht als eine Zahl angeben lisst. In der 'Tat ist die gesuchte Quadratseite
—zu der Seite des gegebenen Quadrats — eine der Linge nach inkommensu-
rable Grisse. Merkwiirdigerweise wird jedoch das Problem der Inkommen-
surabilitit in unserer PLATON-Szene ausdriicklich nicht erwihnt. An-
statt dessen zeigt SOKRATES — vermittels einer neuen Zeichnung
(Abb. 3)—, dass die Diagonale die Fliche des Quadrats in zwei untereinan-
der gleiche gleichschenklige aufldst, und dass man eben deswegen mit der
Diagonale als Seite ein solches grosseres Quadrat konstruieren kann,
dessen Fliche —wie die Zeichnung zeigt— gerade das Doppelte der
urspriinglichen Quadratfliche ausmacht.

Ich glaube, wir diirfen aufgrund dieser ‘Menon’-Szene zu rekon-
struieren versuchen, wie einst die griechischen Mathematiker die lineare
Inkommensurabilitit entdeckt haben mdgen.—Es tauchte zunichst in der
Geometrie ein arithmetisches Problem auf. Man ging von einem Quadrat
aus, dessen Seite als eine Zahl gegeben war, und man wollte die Seite des
dazugehorigen anderen Quadrats mit gerade doppeltem Flicheninhalt
ebenfalls als eine Zahl angeben. Aber diese Aufgabe erwies sich
innerhalb der Arithmetik — unter Beachtung der grundlegenden Kukli-
dischen Definition fiir die « Zahl » (VII def. 2) als unldsbar. Interessant

war jedoch dasselbe Problem auch von der Geometrie her betrachtet.
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Nachdem man nimlich eingesehen hatte, dass die Fliche eines beliebigen
Quadrats mit der Diagonale desselben als mit Seite eines grosseren Qua-
drats, sich verdoppeln lasst, und nachdem die Linge dieser Diagonale
—im Verhiltnis zu der Seite — sich zahlenmdssig nicht bestimmen liess,
musste man wohl bald dahinterkommen dass die Diagonale des Quadrats
zu der Seite linear inkommensurabel ist. Die Entdeckung der linearen
Inkommensurabilitit ging jedoch Hand in Hand mit der Erkenntnis der
quadratischen Kommensurabilitit. Die Diagonale des Quadrats ist im
Verhiltnis zu der Seite nur der Linge nach unmmessbar; nachdem sie
jedoch als Seite eines neuen Quadrats gerade die doppelte Fliche des
urspriinglichen ergibt, ist sie quadratisch messbar.— Die Schwierigkeit
der linearen Inkommensurabilitiit kann also auf dem Wege der quadra-
ttschen Kommensurabilitit umgegangen werden.

Noch interessanter wird dieselbe ‘Menon’-Szene von historischem
Gesichtspunkt aus, wenn man bedenkt, dass das arithmetische Problem der
Quadratverdoppelung mit dem Problem der Mittleren Proportionale zwischen
einer Zahl und ihrem Doppelten iquivalent ist'’. s muss in der Tat den
pythagoreischen Arithmetikern der folgende Satz bekannt gewesen sein:

«Zwischen einer Zahl und ihrem Doppelten gibt es keine mittlere Propor-

tionalzahl».

Ich erschliesse die Kenntnis dieses Satzes aus dem noch stirkeren
Satz Sectio canonis 3, der besagt:

«Zwischen zwei Zahlen in iiberteiligem Verhdltnis — also: (n41):n—

gibt es keine mittlere Proportionalzahly.

Nun glaube ich — unter Beriicksichtigung des eben angefiihrten
arithmetischen Satzes, sowie der vorhin erwihnten ‘Menon’ - Szene—
drei interessante Schritte in der Entwicklung der voreuklidischen Mathe-
matik folgendermassen rekonstruieren zu diirfen:

a.) Es tauchten zunichst in der Arithmetik Probleme auf, die man

nicht 16sen konnte. Man ist dann, auf dem Wege der genaueren

Untersuchung, bald dahintergekommen, dass diesse Probleme in

der Arithmetik entweder wvillig unlisbar, oder nur unter gewissen

Bedingungen losbar sind. — KEin solches unlésbares Problem der

Arithmetik war z. B. die mittlere Proportionalzahl (¥) zwischen einer

Zahl und ihrem Doppelten (also zwischen ¢ und 2a). Es war natiir-

lich eine grosse Errungenschaft, wenn man schon aussagen, und
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auch begriinden konnte: warum es eine solche Zahl nicht geben
kann.

b.) Man hat wohl erst verhiltnismissig spiter entdeckt, dass man
dieselben unlisbaren (oder auch nur unter gewissen Bedingungen lisba-
ren) arithmetischen Probleme auf geometrischem Wege leicht 16sen
kann. Ist z.B. @ nicht eine Zahl sondern eine beliebige gerade
Strecke, so findet man die Mittlere Proportionale (x) zwischen o
und 2a auf dem Wege, dass man mit a als Seite ein Quadrat kon-
struiert ; die Diagonale (d) dieses Quadrats wird die gesuchte Mittlere
Proportionale (d=x), nachdem a:d=d:2a ist. Man beweist die
letztere Proportionalitit mit Hilfe von Ahnlichen rechtwinkligen
Dreiecken (siehe z.B. meine Abb. 3) — gesetst, dass die Verhdltnis-
gleichheit (= Proportionalitit) auch fiir inkommensurable Grissen defi-
niert ist, wie z. B. in der sog. eudoxischen Definition bei EUKLID, «Elem.»
V def. 5.—Man sieht also, dass auf dieser Entwicklungsstufe die
geometrische Losung derselben Aufgabe, die auf Stufe a.) arithme-
tisch unlésbar erschien, auf das engste verbunden ist — nicht nur mit
der Kenntnis der Inkommensurabilitit, sondern auch mit derjenigen
der eudoxischen Definition der Proportionalitiit.

c.) Es gibt jedoch auch eine «mittlere Entwicklungsstufe» ' zwi-
schen a.) und b.) Man kann nimlich die arithmetisch unlésbaren Pro-
bleme der Stufe a.) geometrisch auch so 16sen, dass dabei weder das
Problem der Kommensurabilitit (bzw. Inkommensurabilitit) noch
die Frage der Proportionen berficksichtigt werden. Allerdings muss
man dazu die urspriingliche Aufgabe transformieren. Man fragt z.B.
in dem vorhin behandelten Fall nicht nach der Mittleren Pro-
portionale zwischen einer Zahl (oder Grésse) und ihrem Doppelten,
sondern man fragt nach jener Strecke, mit deren Hilfe ein Quadrat mit
gegebener Seite (a) sich verdoppeln lisst. Diese letztere Frage ist der
vorigen (nach der Mittleren Proportionale) vollig gleichwertig ; doch
braucht man nach der Transformation sich gar nicht mehr um die
Proportionen und um die Frage der Inkommensurabilitit zu kim-
mern. Die grosse Bedeutung dieser mittleren Entwicklungsstufe
besteht eben darin, dass die I'ransformation der Aufgabe die Pro-
bleme der Proportionen und der Inkommensurabilitit sozusagen

ausschlatet. Vermutlich eben die Entdeckung dessen, dass die ange-
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deutete T'ransformation moglich ist, hat den Ausbau jener interes-
santen pythagoreischen “Flichengeometrie’ veranlasst, die ich in dem
folgenden behandeln werde, und die man frither als «geometrische
Algebra» interpretieren wollte.

*

Nun michte ich hier vor allem darauf hinweisen, dass jene histori-

sche Entwicklung in drei Stufen, die ich (in den Punkten a., b. und c.)

zu konstruieren versuchte, sich in der ’T'at mit zahlreichen Beispielen

aus BUKLIDs «Elementen» illustrieren lasst. KEs seien hier darum

zundchst drei Beispiele dafiir eingefiigt.

Erstes Beispiel

Stufe a) Man denke an die folgenden arithmetischen Sitze in den

«Elementen» :

IX. 16: «Sind zwei Zahlen gegencinander prim, so ist nicht maglich,
dass, wie die erste zur zweiten, sich die zweite zu einer weiteren verhielte.»
(Sind also @ und b relativ prim, so gibt es keine a1, worauf a:b=
=b:x wire).

IX. 18: «Bei zwei gegebenen Zahlen zu priifen, ob es maglich ist, zu
ihnen eine Dritte Proportionale zu finden». (Also wie sollen die Zahlen
a und b beschaffen sein, damit man eine x finden konne, worauf
a:b=2>5b:x1st?)

I1X. 19: «Bei drei gegebenen Zahlen zu priifen, ob es miglich ist, zu thnen
eine Vierte Proportionale zu finden.» (Wie sollen die Zahlen a, b
und ¢ beschaffen sein, damit man eine ¥ finden konne, worauf
a b=c:x ist?)

Man ersieht aus diesen Sitzen, dass es zu jener Zeit, als diese ab-
gefasst wurden, den Arithmetikern schon bekannt war: die Auf-
gabe, eine Dritte Proportionale zu zwei gegebenen Zahlen, a und b
— oder eine Vierte Proportionale zu drei gebebenen Zahlen, a,b

und ¢— zu finden, ist nur unter gewissen Bedingungen lisbar.

Stufe b.) Natiirlich kann man dieselben in der Geometrie — wenn a, b

und ¢ keine Zahlen, sondern beliebige gerade Strecken sind — immer
lésen. Eben dies wird bei EUKLID in den Sitzen VII 11 und 12
gezeigt. Doch werden die Konstruktionen der letzteren Sitze nur
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aufgrund der eudoxischen Definition der Proportionalitit giiltig. Denn
die gefundene Dritte bzw. Vierte Proportionale wird ja hiufig eine

inkommensurable Grisse.

Stufe c.) Man kann jedoch dieselben Aufgaben — auf einer vermutlich
mittleren Entwicklungsstufe — auch ohne Riicksicht auf Proportionen
und Inkommensurabilitit allgemeingtiltig ldsen, wenn man die folgende
Transformation vollzieht. Die Frage nach der Dritten Proportionale
zu zweli gegebenen Zahlen oder Gréssen (a:b=b:x) lisst sich auch
so auffassen: gegeben ist das Quadrat 4°, und man sucht das fla-
chengleiche Rechteck ax, dessen eine Seite (a) ebenfalls gegeben
ist. Ahnlicherweise transformiert man die Frage nach der Vierten
Proportionale (a:b=c:x): gegeben ist das Rechteck be, und man
sucht das andere flichengleiche Rechteck mit der einen gegebenen
Seite a. — Fiir beide Aufgaben gilt der Euklidische Satz:

1 44: «An eine gegebene Strecke ein einem gegebenen Dreieck gleiches
Parallelogramm in einem gegebenen geradlinigen Winkel anzulegen.»
(Nur zuliebe einer grosseren Allgemeingiiltigkeit ist in dem Wort-
laut dieses Satzes die gegebene Fliche, anstatt eines Rechtecks, ein
«Dreieck» ; und eben darum redet auch EUKILID anstatt des an-
deren Rechtecks von einem «Parallelogramm in einem gegebenen
geradlinigen Winkel».) Das ist die bekannte parabolische Flichenanle-
gung der Pythagoreer, bei der die Inkommensurabilitit und die

Proportionen nicht beriicksichtigt werden.

Zweites Beispiel

Stufe a.) Man beachte die beiden Sitze bei EUKLID: "
VIII 18: «Zwischen zwei dhnlichen ebenen Zahlen gibt es eine Mittlere
Proportionalzahl.»

und VIII 20 : «Lisst sich zwischen zwei Zahlen eine Mittlere Proportionalzahl
einschalten, so miissen die Zahlen dhnliche ebene Zahlen sein.»
(Zugrundeliegen beiden Sitzen die Definitionen: VII def. 16 und
def. 21.) Im Sinne dieser beiden Sitze gibt es also zwischen zwei
Zahlen, ¢ und b, nur dann eine Mittlere Proportionalzahl, wenn
eine solche Faktorenzerlegung moglich ist: a = ¢d und b = ef, wobei
c:e=d:f ist. Wird diese Bedingung nicht erfiillt, so findet man
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keine Mittlere Proportionalzahl zwischen den beiden gegebenen
Zahlen, d. h. die betreffende Aufgabe ist arithmetisch unlisbar.

Stufe b.) Sind jedoch a und b keine Zahlen sondern beliebige gerade
Strecken, so findet man zu ihnen immer die Mittlere Proportionale
nach dem Euklidischen Satz VI 13. Doch ist die Konstruktion des
letzteren Satzes wieder nur aufgrund der eudoxischen Definition
der Proportionalitit giiltig. Denn die gefundene Mittlere Proportio-

nale wird ja hdufig eine inkommensurable Grisse.

Stufe c.) Man kann dasselbe Problem auf einer «mittleren Entwicklungs-
stufe» mit der folgenden Transformation 16sen. Die Frage nach
der Mittleren Proportionale zwischen zwei gegebenen Zahlen oder
Grossen (a:x=x:b) ist gleichwertig mit dem Problem: gegeben ist
das Rechteck ab, und man sucht dazu das flichengleiche Quadrat
(x*). — Gerade diese Aufgabe wird bei EUKLID — ohne Proportionen
und ohne Riicksicht auf die Inkommensurabilitit — in dem Satz II 14
geldst.

Drittes Beispiel

Stufe a.) Als drittes Beispiel mbchte ich den sog. ‘pythagoreischen Lehr-
satz’ selbst anfiihren. Wie bekannt, lisst sich dieser Satz arithme-
tisch nur dann verifizieren, wenn die Seiten des rechtwinkligen
Dreiecks sog. ‘pythagoreische Zahltripel’ (also etwa 3,4, 5; oder
7, 24, 25 etc.) sind. Es scheint, dass die Bahnbrecher der griechischen
Mathematik in der Tat an dieser arithmetischen Verifikation inte-
ressiert waren. (Wohl darum hat man auch Regeln dafiir ausgear-
beitet, wie man solche I'ripel in unbeschrinkter Anzahl herstellen
kann'.) Nun ist also die Verifikation des ‘pythagoreischen Lehr-
satzes’ wohl auch eine solche Aufgabe, die in der Arithmetik nur

unter sehr beschrinkten Bedingungen lisbar ist.

Stufe b.) Allgemeingiiltig beweist man den ‘pythagoreischen ILehrsatz’
meistens mit Hilfe von Proportionen, indem man von dem rechten
Winkel auf die Hypotenuse das Iot fillt, und dadurch das gege-
bene rechtwinklige Dreieck in zwei kleinere, sowohl untereinander
wie auch zu dem urspriinglichen Dreieck #Ahnliche rechtwinklige
Dreiecke aufldst. Nachdem die Seiten der dhnlichen Dreiecke unter-
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einander proportionell sind, kann man aus den entsprechenden
Proportionen die bekannte Formel a® 4 b*=¢* leicht ableiten.—Wohl
ist ein solcher Beweis bei EUKLID nicht {iberliefert worden. Da
jedoch eine allgemeinere Form des ‘pythagoreischen Iehrsatzes’
auch bei EURLID (VI 31) mit Proportionen bewiesen wird, kann man
mit Recht vermuten, dass der Beweis mit Proportionen fiir die
gewoOhnliche Form desselben Satzes auch schon in voreuklidischer
Zeit wohl benutzt wurde. — Doch wird ein solcher Beweis mit Pro-
portionen nur dann zwingend, wenn die Proportionalitit auch
fiir inkommensurable Grossen irgendwie schon definiert ist. (Diese
Aufgabe erfiillt bei EUKLID die eudoxische Definition: V def. 5).

Stufe c.) Bei EUKLID wird der ‘pythagoreische Lehrsatz’ (I 47) nicht mit
Proportionen, sondern mit einer Art ‘Flichengeometrie’ bewiesen,
fiir welche dasselbe charakteristisch ist, was auch in den beiden
anderen Beispielen die Stufe c./kennzeichnet, dass sie nimlich die
Proportionen und das Problem der Inkommensurabilitit gar nich beriick-
sichtigt. (Zu dem folgenden siehe Abb. 4) Verlingert man nimlich
das Lot (CD) von dem rechten Winkel eines allgemeinen recht-
winkligen Dreiecks auf die Hypotenuse, so wird dadurch — also
durch DE — das Quadrat auf der Hypotenuse in die beiden Recht-
ecke «R» und «R,» geteilt. Dass nun «R;» = «Q,» und «R,» = «Q,»
ist, wird folgendermassen gezeigt. Die beiden schraffierten Drei-
ecke CAF und HAB (A4bb. 5) sind offenbar kongruent; je zwei Sei-
ten und ithr Winkel sind namlich auf alle Fille gleich. Das eine
Dreieck (HAB) macht dabei die halbe Fliache von «Q,», wihrend
das andere (CAF) die halbe Fliche von «R,» aus (vgl. den Satz I 41
bei EUKLID). Darum miissen also auch die ganzen Fliachen «Q,» und
«R» untereinander gleich sein.— Mit ebensolchen «Hilfsdreiecken»
beweist man auch die Gleichheit von «Q,» und «R,»; und addiert
man dann die beiden Teilergebnisse fiir «R,» und «R,», so hat man

damit den pythagoreischen Lehrsatz ‘flichengeometrisch® bewiesen,

Nun hoffe ich, sowohl mit dem “Menon’-Beispiel wie auch mit den
danach angefiihrten anderen drei Beispielen im voraus wahrscheinlich
gemacht zu haben, dass jene ‘Flichengeometrie’, deren elementare
Bestandteile in dem folgenden zusammengestellt werden — also die
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Stufen c¢.[—die Anwendung von Proportionen und das Problem der Inkom-

mensurabilitit zu beseitigen bestrebt war.
*

Wir werden die elementarsten Bestandteile jener ‘Flichengeo-
metrie’, die bisher, nach einem Vergleich von P. 'ANNERY, '’ als «geo-
metrische Algebra» ausgelegt wurde, in drei Punkten {iberblicken.

1. Es wird sich lohnen, wieder von der Sklavenszene in PLLATONs
Dialog “Menon’ auszugehen.— SOKRATES zeigt dem Sklaven zunéchst
ein Quadrat mit 2 Fuss langer Seite. Das gezeichnete Quadrat besteht
also aus vier kleineren, nachdem die Seite zweigeteilt ist. Spiter wird
durch SOKRATES auch darauf hingewiesen, dass die Diagonale die Qua-
dratfliche halbiers. (Siehe Abb. 6 sowohl fiir die Auflésung der Qua-
dratfliche in vier kleinere Quadrate, wie auch fiir die Halbierung mittels
der Diagonale. Schon hier muss ich auch die triviale Tatsache hervorheben,
dass die Strecken, die die Seiten halbieren, und die Diagonale sich in einem
Punlkt schneiden. Dieser Schnittpunkt der Diagonale wird in dem folgen-
den eine wichtige Rolle spielen.) Nun sind die beiden Arten, die Quadrat-
fliche in kleinere Bestandteile aufzuldsen — also das Teilen mittels der
Diagonale einerseits, und das Halbieren der Seiten andrerseits—, in je einer
allgemeineren Form, auch als Fuklidische Sitze iiberliefert worden. Denn
bei EUKLID wird ja in dem Satz I 34 gerade dasselbe, was SOKRATES
tiber die Quadratdiagonale ausspricht, auf Parallelogramme verallgemei-
nert: «das Parallelogramm wird durch seine Diagonale halbiert».— Noch in-
teressanter ist die Fuklidische Verallgemeinerung dessen, wie man das
Quadrat durch Teilen der Seite in kleinere Flichenbestandteile aufldst.
SOKRATES ging von jenem einfachsten Fall aus, dass die Seite des
Quadrats halbiert wird; dies fithrt zu vier kleineren kongruenten Qua-
draten. Aber wie wird die Quadratfliche aufgeldst, wenn man die Seite
in zwei beliebige Segmente teilt? Gerade dies wird bei Fuklid in dem
Satz 1T 4 behandelt :

«Tetlt man eine Strecke, wie es gerade trifft, so ist das Quadrat iiber der

ganzen Strecke den Quadraten iiber den Abschnitien und zweimal dem

Rechteck: aus den Abschnitien zusammen gleichy.

Durch das Teilen der Quadratseite in zwei beliebige Segmente wird
also die Quadratfliche selbst in die Summe von zwei verschiedenen Qua-
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draten und von zwei kongruenten Rechtecken aufgeldst (siehe Abb. 7).—
Wohl ist dieser Euklidische Satz das geometrische Aquivalent fiir unsere
algebraische Formel (a4 b)* = a* - b* -+ 2ab, aber ich glaube nicht, dass
man diese Tatsache in dem Sinne auslegen diirfte, als ob hier die «nach-
trigliche Geometrisierung eines urspriinglich algebraischen Gedanken-
ganges» vorlige. Denn erstens kann man aus der griechischen Uberlie-
ferung der voreuklidischen und Euklidischen Zeit die Spuren von irgend-
welchen echt algebraischen Gedankengingen gar nicht nachweisen. Und
zweitens wiirde man durch die eben angedeutete historische Auslegung
auch den grundlegenden Unterschied zwischen der angefiihrten algebrai-
schen Formel und dem vorhin zitierten Fuklidischen Satz unerlaubter-
weise verwischen. Schliesslich ist ja der Ausdruck (e~ 5)" in der Algebra
viel allgemeingiiltiger als der entsprechende bloss-geometrische Satz bei
EUKLID. (Der geometrische Satz ist nur eine mdigliche Auslegung fiir die
algebraische Formel, die jedoch keineswegs n ur «Quadrate» und

«Rechtecke» bedeuten kann!)

2. Es ldsst sich zeigen, dass die Pythagoreer den eben zitierten Satz
II 4 — tiber die Auflésung der Quadratfliche durch das Teilen der Seite
in zwei beliebige Segmente — auch auf Parallelogramme verallgemeinert

hatten. Ihr alter Satz hiess etwa folgendermassen (siehe Abb. 8):

«Zieht man durch einen beliebigen Punkt der Diagonale zwei Paral-
lelen zu den beiden Seiten eines Parallelogramms, so wird dadurch
die Fliche des Parallelogramms in insgesamt v i e r Fliachenstiicke
zerlegt. Von diesen vier Flichenstiicken sind zwei — die beiden ‘um
die Diagonale liegenden Parallelogramme’ (die leergelassenen Fli-
chenstiicke in Abb. 8) — sowohl untereinander wie auch zu dem
urspriinglichen Parallelogramm dhnlich, wihrend die beiden
anderen Flichenstiicke — die sog. magamAnowuara (schraffiert in

Abb. 8) — untereinander gleich sinds.

Wohl ist dieser Satz zunichst nur meine eigene Rekonstruktion.
Man findet ihn bei EUKLID nirgends in dieser wiederhergestellten Form.
Denn KUKLID musste thn — offenbar aus kompositorischen Griinden — in
zweg Sitze zerlegen, von denen den eine erst im Buch VI. der «Elemente»
untergebracht werden konnte. In der T'at behandelt der Satz VI 24 die
ITA4 1968
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Ahnlichkeit der ‘um die Diagonale liegenden Parallelogramme’; zu dem voll-
stindigen Beweis dieses Satzes ist ja die eudoxische Definition der Pro-
portionalitit im V. Buch (V def. 5) unerlisslich ndtig. — Dagegen konnte
die andere Hailfte des rekonstruierten Satzes — iiber die Gleichheit der
‘Erginzungen’ (parapleromata) — auch schon im I. Buch behandelt werden
(I 43), nachdem in diesem Fall die Proportionalitit und die Inkommen-
surabilitit gar nicht beriicksichtigt werden mussten. Der Beweis fiir
diesen letzteren Satz wird einfach auf dem Wege von Subtraktion der
iberfliissigen Flichenstiicke gefiihrt.

Num muss ich hier nachdriicklich betonen, dass der von mir eben
rekonstruierte Satz eine sehr wichtige Rolle in jener ‘pythagoreischen
Flachengeometrie’ gespielt hatte, die nach P. TANNERY den ungliickli-
chen und irrefithrenden Namen «geometrische Algebra» erhielt. Der Satz
iiber die Gleichheit der ‘parapleromata’ hat z. B. jene parabolische Flii-
chenanlegung der Pythagoreer '* ermdglicht, auf die ich hier nochmals hin-
weisen mochte.— Es wurde oben, anldsslich meines «ersten Beispiels»,
schon erwihnt, dass man die Suche nach der Vierten Proportionale zu
drei gegebenen Zahlen oder Grissen (a:b =c:x) auch so auffassen kann:
gegeben ist das Rechteck be, und man sucht dazu das andere flichen-
gleiche Rechteck, dessen eine Seite (@) ebenfalls gegeben ist. Nun wird
diese Aufgabe bei EUKLID in dem Satz I 44 aufgrund der folgenden
Uberlegung geldst (siehe Abb. 9 und 10): man fasst das gegebene Recht-
eck bc als ein ‘parapleroma’ auf. Eine beliebige Seite des gegebenen
Rechtecks (¢ oder ) und die Strecke a ergeben im ersten Schritt das
eine ‘um die Diagonale liegende Parallelogramm’ (ac oder ab). Die Ver-
lingerung der Diagonale selbst und die Verlingerung der Rechteckseite
(c oder b) ergeben im zweiten Schritt auch das andere ‘um die Diago-
nale liegende Parallelogramm’ (b~ oder ¢x). Nachdem man nun das eine
‘parapleroma’ und die beiden ‘um die Diagonale liegenden Parallelo-
gramme’ gewonnen hat, muss man nur noch das andere ‘parapleroma’
bzw. seine gesuchte Seite x hinzufiigen. (Parabolisch heisst diese Art
Flichenanlegung deswegen, weil die gegebene Flache bc an die gege-

bene Strecke a angelegt wird; vgl. das Wort wagafBdAilewv).

Aber es gibt auch einen anderen, wie mir scheint, noch wesentli-

cheren Beleg dafiir, dass der vorhin rekonstruierte Satz eine sehr bedeu-



SYNEAPIA THZXZ 16 MA-I'OY 1968 217

tende Rolle in der Geometrie der Pythagoreer gespielt haben muss. Fasse
man nur noch einmal denselben Satz ins Auge. Man zieht durch einen
beliebigen Punkt der Diagonale zwei Parallelen zu den beiden Seiten
eines Parallelogramms; es wird dadurch die gegebene Fliche in zwei
solche Flichenstiicke zerlegt, die untereinander gleich, und in zwei
andere, die untereinander (und zu dem urspriinglichen Parallelogramm)
dhnlich sind.— Hat nicht eben diese, an und fiir sich einfache und
doch schéne Entdeckung auch zu jener beriithmten altpythagoreischen Auf-
gabe gefiihrt, iber die PLUTARCH bei einer Gelegenheit (Symp. VIII 2,4)
folgendermassen berichtet:
«Es gibt unter den schénsten geometrischen Theoremen, oder eher
Problemen, die folgende: gegeben sind zwei Figuren, und man soll
eine dritte konstruieren, die der einen von den gegebenen gleich
und der anderen von den gegebenen Ahnlich ist. Man sagt
auch, dass PYTHAGORAS in seiner Freude iiber diese Entdeckung
sein beriihmtes Opfer dargebracht hitte. Kein Zweifel, dieses Theo-
rem ist in der Tat viel raffinierter und der Wissenschaft viel wiir-
diger, als jenes andere, wonach das Quadrat auf der Hypotenuse
der Summe der Quadrate auf den beiden Katheten gleich ist» '’

3. Zum Schluss muss ich unter den elementaren Bestandteilen der
behandelten pythagoreischen ‘Flichengeometrie’ noch die Fuklidische
Definition fiir den geometrischen Begriff “Gnomon’ anfiihren:

11 def. 2: «ln jedem Parallelogramm soll ein beliebiges der um seine Dia-

gonale liegenden Parallelogramme zusammen mit den beiden Ergiinzungen

(parapleromata) ein G nomon heisseny.

Wie man sieht, hat auch zu diesem Begriff die vorhin behandelte
Vierteilung des Parallelogramms gefithrt. Man zieht nimlich durch einen
beliebigen Punkt der Diagonale zwei Parallelen zu den beiden Seiten des
Parallelogramms. Aber diesmal werden von den insgesamt wvier Flichen-
stiicken, die auf diese Weise entstehen, drei — ein beliebiges der ‘um die
Diagonale liegenden Parallelogramme’ und die beiden ‘parapleromata’ —
als «Gnomon» zusammengefasst. Zur Illustrierung zeige ich als Abb. 11
den Gnomon eines Quadrats. Die drei Bestandteile des Gnomons wurden

durch verschiedene Schraffierungen kenntlich gemacht. Ausserdem zeigt
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diese Abbildung auch noch, dass das urspriingliche Quadrat (x*) diesmal
in die Summe des kleineren Quadrats (y’) und des Gnomons aufgelost

wurde. (Mit anderen Worten : subtrahiert man das kleinere Quadrat ¥

von dem grosseren x*, so bleibt ein Gnomon {ibrig).

Wichtig ist nun die eben angedeutete Auflésung des Quadrats («°)
in die Summe eines kleineren Quadrats (y*) und des Gnomons deswegen,
weil man dabei den Gnomon selbst sehr leicht in ein Rechteck verwan-
deln kann. Ja, es gibt sogar zwei verschiedene Moglichkeiten fiir diese
Verwandlung des Gnomons in flichengleiches Rechteck. Man kann nim-
lich entweder so verfahren, wie es unsere Abb. 12, oder so wie es die
Abb. 13 zeigt. In dem einen Fall (Abb. 12) bleibt bloss das eine ‘para-
pleroma’ an seiner urspriinglichen Stelle; dagegen wird die Fliche, die
aus dem ‘Parallelogramm um die Diagonale’ (dem kleinsten Quadrat, auf
unserer Abbildung) und dem anderen ‘parapleroma’ besteht, dem an
seiner Stelle belassenen ‘parapleroma’ als eine Art ‘Fortsetzung nach
links zu®> hinzugefiigt.— In dem anderen Fall (4bb. 13) bleiben dagegen
das eine ‘parapleroma’ und das ‘kleinste Quadrat’ an ihren urspriingli-
chen Stellen, und bloss das andere ‘parapleroma’ wird ihnen als ‘Fort-
setzung nach links zu’ hinzugefiigt.—In beiden Fillen wird die eine Seite
des konstruierten Rechtecks, das dem Gnomon flichengleich ist (schraf-
fiert in den Abb. 12 und 13): x + y, und die andere Seite: x—y. (Zu den
Buchstaben x und v siehe auch 4bb. 11). Ein Unterschied besteht zwischen
den beiden Fillen bloss insofern: was mit dem ‘kleinsten Quadrat’, dem
Bestandteil des urspriinglichen Gnomons wird ? — In dem ersten Fall (4bb. 12)
scheint dieses kleinste Quadrat dem konstruierten Rechteck zu fehlen
(8)Aetmerv). Darum ist dies ein sog. elliptischer Fall der Flichenanlegung.
— In dem anderen Fall (A4bb. 13) shiesst dasselbe kleinste Quadrat iber
das Quadrat y* hinaus («Uberschuss» = OmegBoAy)). Darum ist dies ein hyber-
bolischer Fall der Flichenanlegung. — Nun kann ich mich in diesem Zusam-
menhang mit der °Elleipsis und mit der ‘Hyperbole’ nicht eingehender
beschiftigen!”. Es sei hier nur darauf hingewiesen, dass bei EUKLID in
der Konstruktion des Satzes II 5 eben die angedeutete elliptische Fléichen-
anlegung, wihrend in der Konstruktion des Satzes I1 6 der hyperbolische
Fall zur Anwendung kommt.
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IV.

Nun koénnen wir zu dem Satz II 5, dessen Genesis hier erklirt
werden soll, zuriickkommen.

Fs wurde oben im Kapitel II. schon angedeutet, dass dieser ein
Hilfssatz zu dem Beweis des anderen wichtigen Satzes, I 14 ist; er wird
auch in dem Beweisteil des letzeren wortlich zitiert. Darum fassen wir
vor allem den Satz II 14 ndher ins Auge. Die in ihm behandelte Aufgabe
heisst :

«FEin einer gegebenen geradlinigen Figur gleiches Quadrat zu errichten».

EUKLID erstrebt immer die grosstmogliche Allgemeingiiltigkeit.
Darum geht er nicht sogleich von einem Rechteck, sondern im allgemei-
nen von einer «geradlinigen Figury aus, Zuerst wird — unter Hinweis auf
den fritheren Satz I 45— die gegebene «geradlinige Figur» in Rechteck
verwandelt, und erst dann kommt der wesentliche Inhalt des II 14, der
sog. ‘tetragonismos’ = «das Verwandeln des Rechtecks in flichengleiches
Quadrat».

Ich habe oben, in meinem «zweiten Beispiel» schon darauf hinge-
wiesen, dass das Verwanden eines Rechtecks in flichengleiches Quadrat
der Aufgabe die Mittlere Proportionale zwischen zwei Zahlen oder Grissen zu
finden, gleichwertig ist. Die Konstruktion der Mittleren Proportionale zu
zwei geraden Strecken wird bei EUKLID in dem Satz VI 13 behandelt.
Die beiden Sitze, VI 13 und II 14, fiithren also zu demselben Ergebnis '’
Uns interessiert jedoch diesmal eben der Unterschied der beiden Sitze.

Das Uberraschende and den Konstrukrionen in VI 13 und II 14 ist
namlich, dass die wichtigsten Schritte in beiden Fillen auf den ersten
Anblick als villig identisch aussehen (siehe Abb. 14). In beiden Fillen werden
zunichst die Seiten des betreffenden Rechtecks — bzw. die Strecken a und
b, zu denen man die Mittlere Proportionale sucht — einer geraden Linie
entlang addiert. Dann halbiert man die Summe der beiden Strecken und
man schligt mit der halben Strecke den Halbkreis um den Halbierungs-
punkt. Und schliesslich errichtet man die Senkrechte in dem Berithrungs-
punkt der beiden Strecken « und b bis zur Peripherie des Halbkreises;
die so gewonnene Strecke d wird die gesuchte Mittlere Proportionale
zwischen @ und b, bzw. die Seite des dem ab flichengleichen Quadrats.

Beachtet man bloss die eben zusammengefassten Schritte, so wire
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man zunachst geneigt, die beiden Konstruktionen VI 13 und IT 14 fir
identisch zu halten. Und doch unterscheidet sich der Sinn derselben
Schritte in den beiden Fillen so vollkommen wie nur modglich! Die
Gedankenginge der beiden Sitze, die sich hinter den «identischen
Schritten» stecken, sind vollig verschieden. Man iiberlege sich namlich
zunichst, welchen Sinn die eben angedeuteten Schritte —von dem Ge-
sichtspunkt des Satzes VI 13 aus — haben miissen.

Man addiert die beiden Segmente ¢ und b— zu denen die Mittlere
Proportionale gesucht wird —, weil man die Hypotenuse eines rechtwink-
ligen Dreiecks (AC, 4bb. 14) bekommen will. (Man weiss dabei im voraus,
dass a und & je fiir sich (lingere Kathete bzw. kiirzere Kathete von zwei
anderen rechtwinkligen Dreiecken werden!) Man halbiert das Segment
AC, und man schligt mit der halben Strecke den Halbkreis, weil man —
im Sinne des thaletischen Satzes — zunidchst die geometrischen Stellen
aller jener rechtwinkligen Dreiecke sucht, deren Hypotenuse AC ist. Und
schliesslich wird d die gesuchte Mittlere Proportionale zwischen a und b,
weil sie kiirzere Kathete des rechtwinkligen Dreiecks ABD, und zu gleicher
Zeit lingere Kathete des rechtwinkligen Dreiecks BCD ist, wobei die
Dreiecke ABD und BCD untereinander dhnlich sind.—Zweifellos bildeten
eben diese Gedanken die Grundlage zu der Konstruktion in dem Satz
VI 13. Aber man findet nichts von denselben Gedanken in der nur
scheinbar identischen Konstruktion des Satzes II 14. — Versuchen wir in
dem folgenden jene Gedankenginge zu reproduzieren, die zu der Kon-
struktion in dem Satz II 14 gefiihrt hatten'.

Soll man ein gegebenes Rechteck ab —ohne Anwendung von Pro-
portionen —in flichengleiches Quadrat verwandeln, so denkt man etwa
folgendermassen. Wir haben sozusagen einen Weg hinter uns zu legen.
Gegeben ist unser «Ausgangspunkt», das Rechteck ab. Das «Ziel», zu
dem wir gelangen miissen, ist das dem Rechteck ab flichengleiche
Quadrat, d>. — Man hat das Gefiihl, dass «Ausgangspunkt» und «Ziel»
ziemlich weit voneinander entfernt sind; es gibt sozusagen einen Niveau -
Unterschied zwischen den beiden. Konnten «Ausgangspunkt» und «Ziel»
nicht irgendwie einander nihergebracht werden? Es wire z. B. sogleich
etwas gemeinsames in dem «Ausgangspunkt» und in dem «Ziel», wenn
man sie beide als Ergebnisse je einer geometrischen Operation auffassen

konnte. Wie wird nun sowohl das gegebene Rechteck ab, wie auch das



SYNEAPIA THS 16 MA-I'OY 1968 221

gesuchte Quadrat d’ zum «Krgebnis je einer Operation»? — Wir wollen
es zundchst mit dem Rechteck versuchen.

Man denke an die Subtraktion in den obigen Abbildungen 11 und I2.
Subtrahiert man von einem grdsseren Quadrat x° ein kleineres y°, so
bleibt ein ‘Gnromon’ {ibrig, der jedoch sehr leicht in das Rechteck
(x+v).(x—y) verwandelt werden kann.— Unser Rechteck (ab) unter-
scheidet sich von dem letzteren bloss darin, dass hier anstatt der Qua-
drate, die man auseinander subtrahieren soll —x* und y’—, unmittelbar
die Seiten des Rechtecks a und b gegeben sind. Aber selbstverstandlich
kann man aus den beiden Seiten des Rechtecks auch die Quadrate x* und

y* bekommen :

5 (a tb> and v° — (a ;b> (Siehe die Abb. 12).

Wir fassen also unseren «Ausgangspunkt», das Rechteck ab als die
a—Db
2

Differenz der deiden Quadrate (a—i—b)_( ) auf. So wird der

«Ausgangspunkt» zu dem «Krgebnis einer geometrischen Operation».
(Eigentlich wird eben diese ’T'ransformation des «Ausgangspunktes»

durch den Hilfssatz II g im voraus zustandegebracht!)

Ahnlich kann man auch das «Ziel», zu dem wir gelangen wollen,
d’, als «Ergebnis einer anderen geometrischen Operation» auffassen. Ja,
auch diese andere Operation kann eine Subtraktion sein. Denn {fir das
rechtwinklige Dreieck in unserer Abb. 15 gilt ja der ‘pythagoreische
Lehrsatz’: "= y* 4+ d*. Subtrahiert man darum aus dem Quadrat der
Hypotenuse das Quadrat der einen Kathete, so bekommt man das Qua-
drat der anderen Kathete : a* — y*=d*.— Hat man dies erkannt, so hat
man die I.0sung unserer Aufgabe — das Verwandeln des Rechtecks ab

in flichengleiches Q uadrat — sozusagen schon in der Hand.

Denn vorhin fihrte die Subtraktion der beiden Quadrate auseinan-
der zu einem Rechteck, und jetzt fithrte dieselbe Subtraktion® zu einem
Quadrat. Will man also ein Rechteck ab in flichengleiches Quadrat ver-

wandeln, so besteht die Ldsung daraus, dass man die beiden Ergebnisse

v, s : 5 a-+b\*
miteinander verbindet. Das grissere Quadrat( —t_ ), von dem man

P
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das kleinere subtrahiert, wird das Quadrat auf der Hypotenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks. Dagegen wird das kleinere, das subtrahierte

Quadrat (%) das Quadrat auf der einen Kathete. Aus den beiden

Angaben: Hypotenuse - b und eine Kathete ° ;b soll man die andere

Kathete des rechtwinkligen Dreiecks bekommen (siehe Abb. 16). Das
Quadrat auf dieser anderen Kathete (d) ist flichengleich dem gegebenen
Rechteck ab. Das ist der Sinn der Konstruktion im Satz IT 14.

Man sieht also, dass das Addieren der beiden Seiten des Rechtecks
(a4 b) in dieser Konstruktion (s. Abb. 16) in der Tat einem anderen
Sinn hat, als in dem Satz VI 13 (siehe zu dem leztzeren die Abb. 14).
Dort addierte man die beiden Strecken, weil die Summe a4 b Hypote-
nuse eines rechtwinkligen Dreiecks wurde. Diese Hypotenuse musste in
VI 13 halbiert werden, um den thaletischen Satz anwenden zu konnen.—
Dagegen haben dieselbe Addition und dieselbe Halbierung in 11 14 den Sinn,

dass die halbe Summe der beiden Seiten des Rechtecks : a bselber Hy-

potenuse eines anderen rechtwinkligen Dreiecks wird (A4bb. 16).
Es sei hier als eine interessante ‘I'atsache noch hervorgehoben, dass
in der Konstruktion des Satzes II 14 die Seite jenes kleineren Quadrats

a—b\? ? ;
(rl ), das von dem Quadrat der Hypotenuse <a_—¥> subtrahiert

2
wird, gar nicht besonders konstruiert werden soll. Denn die Strecke zwi-
schen dem Halbierungspunkt von a +b und dem Beriihrungspunkt von a und b

a—b

ist eben: y.

*

Zum Schluss muss ich noch meine friithere Behauptung — dass
ndamlich der Satz II 5 nur einen Hilfssatz, sozusagen einen «Fertighau-
teil» zu dem Beweis des Satzes II 14 darstellt — etwas ndher begriinden.

Es sei vor allem darauf hingewiesen dass KUKLID den II 5 (den
Wortlaut siehe oben am Anfang des I. Kapitels) an einer Zeichnung
erklart und beweist, die in allem wesentlichen meiner 4bb. 12 entspricht.
Mit dieser Abbildung habe ich veranschaulicht, wie die Pythagoreer eine

beliebige Quadratfliche in die Summe eines kleineren Quadrats und eines



SYNEAPIA THI 16 MA'I'OY 1968 223

Gnomons, bzw. in diejenige eines Quadrats und eines Rechtecks auflosten.
Es handelt sich im Grunde eben um dasselbe auch in dem Satz IT 5. Aller-
dings geht EUKLID nicht von einem Quadrat, sondern von einer Strecke
aus, die halbiert und in ungleiche Abschnitte geteilt wird. —Das Teilen in
ungleiche Abschnitte ist offenbar nur die Umkehrung dessen, dass in
II 14 die beiden Seiten des Rechtecks addiert werden. In IT 14 macht
man aus den beiden Seiten des Rechtecks eine Strecke, wihrend in II j
aus der gegebenen Strecke —durch beliebiges Teilen —ein Rechteck
gemacht wird. — Die «Halbierungen» haben in beiden Sitzen — II 5 und
IT 14 — denselben Sinn: auf die halbe Strecke wird jenes grossere Qua-
drat errichtet, von dem ein kleineres subtrahiert werden soll.

Aber noch interessanter ist das folgende. Ich habe schon hervor-

gehoben, dass zu der Anwendung des ‘pythagoreischen I.ehrsatzes’ in

II 14 auch die halbe Differenz der beiden Rechteckseiten (?) notig ist.

(Das Quadrat auf dieser Strecke wird von dem Quadrat der Hypotenuse

<a—|2—b

2
) subtrahiert.) Man braucht jedoch diese Strecke gar nicht beson-

ders zu konstruieren; sie ist die «Strecke zwischen dem Halbierungspunkt
von a~+ b und dem Beriihrungspunkt von a und b». Dasselbe Segment wird
bei EUKLID in II 5 als die «Strecke zwischen den Teilpunkten» bezeichnet.
— Auch diese sprachlich schwerfillige, beinahe unbeholfene Bezeich-
nungsart ist fiir mich ein schlagender Beweis dafiir, dass der alte Geo-
meter den Satz II 5 im Hinblick auf II 14 im voraus aufgestellt und

bewiesen hatte.

V.

Man kdnnte jene Ergebnisse der vorangestellten Untersuchung, die
mir auch von dem Gesichtspunkt der weiteren Forschung aus als wichtig
vorkommen, etwa in den folgenden Punkten zusammenfassen :

1. Der Satz II 5 ist ein rein geometrischer Hilfssatz zu dem Beweis
des Satzes II 14. Es wire irrefithrend, diesen Satz als «ILosung einer
algebraischen Gleichung» aufzufassen. Die algebraische Auslegung —auch
wenn sie dem Satz EUKLIDs dquivalent ist-— verdunkelt den wahren

geometrischen Sinn dieses Satzes, und historisch erweckt sie den fal-
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schen Schein, als hitten die Griechen in voreuklidischer Zeit in der Tat
mit «algebraischen Gleichungen» operiert.

2. Es wurde oben im Kapitel II. auch darauf hingewiesen, dass auch
die tibrigen Sitze der sog. «geometrischen Algebra der Pythagoreer» sich
als rein geometrische Sitze erkliren lassen. Dagegen hat man Spuren
von echt algebraischen Gedankengingen?® aus der voreuklidischen und

Euklidischen Uberlieferung bisher nicht nachweisen kénnen.

3. In einem Punkt werden jedoch die Gedanken von P. TANNERY,
mit denen er die spiteren Spekulationen iiber die angebliche «geometri-
sche Algebra der Griechen» angeregt hatte*’, beibehalten. P. TANNERY
war nimlich der Ansicht, dass diese Art Geometrie ihr Entstehen der
Entdeckung der Inkommensurabilitit zu verdanken hat. Es wurde in der
Tat auch in meiner Arbeit darauf hingewiesen, dass die behandelte
‘Flichengeometrie der Pythagoreer’ das Problem der Inkommensurabi-
litdt ausschaltet und die Benutzung von Proportionen konsequent vermeidet.

4. Jene Vermutungen, die die «geometrische Algebra der Pythago-
reer» als Ubernahme bzw. griechische Weiterentwicklung von urspriing-
lich babylonischen Gedankengingen auffassen wollten, waren voreilig.
Der Zusammenhang dieser Art Kenntnisse mit der «babylonischen Wis-
senschaft» ist in der Wirklichkeit nirgends erwiesen. Im Gegenteil | Man
hat eher den Eindruck, dass die hier behandelte ‘Flichengeometrie der

Pythagoreer’ eine rein griechische Errungenschaft war.
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Anmerkungen

B. L. v.d. Warrpry, Erwachende Wissenschaft, Basel-Stuttgart 1956 196.
Ebd. 1¢8. — Natiirlich geht diese Erklirung auf H. G. Zrvurtaex, bzw. noch
auf P. Tannrry zuriick ; siche unten meine Anm. 6.

In diesem Sinne wird IT 5 natiirlich auch bei Tu. I,. Heatu, Euclid’s Elements
vol. I 382 ff. (Dover Publication) behandelt. Darum redet Hratn {iiber eine
«Geometrical solution of a quadratic equation». Der Unterschied gegen
B. I,. v. d. Wagrrpe~ besteht bloss darin, dass Hraru «Babylon» noch nicht
erwihnt. Er hat ja seine Kompilation noch vor O. NEUGKBAUER zusammenge-
stellt. Siehe die ndchste Anm.

Hingewiesen wird dabei gewdhnlich auf den FEntdecker der sog. babyloni-
schen Algebra: O. NEUGEBAUER, <Zur geometrischen Algebra. Studien zur
Geschichte der antiken Algebra III.», Quellen und Studien zur Gesch. d.
Math. ete. B 3 1936 245 - 259.

Das letztere nach B. I,. v. d. WakrDEN, op. cit. 203.

P. Tannery, «De la solution géométrique des ploblémes du second degré
avant FEuclide», 1882 == Mémoires Scientifiques I. Paris 1912. 254 -280.-—
H. G. Zruraex, dessen «Verdienste» um die Entdeckung der sog. «geometri-
schen Algebra der Griechen» durch O. NEucEBAUER (siehe oben meine Anm. 4)
so fibertrieben hervorgehoben wurden, hat in der Wirklichkeit in seinen
beiden Werken (<Die Iehre von den Kegelschnitten im Altertum, Kopen-
hagen 1886» und «Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter,
Kopenhagen 18¢6» ; ein Auszug aus dem letzteren Werk auch bei O. BrckER,
«Zur Gesch. d. griech. Mathematik, Darmstadt, 1965» 18 ff.) — was die «geo-
metrische Algebra» betrifft — nur den irrefiihrenden Vergleich von P. TANNERY
weitergebaut. (Man hitte sich nimlich erst einmal fragen miissen: inwiefern
tiberhaupt erlaubt ist, im Zusammenhang mit Fukrips geometrischen Konstruktio-
nen itber Losungen von algebraischen Gleichungen zu reden!).

Vgl. B. I,. v. d. WAERDEN, op. cit. zo0z.

Kommentar zu Pratons Staat II. Kapitel 23 und 27.

B. I.. v. d. WaERrDEN, op. cit. 206 ff.

Wie bekannt, hat HrrporraTes von Chios vorgeschlagen: man soll zwischen
einer Zahl und ihrem Doppelten zwei Mittlere Proportionalen einfiigen, und
damit wird das Problem der Wiirfelverdoppelung geltst; vgl. O. Brckrr, Das
mathematische Denken der Antike, Gottingen 1957, 75. — Aber wie kam
HiproxraTEs auf diesen gliicklichen Einfall ? - Offenbar auf dem Wege, dass
er wusste : die planimetrische Aufgabe der Quadratverdoppelung wird dadurch
gelost, dass man zwischen einer Zahl und ihrem Doppelten eine Mittlere
Proportionale einfiigt; das verwandte stereometrische Problem der Wiirfelverdop-
pelung 16st sich also wohl dadurch — so mag HiprogrATES richtig geschlossen

haben —, dass man anstatt einer einzigen zwei Mittlere Proportionalen
)
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zwischen den fraglichen Gréssen (d.h. genauer: zwischen einer Grosse und
ihrem Doppelten) einfiigt.

Ich will natiirlich keineswegs behaupten, dass die Stufe ¢.) auch zeitlich der
Stufe b.) unbedingt vorangehen muss. Die Stufen b.) und c¢.) kénnten sehr
wohl auch gleichaltrig sein. Wichtiger als die Frage der Chronologie — die
sich hier nicht entscheiden 1dsst (denn schliesslich ist ja auch das nicht
unbedingt sicher, dass die sog. «eudoxische Definition der Proportionalitét»
wirklich erst von Eupoxos stammt!) — scheint mir die Tatsache selbst, dass
die Stufe c¢.) den Versuch zeigt, das betreffende Problem ohne Riicksicht auf
Proportionen und auf Imkommensurabilitit zu l6sen.

Ich zitiere den Satz VIII 18 — Kinfachheithalber — in verkiirzter Form.
Vegl. O. BEckrEr, Das mathematische Denken der Antike, 52 ff.

Siehe oben Anm. 6.

Proclus in Eucl. (F) 419, 15- 420, 23 ; aus der modernen I iteratur siehe dazu
Th. I,. Heat, Euclid’s Elements vol. 1, 343 f.

Ich kann mich mit dieser Aufgabe in dem vorliegenden Zusammenhang nicht
eingehender beschéftigen. Man vergleiche jedoch dazu, wie diese in der
historischen Forschung bisher behaudelt wurde, einstweilen Tg. I,. HeaTH,
Fuclid’s Elements vol. 1, 343 ff.

Siehe wieder die vorige Anmerkung !

Wie bekannt, hat J. I,. Hemsrrc («Mathematisches bei Aristoteles», Abhand-
lungen zur Gesch. d. math. Wissenschaften, 18. Heft, ILeipzig 1904) unter
Hinweis auf die beiden wichtigen AristoTeLks - Stellen, De anima 11 2.413a
13-20, und Metaph. B 2.996b 18 -21, den Satz VI 13 fiir den Zlteren und
urspriinglicheren gehalten ; demgegeniiber kénnte—seiner Ansicht nach—1II 14
eine jiingere Variante sein. Derselben Ansicht hat sich auch Tu. I,. Hratu
(«Mathematics in Aristotle», Oxford 1949 191 - 193) angeschlossen. — Ich muss
in diesem Zusammenhang zwei Tatsachen festlegen: 1. der Satz II 14 ist
aller Wahrscheinlichkeit nach alipythagoreisch ; 2. die relative Chronologie der
beiden Sidtze VI 13 und II 14 ldsst sich nicht mit Bestimmtheit entscheiden.
(Siehe auch oben meine Anmerkung 11.) Auch VI 13 kann altpythagoreisch
sein, obwohl zu seinem Beweis bei Fuxiip allerdings die eudoxische Defi-
nition der Proportionalitdt notig ist.

Ich mochte hier dankbar betonen, dass mein Ieitfaden in der folgenden
Rekonstruktion — wie auch sonst in der Rekonstruktion antiker mathema-
tischer Gedankenginge sehr oft — das schdne Biichlein von G. PoLva, «How
to solve it? war. Ich bin {iberhaupt der Ansicht, dass nicht nur die mathe-
matische Heuristik in den Dienst der historischen Forschung gestellt werden
kann, sondern auch umgekehrt: die historische Forschung die keimende
Wissenschaft der Heuristik fordern soll.

Meine Buchstabierung in 4bb. 15 wollte im voraus den Gedankengang fiir

den Ieser erleichtern.
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21.  Y¥cht algebraisch ist z. B. die Interpretation von B. I,. v. d. WAERDEN fiir den
Beweis des Satzes II 14 (Erwachende Wissenschaft 1956, 193 ; oder Science
awakening 1963, 118). Anstatt von Flichen arbeitet hier der moderne Verfasser
mit Produkten aus zwei Faktoren, bzw. mit Grissen zweiten Grades, wobei man die
Gefahr lduft, dass in dem Leser der grundlegende Unterschied der Geome-
trie und der Algebra gar nicht bewusst wird. Natiirlich ist auch der moderne
Beweis von B. I,. v. d. WagrpEN tadellos. Aber mit dem antiken Gedanken-

gang hat er in der Wirklichkeit gar nichts zu tun.

N
[§]

Vgl. oben meine Anmerkung 6.
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