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MAOHMATIKA.— Sur une axiomatique des treillis distributifs, par
Jeanne Ferentinou - Nicolacopoulou *. *Averowvdhdn vmo tod *Axnady-

uairot x. ®il. Baotleiov.

La question de I’axiomatique des treillis a intéressé, comme c’est
bien connu, beaucoup de mathématiciens, qui en ont donné des défini-
tions différentes mais équivalentes. I.es problémes 64, 65, 66 qui avaient
été posés par G. Birkhoff dans son livre [1], ont été le point de départ
d’un nouvel effort pour restreindre le nombre des axiomes des treillis
distributifs, et en particulier des treillis avec uniquement O ou unique-
ment I, ou bien avec O et I.

I.a premiére publication sur ce sujet, aprés l’apparition du livre
de Birkhoff, a été faite en 1950 par Ph. Vassiliou (6], membre de 1’Aca-
démie d’Atheénes. D’autres publications ont suivi en 1951 par R. Croisot [2]
et M. Sholander [4] et dans les années suivantes par S. Rudeanu [3]
et B. Sobocinski [5].

Dans la présente note nous procédons a une introduction axioma-
tique des treillis distributifs avec O, et aussi des treillis distributifs avec I,
en utilisant seulement deux axiomes.

Théoréme 1. Soit A un ensemble non-vide muni de deux lois de compo-
sition internes, qu'on note v et ~. Pour que A soit un treillis distributif
avec O, il faut et il suffit que pour trois éléments quelconques a, b, ¢ de A et

pour quelque élément O de A, les deux égalités suivantes soient vérifiées :
a=an (awb) (1)

an(bwc) = [cn(aw0)] v [br(avO)]. ()

Démonstration

I) Condition nécessaire : elle est évidente.
1I) Condition suffisante : On suppose qu’il existe un élément fixe

(qu’on note O), tel que (1) et (2) soient vérifiées.

IQANNAZ ®EPENTINOY - NIKOAAKOTIOYAOY, ‘Emni &Ewwpotixiic Tivog émipepi-
CTIKDY IKTLWTOV.
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Pour a=b =1c on a suivant (2):
anfawva) = [an(awO)] v [an{awO)].
Mais d’apres (1) cette égalité s’écrit
a == awva. (3)

Donc la loi w satisfait 1’idempotence.
Pour b= c en utilisant les (2) et (3) on obtient

anb = bn(av0); (4)
donc I’égalité (2) s’éerit
ar(buc) = (anc)olanb). (5)
Pour b =a, d’aprés (1) et (3), ona
ana = a. (6)

Donc I’'idempotence est aussi satisfaite par la loi ~ .
En utilisant les (1), (5) et (6), on obtient

a=an (awb) = (anb) v (amna) = (anb)uwa

)
c’est-a-dire

(amnb)vwa=a. ()
En utilisant maintenant successivement les (4), (5), (1) et (7), on obtient
(awb)ma =an[(awb)wO] = (anO)vlan(awb)] = (a~O)va = a.

Donc on la

(awb) ~na =a. (8)

En utilisant les (6), (7), (8) on trouve
av(anb) = [((amb)ua)f\a] o [((amb)ua) ~ (amb)]
et, d’apres (5), on obtient
av(anb) = [(anb)wa] ~ [(amb)ual.
Par conséquent, en utilisant les (6) et (7), on a
av(anb) = a (9)
et, d’aprés les (5), (6) et (g),

an(bwa)=a. (10)
ITAA 1968
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Maintenant, en se servant successivement des (4), (5), (10), (7), on obtient
(bva)na = a n[(bwva)w O] = (anO) v [an (bva)] = (an0O)va=a,
c’est-a-dire

(bwa) na =a. (1)
Des propriétés démontrées résulte la commutativité pour la loi v car,
en utilisant les (8) et (11), on obtient

avwb = [(bwva)na] v [bua) nb]

et par conséquent, d’apres les (5) et (6),

avwb = (bwa)n (bwa) = bwa.
Donc
avb = bwva, (12)

Nous montrerons maintenant que 1’¢lément O de ’ensemble A vérifie
les propriétés

Omna =an0 = 0, (r3)

Ova =av0 = a, (14)
pour chaque a & A,
Pour la démonstration de (13) on utilise successivement les propriétés
(4), (3), (4), (r0) ; de cette facon on obtient

Ona =an(0v0) =an0 = 0n(av0) = 0.

Donc

Ona =an0 =0.
Pour la démonstration de (14) on utilise successivement les propriétés

(rz), (13), (9) et on obtient

Owa =av0 =avu(an0) =a.
Donc
Oua =av0 = a.
La commutativité de la loi ~ est évidente d’aprés les propriétés (4) et
(14); ainsi ’on a
anb = bna. (15)
Les propriétés déja démontrées suffisent [Garrett Birkhoff «Iattice
theory», pag. 136-137] pour prouver l’associativité de w et m et aussi
la distributivité de la loi w par rapport a la loi » .
En effet, d’aprés la méthode suivi dans le livre cité, en utilisant



SYNEAPIA THXY 1 ®EBPOYAPIOY 1968 67

sticcessivement les propriétés (5), (1), (7), (5), (x0), (7), (10), on trouve
an[(awb)uc]l =a, bn[(awb)uc]=Dhb, cn[lawb)uc]=c. (16)

Donc, si on remplace a, b, ¢ par leurs égaux dans aw (bwc), et si on

utilise les proprietés (5), (12) et (15), on obtient
avw(bwe) = [(awb)uc] m[av(bwe)].
De méme, si on utilise les formules
bA[(bwc)wal=Db, cn[(buc)val =c, an[(bwc)val=a, (16)

qu’on obtient en permutant circulairement a, b, ¢ dans (16), et si on

remplace a, b, ¢ par leurs égaux dans (awb)uc, on trouve

(awb)ue = [av(bue)] » [(avwb)wc].
Donc :

av(bwe) = (awb) v e, (17)

c’est-a-dire, ’associativité est satisfaite par la loi .

De la propriété (17) et des propriétés précédentes il résulte

maintenant
(awb) n(ave) = [anf(ave)] v [brfave)] =av][bn(ave)] =

= av[(bma) v (bne)] =[av(bma)] v (brc)=avu(brc).
Donc

av(bne) = (awb) ~(avc), (18)
c’est-a-dire la loi w est distributive par rapport a la loi m .

1, ’associativité de la loi m résulte a présent en vertu de la dualité.

Donc I’ensemble A est bien un treillis distributif avec O.

Théoréme 2. Soit A un ensemble non-vide, muni des deux lois de compo-
sition internes, qu'on note v et ~ . Pour que A soit wun treillis distributif
avec I, il faut et il suffit que pour trois éléments quelconques a, b, ¢ de A et
pour quelque élément I de A, les deux égalités sutvantes soient vérifiées :

a = awv(anb)

av(bne) = [cu(an])] » [bu(anI)].

La démonstration du théoréeme 2 résulte de la loi de dualité.
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NEPIAHWYIZ

‘H dbiopatnn $epelimworg tdv Empeootindv divwordv ué 0, xadog xai
~ 3 -~ -~ A 7 A} ® rd St 2 Ll
v Empegrotn®dy dwtvwt®v ue [, yiverar dua 8o pdvov dbiwpdrov. Amo-
devnvietan 1 loyvg t@v EETig Yewonudrmv :
Qchonua 1. "Iva & i) xevov otvodov A, dpwidwacuévoy ué 6o Suueleis
modeig © xal ~, eivaw mpeototieoy dixtvwtov pé O, modmer xal doxei dia
P -~ 3 ~ \ \ ’, e ¥ d 5 ’ 4
ToydvTa atowyeia a, b, ¢ adrod xail S xdmowov wotouévor (TodAdytoTov év) oTot-
~ ~ ’ \ %
yelov 10D ovvddov A, vo elvar :
a = a n (awb)
an(bwe) =[en(avO)] v [bn(avO)].
Ochpnua 2. “Iva &y un xevoy obvodov A, épwdiacuévoy ué dbo Srueleic
modéeg w xal ~, elvar dmpeotoTinoy Survwtov ué I, mpémer mal apxei dua
/ -~ » ~ \ \ / e 7 3 7 o
TRdYTa aTotyeia a, b, ¢ adTob xal dud xdmotoy HELouEvOY (ToDAdYIoTOY EV) OTOL-
yeiov I 100 owvdlov A, va elvar :
a = av(anb)

av (bne) = [ev(@nI)] ~ [bw(@nT)].

*
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‘O "Axadnuainog x. @iA. Bacideiov xatd v avaxolvoow tiic avortéowm

c

3 ; “ % Ee
goyaotag eime ta €ENg :

To medfinua tiig dEtopanxilg t@V EmueQuotindv Sixtvwtdv Ganoydinoey,
W5 yvwotov, moddovg padnuatiwots, Sidgooa 8¢ loodivana cverhpata GELwpd-
tov, dwt t@v omolov Gollovran ta Empeonnd Suvtvertd, Fouv xaTd AAEOVC
evoetf]. Ot padnuarivol G. Birkhoff xai S. A. Kiss modrtor anédeifav, Sru v
Yewenon Tig TOV yvworov towpedi) «tedectiy Boole» w¢ modby Sixtvwrol, tére
EmueQLotindy dixrvwtov, Egov uéyiotoy nal EddyioTov otoueiov, Sivatar va 6pLod
gl T} Bdoer xal povov tig &v Adyep modfems. “Ev ovveyelg eic 10 neolgnuov oly-
yoappa avrod Lattice Theory — #xdodév 10 modtov 1o 1948 — 6 G. Birkhoff
gmpdreLve mpog Aoy, Og modPinua Bn” dodu. 64, tov meprooonov tod aldoue
@y v’ adrod xai tod S. A. Kiss Sodéviwv afioudrov, modyna 1o 6moilov xal
gmetevydn modypatt v ol Gulotviog 1o 1950. Igdg thv xatedduvvory adrly
eloydodnoav meouitépw mAeiotor padnuatixof, &ml tdv omotwv xal eic v Goylv
avepéodmuey.

Zxomog tiig magovong Gvaxowvmoemg eivar 6 0 TO bg dve mveduo weQLo-
otopog €ig dvo tdv GEiopdrev St tdv 6molwy dtvatar va 6Quodf xatmyooln Tig
gmpeguotin®v duxtvotdv, Exelvav dnh. pé éddyioror i) pé péyotov oroyygiov,

dvev Bpwg g yoNoems 1ol (g dvew uvnuovevouévov towpuerote tehestol Boole.



