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MA®HMATIKA—Une méthode de comparaison et ses applications,
par D. Markovitch*, Beograd. ‘Avexowvadn Um0 tod Axadnuoinod x.

Kovor. I[Taraiodvvov.

1. ’idée et le mode de comparaison.

La comparaison comme notion et méthode de raisonnement est
trés fréquente dans la vie, presque générale. On la rencontre trés souvent a
des conséquences et & des conclusions diverses déduites en comparant deux
situations par leur similitude ou bien par leur contraste. En mathémati-
ques tant plus, on rencontre la comparaison dans toute sa généralité et
comme notion et comme méthode. Il suffit de mentionner par exem-
ple que chaque relation mathématique regardée comme notion, n’est
qu'une comparaison. Il est naturel qu'une classification concréte dans cet
ensemble est possible pour déterminer de plus prés le caractére ou 'espéce
de la comparaison. Comme nous connaissons on compare les éléments par
Pordre, par la grandeur, par la position mutuelle etc. On peut trouver des
exemples mathématiques o1 la comparaison n’est pas seulement la notion,
mais aussi et la méthode de laquelle proviennent les conclusions.

On envisage un ensemble d’expressions, autrement un ensemble de
formes (au sens mathématique). On suppose que parmi eux il existe au
moins une forme qui posséde une ou plusieurs propriétés. Elle sert alors
comme la forme typique, le modéle, plus court comme le type. L’accommo-
dement d’'une élément quelconque de 'ensemble 4 ce type fait, que les pro-
priétés apartenant au type se transportent immédiatement sur I’élément
accomodé. Dans un ensemble de formes il est possible d’avoir plusieurs
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sous ensembles de formes et aussi plusieurs types, chaque type pour un
sous ensemble.

On sait par exemple que la question pratique de calculs des inté-
grales indéfinies se réduit de trouver sa fonction primitive. Cependant en
principe, la méthode consiste en comparaison de la forme différentielle
f(x)dx avec une forme différentielle typique (avec sa formule) conforme-
ment 4 la classe (sous ensemble) & qui la forme appartient. L’intégration se
fait alors immédiatement comme une conséquence par la similitude.

Je me suis occupé et j’ai fait des applications avec 'ensemble de for-

mes, trés souvent rencontrées en mathématiques*

n
1) Si= Z a, by
v=1
a,, b, étant réels.
La forme typique dans cet ensemble est
n
2) A= 21 ay kv )
V=

a, étant réels et k, nonnégatifs, non tous nuls, et assujétis a la condition

n
>k, = 1. Remarquons que le type, peut étre écrit aussi
v=1

3) =zav )‘v\ z)‘v

Ne=1 v=1

si 'on pose dans (2)

kv =')‘v V/Z )‘v

v=1

et si I'on suppose que 2, soient non négatifs et non tous nuls.
Le type a étant la moyenne arithmétique, posseéde la propriété sui-
vante: g
quels que sorent les parameétres ), , la valeur a appartient foujours a
Uintervalle fermé [mM)] ou
4) M=Max{a,}, m=Min|a

1=v=n.

Wi

! Polynomes, séries, les définitions classiques de l'intégrale de Rieman-Stieltjes,
n

formes 2. a, (x).y(¥), des équations différentielles etc.
y—i
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Il est & remarquer que Dintervalle (c’est & dire m respectivement M)
est indépendent des )y et reste invariable pour tout ensemble des varia-
bles Av.

L’accommodement d’un élément de 'ensemble (1) se fait:

a) av, by étant réels, on peut échanger les signes +, —, de maniére
qu'ils deviennent positifs, soit tous ay, soit tous by ;

n

b) en supposant positifs tous les by , on divise s avec o= by (Xby Fo0)

y==1
n n n
5) S/va= Zavbv / va,
v=1 v=1 V=1

et on applique a la seconde partie de (5) la propriété du type (3). 11 suit

6) mo <s< Mo '

donc I'élément s’appartient 4 lintervalle fermé [mo,Mo]. La méme chose
peut se faire en supposant positifs tous les ay .

Comme on voit, il existe une correspondance entre la relation de simi-
litude des intervalles [mo,Mo] et [m,M] d’une part et des éléments corres-
pondants (1) et (2) d’autre part. Les intervalles coincident (6=1) en méme
temps que les éléments (1) et (2). Ce fait nous conduit que nous donnons
a lidée de cette comparaison aussi l'interprétation suivante:

Un élément quelconque de Pensemble (1) est divisé avec un autre

n

élément du méme ensemble, concrétement avec ZCV + o, cy arbitraires et
v=1

non négatifs, pour le réduire a 'élément particulier (3), c’est & dire 4 la for-
me de la moyenne arithmétique. La division peut étre concue comme une
n n

comparaison de 'élément > av by avec > cv qui le réduit 4 la forme ty-
v=1 v=1

n

ique. Puisque il existe un nombre infini d’éléments Y cv, avec lesquels on
pP1q q q
v=1

peut comparer une méme forme, il suit qu’il existera ( en variant cy ) aus-
si un nombre illimité d’intervalles. Dot il vient le nom de comparaison,
mais comme cette comparaison améne quelque élément 4 la moyenne
arithmétique, on peut la nommer /& comparaison a la moyenne arithmétique.

n n
La comparaison de la moyenne arithmétique Zav kv avec Z ey = 1 est
v=t v=1

la comparaison unité.
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2. Applications.

J’ai appliqué cette méthode de comparaison le plus 4 la détermina-
tion des limites superieures resp. inférieures des modules des zéros des po-

lynomes *.
En partant de 1’équation en complexe
7 anz" + an1z" '+ .. .+ azta,=o
on peut former 'inégalité
8) p" L |ana|p™= +. ..+ |a, p+ |ae], lan | =1, |z] =p.

En comparant la seconde partie de l'inégalité avec les divers élé-
ments, on obtiendra aussi les diverses limites superieures.
Ainsi par exemple si la comparaison est effectueé avec le polynome
Qlp) = +. .. topto
cn arbitraires et non négatifs, on obtiendra la lim. sup. des modules des zéros
de (7) par la racine positive de 'équation
P" = MQ(p)
ol M=Max§%:":§
o vsEna=1.
Une modification legére de I'inégalité (8)
(142)p" Z Ap® + |an—i| P14 . . . 4 |ao], Mo
conparée avec le polynéme

Q()=(e+a)", ajo

généralise le théoréme suivant de Birkhoff:

X étant une constante positive et
b f

|an—v| g
a=Max 7
{ ()
1<v<n

la lim. sup. des modules des zéros de 1’équ. (7) est égale 2

a
L3 —

d
‘/1+T =,
La comparaison de l'inégalité ?

lan——1| |an-ZI Eo_\
83). ].S"—_‘p +‘—pn +"‘+pn

avec la série

! Voir Références.
? Voir I’inégalité (8).
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Cy C Cn
S (o) =T+?§—+' = R
convergente a extérieur d'un cercle de centre origine et de rayon ro,
et dont les coefficients cv sont les nombres non négatifs, donne le résultat:
La lim. sup. des modules des zéros de l'equ. (7) est répresentée par

celle des racines positives de I'équation.
1—M: S (p) =0,M=Max{%}
veN
qui rend la série convergente.
Pour les valeurs particuliéres des cy, on obtiendra les limites con-
nues de Montel, Anghelutza et d’autres.
L’inégalité (8 a) comparée avec

G=M+M+...+lﬁi

Cn—1 Cn—2 |col
donne la limite par la racine positive de 1'équ.:

1—0-M(p) =0,
ou

M(p) = Max| 25"}

1<y<n,

Sicy =1, on obtiendra un théoréme de Montel et si ¢y =\:/mv—-7
on obtiendra un théoréme de Walsh.

Les résultats analogues s'obtiendront pour la lim. inférieure des mo-
dules des zéros de I'équ. (7) si on part de 'inégalité
9). lao<laslp+laalp*™+ ...+ an | 6",
et si Pon compare d’une maniére semblable au précédente.

Une des inégalités (8) ou (8a) est comparée directement. Mais la com-
paraison peut étre faite aprés une modification. Ainsi par exemple une des
égalités mentionnées peut étre transformée a l'aide de I'inégalité de Holder,
est puis comparée avec un élément convenablement choisi (voir Référen-
ces [1], [3]).

Un autre exemple montre 'application de la méthode dans la limi-
tation d’un polyndéme trigonométrique, ott on a fait d’abord la transforma-
tion d’Abel, et puis la comparaison [4].

Soit
n
Sn (8) = X av 0",
V=0

ay étant les nombres complexes, et 0 < 0 <.
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Apreés la transformation d’Abel il devient
n
1— o/v+1)8i
Sn (e) = ZAav ___19___'_ ’
. v=0

ou

Av = ay41 — av, antt==o.
On en tire l'inégalité
L—p(vs1001

| 8n (8)| <= i \Aav’.i 1" ot

et si on la compare avec
Ln = |ao—a,| + |a;—as|+ ... |an—1 — an |+ |an |,

il viendra s
Sipaieis

{Sn (e)lf_/— Ln ].\/IB.XJ 92 = Ln

| sing Sin-

Remarque I.— Dans tous les cas en haut on a considéré les sommes
finies. Mais ’ensemble (1) peut étre composé ainsi et des sommes infinies.
On ne change rien en idée. On y ajoute seulement les conditions de con-
vergence.

Remarque II.—L’application de la méthode a été faite indirectement,
c'est a dire les expressions en complexes sont limitées en modules, et les
intervalles (o,M) ainsi obtenues sont positives. Quant aux quantités réeles,
elles peuvent étre comparées directement. Les intervalles sont alors posi-

tifs, resp. négatifs, ou bien positifs et négatifs.

HEPIABWYIE

Awx THig ypnotpomoriceng pids yevinds peddédouv ouyxploswg peTaEd padnpoti-
%Gy popedy 6 cuyypopeds edpionet yevinodg TUTOUE AVWTEPWV QPAYPETWV TGV WMé-
Towy Tdv ptldv wde dhyeBpundic Eotoswg pE wryadiwods suvtedestds. H wédodog
dbvartonr v EmenTadf xal elg &Ahag poppdc.
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MAOHMATIKA. - Factorisation approximative des polyndémes par
une méthode itérative, par D. Markovitch*. *Avexorvd)dn omd Tod

*Axadnuaixot x. Kovor. [araiodvvov.

1 Procédé d’itération. Soit

m

1) Jay,x"=o0

une équation sur le corps C des nombres complexes et x un des ses zéros.
D’une maniére quelconque on peut exprimer x explicitement comme
P(x)

3 B =H

cest 4 dire sous la forme d’une fraction rationelle, le dégré de Q(x) etant
m—1, et le dégré de P(x) m—1 au plus.
Appliquons au second membre de (2) les transformations Tk définies
par
« _ X“'Plx)

3) T 0K

k=1,2,...,a—T.
Il deviendra alors
' P1(X)
4 X =
) 0.(x
ot il faut effectuer au moyen de 1'équation (1) la réduction des puissances
1

)

x™, x™t' .. A puissance x™ ! au plus. Il est possible de répéter les trans-

formations Tk n fois successivement, et ainsi obtenir
P Pn (X)
Qn (X) '
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5) neN

b

EnavaAndeng.
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