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ATA®OPIKH TEQMETPIA.— Sur une classe de congruences de nor-
males associées aux fonctions harmoniques de deux varia-

bles, par Othon Pylarinos*.

RESUME

Cet article est consacré & une étude des congruences de normales non iso-
tropes de I’espace euclidien habituel, E?, sur la surface moyenne de chacune
desquelles les surfaces réglées engendrées par ses droites a parameétre distribu-
teur, p, constant - le méme sur toutes ces surfaces-déterminent un réseau con-
jugué, quelle que soit la valeur constante de p. Les congruences de normales
de E® pourvues de cette propriété sont appelées, dans ce qui suit, congruences du
type Np.

Aprés un exposé préliminaire concernant les congruences de normales et
en particulier les congruences du type Np, il est démontré d’abord que la
surface moyenne de toute congruence du type Np est une surface de translation
engendrée de deux maniéres différentes par la translation d’une courbe imaginaire,
invariable de forme. Ensuite il est démontré qu’a chaque fonction harmonique
de deux variables indépendantes on peut associer un ensemble de congruences
du type Np. Les congruences de cet ensemble correspondent aux fonctions d’une

seule variable satisfaisant a2 une équation différentielle ordinaire du troisiéme
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ordre pour les diverses valeurs =~ 0 de l'unique coefficient constant que cette
équation renferme. Enfin la forme, qu’une fonction harmonique, ¢, des variables
u, v doit avoir, est déterminée, afin que les parametres distributeurs principaux
de toute congruence appartenant a I’ensemble de congruences du type Np associé
a cette fonction harmonique, ¢ (u, v), soient des fonctions de cette méme fon-
ction ¢ seulement et il est démontré que les congruences du type Np ayant cette
propriété avec les congruences dont chacune est engendrée par les normales & sa
surface moyeune, qui sont également du type Np, sont les seules congruences
de normales, sur I’enveloppée moyenne de chacune desquelles les surfaces
réglées engendrées par ses droites 4 paramétre distributeur, p, constant — le
méme sur toutes ces surfaces — déterminent un réseau coujougué, quelle que soit

la valeur constante de p.

1. La congruence de droites réelles, C,, de E?, i laquelle se rap-
portent les considérations suivantes, est, par hypothése, une congruence de
normales non isotrope qui admet comme surface moyenne la surface S défi-
nie, par rapport au systéme des coordonnées Oxyz — choisi comme
systéme de référence fixe dans I’espace E®— par I’équation vectorielle:

¥ = Filwvd (iL:.. 1)

les variables u, v, aux couples de valeurs réelles desquelles dans des
intervalles déterminés correspondent les points de S et les droites de C,,
étant choisies de manieére que les surfaces v =Cte, u=Cte engendrées
par les droites de C, soient ses surfaces développables.

D’aprés I’hypothése faite concernant la congruence C,, ses surfaces
développables v = Cte, u = Cte sont des surfaces réelles, dont les images
sur la surface de la sphére-unité ayant comme centre un point fixe de
E3 dans la représentation sphérique de C, sur elle, forment un réseau
orthogonal [1, p. 277].

* On suppose que T(u,v) ainsi que toute autre fonction vectorielle ou sca-
laire des u, v, qui figure dans cet article, sont pourvues de dérivées par rapport
Au et a v jusqu'a l'ordre trois inclus finies et continues dans les intervalles
considérés et, si f est une fonction des u, v, on désigne par f i j la dérivée de f
de 'ordre i par rapport a u et de l’ordre j par rapport a v.
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Or, si I’on désigne par l(u,v) le vecteur-unité qui détermine le
sens positif sur la direction de la génératrice courante [(u,v) de C,, et
par t(u,v), g(u,v) les vecteurs-unités qui au point courant de ’image
sphérique X de C, sur la surface de la sphére-unité ayant 1’origine O du
systeme Oxyz comme centre (décrite par ’extrémité du vecteur I (u, v)
mené du point O) déterminent les sens positifs sur les directions des
tangentes aux courbes v=Cte, u=Cte tracées sur la surface ¥ et issues
de ce point, d’apres les hypothéses faites, on aura:

B=g?=0I=1, tXg=gxXl=Ixt=0, tAg=c¢l,** (1.2

ott e=-+1 ou —1, et on peut choisir I’orientation sur les courbes v==Cte,

u=Cte tracées sur la surface sphérique X de maniére que 1’on ait:
tAng=1. (1. 3)

Ainsi le systéme des trois vecteurs f, g, I, qui pour chaque couple
de valeurs des u, v dans les intervalles considérés, d’aprés les relations
(1. 2), est trirectangle, est en outre, d’aprés (1. 3), dans "ordre indiqué,
direct.

Cela étant les dérivées l,, I, du vecteur l(u,v), qui en chaque
point de I’image sphérique ¥ de C, sont respectivement paralléles aux
tangentes aux courbes v = Cte, u = Cte tracées sur la surface = et issues
de ce point, seront liées aux vecteurs-unités f, g par deux relations

de la forme:
l,=aft, I,=0bg (1. 4)

oli a, b sont des fonctions scalaires des u, v, dont aucune, d’aprés I’hypo-
these faite concermant la congruence C,, ne s’annule identiquement.
Ces deux fonctions, a, b des u, v doivent satisfaire d’une part
a 1’équation :
b, a, =
——IJ + [—b—] + ab = 0 (1 D)
u v

a

qui exprime que la surface (sphérique) X, le carré de I’élément linéaire
de laquelle, en vertu des (l.2) et (1.4), est de la forme:

do® = a?du? + b*dv? (1. 6)

# Les notations t/\g, T X g désignent les produits, vectoriel et scalaire,
des vecteurs €, respectivement.
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est une surface a courbure totale constante = -1, et d’autre part avec
les fonctions vectorielles T, g, I des u,v — comme on le reconnait facile-
ment en ayant égard aux (1.2) et (1.4) [3, p. 6] — aux équations:

f ____a'"— az f —i'
u b g ) v a £,
1.7
_ Ay = bu- ( )
guz‘—t, g‘:'—"—‘t"bl.
b a

De méme les dérivées T,, ¥, du second membre 7 (u,v) de I’équa-
tion (1.1) de la surface S peuvent s’écrire sous la forme des fonctions
linéaires et homogénes des trois vecteurs t, g, [ :

fu = tlf—*—glz +lll, ?v = t2f+g2§ + lgl, (1. 8)

ou ty, g1, I, ta, g2, Iy sont des fonctions scalaires des u, v, qui doivent
satisfaire avec les vecteurs T, g, | a la condition de compatibilité des
deux équations (1. 8).

Les scalaires g;, ty, que les formules (1. 8) renferment, sont néces-
sairement, d’aprés les hypothéses faites, tous les deux =0. On le con-
state, si 1’on exprime, en ayant égard aux (1. 2), (1.4) et (1.8), que les
surfaces v = Cte, u= Cte engendrées par les droites de C, sont ses sur-
faces développables. En outre les deux autres scalaires, t;, gs, qui y figu-
rent, sont nécessairement liés a4 a, b par la relation t;b 4 gea = 0, puisque
S est, par hypothése, la surface moyenne de C, [3, p. 17].

Il en résulte que les équations (1. 8), si ’on tient compte que 1’on a
21=1t=0, t;b }g,a=0 et que ’on pose:

B B e (1.9

ot p,y est une fonction des u, v, qui ne s’annule pas identiquement puis-
que C, est une congruence de normales non isotrope, acqui¢rent dans le
cas envisagé la forme:

Ty = —apet + llly fy, = bpeZ 'J(‘lzla (1. 10)

les scalaires py, /1, &, qui y figurent, étant des fonctions des u, v, qui
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doivent satisfaire avec a(u,v), b(u,v) aux trois équations aux dérivées

partielles :
Po, by A Pa, 2y Iy
=—2 S S QU k. N SR G R B |
Po b Po Po a Po = * ( )

qui se déduisent, & I’aide des (1.4) et (1.7), de la condition de compati-
bilité des deux équations (1. 10).

Les équations (1.10), lorsque les scalaires a, b, lj, Iy, p, et les vec-
teurs t, g, I qui y figurent sont des fonctions des u, v satisfaisant aux
équations (1.5), (1.11) et (1.2), (1.4), (1.7) respectivement, déterminent
a une translation prés la surface S par rapport au systéme de référence
fixe Oxyz; aussi peut-on admettre, dans 1’étude qui suit et qui a trait a
des propriétés intrinséques i la congruence considérée, que sa surface
moyenne S est définie par rapport au systéme Oxyz soit par une équa-
tion de la forme (1.1) soit par deux équations de la forme (1.10) indiffé-
rement, a condition, dans le second cas, que les fonctions vectorielles et
scalaires des u, v, que ces deux équations renderment, vérifient les équa-
tions qui viennent d’étre signalées.

Cela étant, le parameétre distributeur, p, sur la génératrice courante
I(u,v) de C,, de la surface réglée engendrée par des droites de C, et
issue de la droite I, sur laquelle v est une certaine fonction de
u:v = v(u), est donnée par la formule:

_ 2abpyu
o (1.12)
olt g = gZ—, (1. 13)

pour les valeurs des u, v, auxquelles la droite / de C, correspond.

De I'expression (1.12) de p, a laquelle on parvient en appliquant
la formule connue [5, p. 192] et en ayant égard aux expressions (1. 4) et
(1.10) des dérivées I,, I, et 7,, ¥, du vecteur l(u,v) et du second
membre 7 (u,v) de I’équation (1.1) de la surface moyenne S de C,, en
tenant compte que les paramétres distributeurs principaux, p;, pe de C,
sur sa génératrice [, d’aprés leur définition, sont les extréma de p consi-
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o : dv s _—
déré comme fonction de w= ——, on déduit aussitét que les valeurs

du
Uy, Up de u, auxquelles p;, py correspondent, sont :

a

e =+ 2

(1.14)
et que, par conséquent, les paramétres distributeurs principaux, p;, ps de C,,
d’apres (1. 12), sont:

P1= Po, P2 = — Do, (1-15)

ol py est la fonction (1.9) des u, v, qui, dans le cas envisagé-comme nous
I’avons déja signalé - ne peut pas s’annuler identiquement.

Par ailleurs, d’aprés la formule (1. 12), les surfaces réglées engen-
drées par les droites de C,, & parameétre distributeur, p, constant — le
méme sur toutes ces surfaces— sont les surfaces engendrées par les
droites de C, sur chacune desquelles v est une fonction de u:v = v (u),
satisfaisant a 1’équation différentielle:

cfa?du® 4+ bzdvz}—Qabpodudv =10, (1.16)

ou ¢ est la valeur considérée de p sur toutes ces surfaces.

1. équation différentielle (1. 16) pour chaque valeur de ¢ détermine
deux systémes de 2! surfaces réglées engendrées par les droites de C,
sur les génératrices de chacune desquelles son parameétre distributeur, p,
est constamment égal 4 la valeur considérée de c. Ces deux systémes de
surfaces sont en général distincts et déterminent sur la surface moyenne
S de C, un réseau ; ils ne se confondent, d’aprés I’équation (1. 16), que si
— et seulement si— pg(u, v) est une constante et que 1’on ait ¢ = -+ p,
ou —pg-

Donc 1’équation (1.16) pour les diverses valeurs de la constante ¢
qu’elle renferme, détermine sur la surface moyenne S de C, un ensemble
de réseaux dont chacun correspond 4 une — et une seule — valeur de c.
Dans ce qui suit les réseaux de cet ensemble sur la surface moyenne de
la congruence sont appelés — pour abréger — réseaux R, .

Cela étant, pour que sur la surface moyenne S de C, le réseau R,
correspondant & une certaine valeur de c soit conjugué, il faut et il suffit
que les coefficients L, M, N de la seconde forme différentielle fonda-
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mentale de la surface S définie par 1’équation (l.1) soient des fonctions

des u, v vérifiant avec les fonctions a, b, p, des u, v I’éguation:
c{Lb*+4 Na?} 4 2abpyM = 0 (1.17)

pour la valeur considérée de c, a laquelle on parvient si 1’on exprime
que la condition bien connue, qui est nécessaire et suffisante afin qu’un
réseau de courbes tracées sur S soit conjugué, est remplie par les racines

. d
Wy, wy de I’équation (1.16) en p = =L pour cette valeur de c.

du
De 1’équation (1.17), qui est linéaire en ¢, compte tenu du fait que,
d’apreés ’hypothese faite concernant la congruence C,, aucune de fonc-
tions a, b, p, des u, v n’est =0, résulte que pour que sur la surface S
tous les réseaux R, soient conjugués et, par conséquent, pour que la con-
gruence de normales considerée soit une congruence du type N, , il faut et il

suffit que 1’on ait:
M =0, Lb%2 -+ Na%2 =0, (1.18)

les coefficients 1., N étant des fonctions des u, v dont aucune ne s’annule
identiquement lorsque S est une surface courbe.

Si les conditions (1.18) sont remplies, C, est nécessairement une
congruence de Ribaucour, car, d’aprés la premiére condition (1.18), le
réseau de courbes, que les surfaces développables v = Cte, u= Cte de C,
déterminent sur sa surface moyenne S, est conjugué et cette propriété
caractérise — comme on sait [1, p. 309] — les congruences de Ribaucour.

Donc, dans ce cas, la congruence de normales C, est nécessairement
une congruence normale de Ribaucour et, cela étant, le réseau formé
par les images des surfaces développables v = Cte, u=Cte de C, sur la
surface de la sphére-unité considérée, dans la représentation sphérique
de C, sur elle, doit étre isotherme, car cette propriété caractérise les
congruences de normales, qui sont a la fois des congruences de Ribau-
cour [2, p. 422].

Or, si les conditions (1.18) sont remplies, d’aprés les constatations
précédentes, on peut faire correspondre les droites de C, aux couples de
valeurs des deux variables u, v telles que, les surfaces v = Cte, u = Cte
engendrées par les droites de C, étant ses surfaces développables, dans
les formules (1.4) on ait:

a = b= kua, v). (L. 19)
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Ainsi le carré de I’élément linéaire (1.6) de I’image sphérique X

de C, acquiert la forme :
do? = A%(du® + dv?), (1. 20)

le coefficient unique A qui y figure, étant une fonction des u, v, qui doit

satisfaire d’une part a 1’équation:

(), (3) o=

et d’autre part avec les fonctions vectorielles §, g, I des u, v aux

équations :
) e I e
tu*— ;\ g—-;\l, Ey = }\, ty lll_;\ty
1.22
f,= g 7, = — gyl I, =g g
v )\ E) g\‘_‘ ;\ ) W = E)

auxquelles se raménent, grice aux (1.19), [’équation (1.5H) et les équa-
tions (1.4), (1.7) respectivement.

En outre la fonction A(u,v) doit satisfaire avec les fonctions
Do, &1, l des u, v aux équations :

Po,
Po

;s. l Po, A. l
gl B B gle & g 909
» T’ B Booome 0 (1.28)
qui s’obtiennent, a 1’aide des (1.22), de la condition de compatibilité

des deux équations :
?u:~}\p0f+lll, T\"—_lpoﬁ‘f—l2ly (1.24)

auxquelles se rameénent, griace aux (1.19), les équations (1.10) qui expri-
ment les dérivées 7,, ¥, du second membre ¥ (u,v) de 1’équation (1.1)
de la surface moyenne S de C,.

Enfin, des deux conditions (1.18) — qui, par hypothése, sont remp-
lies — la premiére est identiquement vérifiée, puisque C, est une con-
gruence normale de Ribaucour et les surfaces v=Cte, u=Cte engendrées
par les droites de C, sont ses surfaces développables, tandis que la
seconde, en vertu des (1.19), acquiert la forme:

L+N=0 {1. 25)
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ou finalement, si I’on y remplace I, N par leurs expressions comme
fonctions des dérivées 7,, T, et F,2, T,» du second membre ¥ (u,v) de

I’équation (1. 1) de la surface S, la forme:
(?u2 + fvi) X (Fu /\ f‘.) = O . (1. 26)

Mais la différentiation de la premiére équation (1.24) par rapport
4 u et de la seconde par rapport a v conduit, & l’aide des (1.22) et
(1. 23), aux équations:

fu? = Pohuf + DA + (ll.l ~+ po }?) l,

fr=—pohut—po g +(12v *‘po)‘z) l:

(1. 27)

et la condition (1.26), si I’on y substitue les dérivées F,, T, et Ty2, Fy?
par leurs valeurs (1.24) et (l.27), devient:

llll + l2v == 0. (1 28)

D’autre part, si la congruence considérée C, est une congruence
normale de Ribaucour dont la surface moyenne est définie par les équa-
tions (1. 24) et que des quatre fonctions scalaires A, py, 4, L des u, v,
qui figurent dans ces équations et vérifient les équations (1.21) et (1.23),
les deux dernieéres [;, I, vérifient en plus 1’équation (1.28), il est aisé
de reconnaitre, a ’aide des (1.22) et (1.23), que les conditions (L. 18)
— qui sont nécessaires et suffisantes afin que C, soit une congruence du
type N, — sont remplies.

On peut donc, en tenant compte du fait que toute congruence du
type N, est nécessairement une congruence normale de Ribaucour,

énoncer le:

Théoréme 1.— Afin qu’une congruence normale de Ribaucour, dont
la surface moyenne par un choix convenable des variables u, v, aux couples de
valeurs desquelles correspondent ses droites, est définie par deux équations de la
forme (1. 24), soit une congruence du type N, , il faut et il suffit que les deux
derniéres 1y, ly des quatre fonctions scalaires 1, py, l;, ly des u,v, qui figu-
rent dans ces équations et vérifient les équations (1.21) et (1.23), vérifient

en plus I’équation (1. 28).
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Remarque.—Si la surface moyenne de la congruence de nor-
males C, est définie par les équations (1. 24), I’équation (1. 28), & laquelle
les fonctions [, /, des u, v, que ces équations renferment, doivent sati-
sfaire si C, est une congruence du type N, , jointe 2 la troisi¢me équa-
tion (1.23) a laquelle ces deux fonctions des u, v doivent également
satisfaire, exprime que la fonction Uy (u,v)—ily(u,v) est une fonction ana-
lytique de la variable compléxe u - iv, ou — ce qui revient au méme — que
li(u,v), —ly(u,v) sont deux fonctions harmoniques conjuguées des variables

u, v dans les intervalles considérés.

2. Supposons maintenant que la congruence considérée C, — qui
admet la surface S définie par I’équation (1.1) comme surface moyenne
et les surfaces v =Cte, u = Cte engendrées par ses droites comme surfa-
ces développables — soit une congruence normale de Ribaucour.

Les suppositions faites permettent d’admettre en plus — d’apreés ce
qui est exposé dans le paragraphe 1 — que les variables u, v, aux couples
de valeurs desquelles dans des intervalles déterminés correspondent les
droites de C,, ont été choisies de maniére que les expressions (1.4) et
(1. 10) des dérivées L., I, du vecteur I(u,v) qui détermine le sens positif
sur la direction de la génératrice courante I(u,v) de C, et du second
membre ¥ (u,v) de 1’équation (1.1) de sa surface moyenne S, acquiérent
la forme (1.22) et (1.23) respectivement.

Cela étant, si ’on fait correspondre les droites de C, aux couples
de valeurs des variables a, § liées aux variables u, v par les relations:

a=u-+iv, fp=u—iv, (2.1)

on obtient, a 1’aide des (1. 22) et (2. 1), pour les dérivées l,, Iz du vec-
teur I, considéré comme fonction des a, B, les expressions :

l,—il, /S I,k 2, N s o
lu:—‘—'%z—?—(t—lg)) lﬁ=%=—2—(t+1§) (22)

Or, si 1’on pose:

t—ig
= . ) = = E’y 2.3
Vs V3 &8
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on peut écrire les équations (2. 2) sous la forme :

AN WU WA

Ve

}\
— g’ 2. ¢
2 g’ ( 4)
tandis que 1’on a:

Fag =1, (2. D)

-7

Les équations (2.4) montrent que les vecteurs t’, 8" en chaque point
de I’image sphérique ¥ de C, sur la surface de la sphére —unité consi-
dérée dans le paragraphe |, sont respectivement paralléles aux tangentes
aux courbes = Cte, a=Cte tracées sur la surface T et issues de ce
point, les courbes = Cte, a = Cte tracées sur la surface sphérique X étant

les lignes de longueur nulle de cette surface.

En outre, en faisant usage des (l.22), (1.23) et (2.1), (2.3), (2.4),
on obtient pour les dérivées du premier ordre par rapport 4 a et 4  des

vecteurs t, g et du second membre de 1’4quation (l1.1) de la surface

moyenne S de C,, considérés comme fonctions des a, §, les expressions :

T — Vi A
=1, B=—7" _V§l'
(2. 6)
T ATy )\‘1 —/__+_ » }\ l 54 — )\’3 =
La ;\ g 1V2 ) s — 7\ g
et
_ A L —il, l +1l2 -
Fy = —ipg——§ /. = — % I. (2.7
Py + T = ~Wgm V '+ (2. 7)

Cela étant, la différentiation de la premiére équation (2.7) par
rapport a f et de la seconde par rapport a a conduit, & 1’aide des (2. 4)
et (2.6), aux équations:

i L — il, T
(2. 8)
I+ il :
= VI§ [(lpo)u—l-poka 11_1;_‘]5'+(lﬁ;_112)u,

et la condition de compatibilité des deux équations (2.7) implique, eu
égard aux (2.5) et (2.8), que les scalaires A, py, /i, Iy, quiy figurent,
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considérés comme fonctions des a, 3, doivent satisfaire aux équations:

L+il, L — il
(el + poha—2 2522 =0, Gpaymts—it gt =0, | oo
(h—ib)s = (L + il)a.
Mais, en vertu des (1.24) et (2.1), on a:
T (hy, —ibly) +ilh,—ib)  h,+0,
( =" 2)‘3 — 2 = 2
. g : (2.10)
. (llu il ) = il 41 lzv) by + 1o,
(h+i lz)u = 9 = B} .
On aura donc, grice aux (2.9) et (2.10):
L, +1
Top = Tpa = ‘—4—2— l, (2. 11)

et on déduit de 12, en ayant égard aux hypothéses faites concernant la
congruence C, et les variables u, v, aux couples de valeurs desquelles
correspondent ses droites, que, si C, est une congruence du type N,
d’aprés le théoréme I, on aura:

fap = 0 (2.12)

ce qui montre que, dans ce cas, le second membre de 1’équation (1. 1) de
la surface moyenne S de C, est nécessairement une fonction des a, f
de la forme:

T (a,B) = 7y(a) + 72(B) (2.13)

et que, par conséquent, S est une surface de translation engendrée de
deux manieres différentes par la translation d’une courbe imaginaire
invariable de forme. Les diverses positions de ces deux courbes imagi-
naires sur la surface S sont les courbes f = Cte, a = Cte tracées sur elle,
qui admettent comme images, dans la représentation sphérique de la
congruence, les lignes de longueur nulle de son image sphérique.

On peut donc formuler le

Théoréme II.— La surface moyenne de toute congruence du type N,
est une surface de translation engendrée de deux maniéres différentes par la

translation d’une courbe imaginaire invariable de forme. Les diverses positions
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des deux courbes imaginaires qui engendrent cette surface, admetient comme
images, dans la représentation sphérique de la congruence, les lignes de lon-

gueur nulle de son image sphérique.

Par ailleurs, si la surface moyenne S de la congruence considérée
Cn —qui, par hypothése, est une congruence normale de Ribaucour —
est définie par les équations (1.24), d’aprés les deux premiéres équations
(1. 23) auxquelles doivent satisfaire les fonctions scalaires A, po, /i, I
; . l l
des u, v, que les équations (1. 24) renferment, les fonctions ——pL’ p—2
0 0
sont les dérivées du premier ordre par rapport 4 u et 4 v d’une méme
fonction f(u,v):
Lo _ ly

uy === = f\', 2.14
Po Po ( )

qui est liée aux fonctions X, p, des u, v par une relation de la forme:
Pl = ¢’et, (2. 15)

ol ¢’ est une constante nécessairement == 0.

Si I, I,=0, la fonction f(u, v) se réduit & une constante et, d’aprés
les équations (1. 24), la congruence C, est engendrée par les normales
a sa surface moyenne S. Dans ce cas, la surface S est une surface minima
et la congruence C, engendrée par les normales &4 S est une congruence
du type N, [4, p. 173].

Si I, Iy ne sont pas tous les deux =0, la fonction f(u, v), d’apreés
les relations (2. 14), doit satisfaire a I’équation aux dérivées partielles:

12 fu + ll fv = 0 (2 16)

et, au cas ou C, est une congruence du type N, , I’équation différentielle

ordinaire :
Lhdu—lydv = 0 (2.17)

a 1’ intégration de laquelle se raméne 1’ intégration de 1’équation (2. 16),

admet la fonction ——— des u, v comme facteur intégrant.

2
1 2

En effet, on reconnait aussitdt, en tenant compte que, dans ce cas,
les fonctions [, I, des u, v, qui figurent dans 1’équation (1. 16), vérifient
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la troisiéme équation (1.23), et — d’aprés le théoréme I — 1’équation
(1. 28), que la condition nécessaire et suffisante:

e, i)
ARl (A8l

. . 1 o L ’ 3 7
afin que la fonction ———— des u, v soit un facteur intégrant de I’équa-

1 2
tion différentielle (2. 17), est remplie.
Donc, si C, est une congruence du type N,, qui n’est pas engen-
drée par les normales & sa surface moyenne S, la fonction f(u,v) qui
figure dans la relation (2. 15) et vérifie I’équation (2. 16) est une fonction

de la seule fonction @ (u, v):
f=1flo), (2.18)

dont les dérivées du premier ordre par rapport a u et a v sont:

l l

1 2
— va = ———, (2- 19
ELE T )

@y =
Cela étant on obtient pour les dérivées ¢ ., @. de la fonction

¢ (u,v) les expressions:

q)u2 _ l]u (l; - l?) = 2 ll 12 Zzu —— lzv (l::; —lf) + 2 ll 12 llv (2. 20)

- @+ B

et on déduit de 1a que, dans le cas envisagé, la fonction ¢(u,v) vérifie,
en vertu de (1.28) et de la troisiéme équation (1.24), I’équation aux

dérivées partielles :
P2 + P, = 0.

Donc ¢ est une fonction harmonique des variables u, v.
Par ailleurs, dans ce cas, les deux relations (2.14) qui, grice a

(2. 18), acquiérent la forme :

Zl=_‘pnf(Pn. lz=pof¢’v,* (2-21)

* Les points désignent les dérivées par rapport a la variable q.

1144 1979
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se rameénent, si 'on y remplace ¢,, ¢, par leurs valeurs (2.19), 4 la
relation :

pof = — (I} + I3) (2. 22)

et la relation (2. 15), si I’on y porte la valeur de p, tirée de (2. 22), devient:

’

2 S —t£

e e
N4

(2. 23)

Mais, cela étant, on obtient, 4 1’aide des (2.18) et (2.19), pour les

dérivées logarithmiques par rapport & u et & v de A (u, v) les expressions:

" | —
3\ - 2 [_f+ f: ]q‘)u—llu q9u+12u (pv’
. (2. 24)
Ay 1 : f
P = 9 [—f-F i}@v—llv N
‘ e ERY [ h e
et de 1a pour les dérivées =)o\ les expressions :
L,)__]'l ; 'f']g 1[ ; 'f']
<}\ u_ 2 f+ f cpu_Jf_ 9 —f+ f q)u?
- 11112 (pll + l2u? (pv e llU cpl'l? + lzll (pu\'
(2. 25)

(2)- Hte T 3 i o

—llv? P, . lzv2 $o == ll‘, Puv . lzv P2 -

Ainsi, grice aux (2.23) et (2.25), I’équation aux dérivées partiel-
les (1.21), a laquelle doit satisfaire la fonction A(u,v), se réduit, a 1’aide
des (1.24), (1.28), (2.19), (2. 20) et du fait que, d’aprés la remarque finale
du paragraphe 1, ;, [, sont, dans le cas envisagé, des fonctions harmo-
niques des u, v, a I’équation différentielle ordinaire:

[~f'—l—%l—2c’e_ff' =0, (2. 26)

a laquelle doit satisfaire f considérée comme fonction de ¢, la constante
unique ¢’, qu’elle renferme, étant nécessairement s~ 0.
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1.’ intégration de ’équation (2.26) s’obtient par des quadratures,
quelle que soit la valeur =0 de la constante ¢’; on le voit aussitot en

tenant compte que cette équation, si 1’on pose ;

e—f(q’) e 0'((0), (2‘ 27)
se raméne a 1’équation :
. 0 R
[—.—]—{—2(:0:0. (2. 28)
o
D’autre part, il est aisé de reconnaitre que les quatre fonctions
des u, v:
1
do B o
AZ{CE;(CPHI-CP]» B = el
(@3 + )5 |
} (2. 29)
i e - ', |
el R A

ol ¢’ est une constante s~0, ¢ une fonction des u, v et f une fonction
de @(u,v), vérifient les équations (1.21), (1.23) et (1.28), lorsque ¢ est
une fonction harmonique des u, v et ¢ est une fonction de ¢ satisfaisant
A 1’équation différentielle (2. 28) pour la valeur considérée de la con-
stante c’.

Or, si I’on considére quatre fonctions des u, v de la forme (2.29),
en supposant que des deux fonctions @ (u,v) et o(p) qui y figurent, la
premiére soit une fonction harmonique des u, v et la seconde une fonction
de ¢(u,v) satisfaisant a 1’équation différentielle (2. 28) pour une valeur
donnée =0 de ¢’ et que I’on choisisse les coordonnées curvilignes u, v
sur la surface de la sphére-unité considérée ou sur une partie ¥ de cette
surface de maniére que le carré de son élément linéaire affecte la forme
(1.20), le coefficient unique A qui y figure étant la premiére de quatre
fonctions considérées des u, v, au réseau (u, v) sur la surface sphérique
3, qui est isotherme, on peut associer une congruence du type N, définie
A une translation prés par rapport au systéeme de référence Oxyz. La
surface moyenne de cette congruence est la surface S définie a une
translation prés par les équations compatibles, que 1’on obtient des deux
équations (1. 24) en y remplacant les scalaires A, po, I, Iy et les vecteurs
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t, g, I qui y figurent par les quatre fonctions des u, v considérées et par
les vecteurs-unités qui, au point courant de la surface X, déterminent les
sens positifs sur les directions des tangentes aux courbes v=Cte, u=Cte
tracées sur X et issues de ce point et de la normale a £ en ce méme
point respectivement. Les surfaces S, ¥ sont représentées, 'une sur
I’autre, de maniére que deux points homologues des deux surfaces, dans
cette représentation, correspondent 4 un méme couple de valeurs des
u, v, la droite de la congruence issue de chaque point de la surface S
étant paralléle a4 la normale A la surface ¥ au point homologue de ce
point de S.

Les considérations précédentes permettent d’énoncer le

Théoréme IIl.— A chaque fonction harmonique de deux variables
indépendantes on peut associer un ensemble de congruences du type N, . Les
congruences de cet ensemble correspondent aux fonctions d’une seule variable
satisfaisant & Uéquation différentielle ordinaire du troisiéme ordre (2.28) pour

les diverses valeurs =0 du coefficient unique ¢’ que cette équation renferme.

3. Supposons enfin que [’enveloppée moyenne de la congruence de
normales considérée C, soit une surface S’ qui ne se confond pas avec la
surface moyenne S de C,,.

L’équation vectorielle par rapport au systéme de référence Oxyz
de I’enveloppée moyenne S" de C, peut s’écrire — comme on le reconnait
facilement [4, p. 181] — sous la forme:

?’:?'(u,v)=?(u,v)—{—é‘—f+—f}1gf, (3.1)
ou f(u,v) est le second membre de 1’ équation (1.1) de la surface
moyenne S de C, et a, b, {;, I, sont les fonctions scalaires des u, v, qui
avec pofu,v) et les vecteurs ¥, g, I figurent dans les expressions (1.10)
des derivées T,, T, de 7 (u,V).

I’ enveloppée moyenne S’ de C,, d’aprés son équation (3.1), ne se
confond avec la surface moyenne S de C, que si — et seulement si —
LLb=1,=0. Dans ce cas C, est engendrée par les normales 4 sa surface
moyenne S et elle est — comme nous 1’avons déja signalé dans le para-
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graphe 2 — une congruence du type N, ; par conséquent tous les réseaux
Ry sur la surface moyenne de C,, qui, dans ce cas, est a la fois son envelop-
pée moyenne, sont conjugués.

Or, si l;(u, v), ly(u, v) ne sont pas toutes les deux =0, 1’enveloppée
moyenne S’ de C, ne coincide pas avec sa surface moyenne S et, d’aprés
sa définition, elle est représentée sur la surface moyenne S de C, de
maniére que le point de S’ homologue, dans cette représentation, du
point courant de S est le point de contact de S" avec le plan perpendicu-

laire a4 la droite de C, issue de ce point de S en ce méme point.

Dans cette représentation des surfaces S, S’, I’une sur 1’autre, deux
points homologues de ces surfaces correspondent a un méme couple de
valeurs des u, v ; par suite 1’équation (1.16) qui pour une certaine valeur
de la constante ¢ qu’elle renferme est — d’aprés ce qui est exposé dans
le paragraphe 1 — I’équation différentielle du réseau de courbes que les
surfaces réglées engendrées par les droites de C, & paramétre distributeur
constant : p=c déterminent sur sa surface moyenne S, est aussi 1’équa-
tion différentielle du réseau de courbes que ces mémes surfaces détermi-
nent sur 1’enveloppée moyenne S’ de C,.

Cela étant, si 1/, M’, N’ sont les coefficients de la seconde forme
différentielle fondamentale de la surface S’ définie par 1’équation (3.1),
pour que le réseau défini sur elle par 1’équation différentielle (1.16) pour
une certaine valeur de c soit conjugué, il faut et il suffit, d’aprés ce qui
est exposé dans le paragraphe 1, que ’on ait:

c{L'b?+ N'a%} 4+ 2abp,M' =0, (3.2)

et de 1a on déduit aussitot que pour que ce réseau de courbes tracées
sur la surface S’ soit conjugué quelle que soit la valeur de c, il faut
et il suffit que 1’on ait:

M =0, L'b24+Na=0. (3.3)

Donc, si I’enveloppée moyenne de C, est une surface S’, sur laquelle
les surfaces réglées engendrées par les droites de C, & paramétre distri-
buteur, p, constant — le méme sur toutes ces surfaces — déterminent un
réseatt conjugué, quelle que soit la valeur constante de p, le second
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membre 7'(u,v) de I’équation (3.1) de S’ doit étre une fonction des u, v
satisfaisant, d’aprés la premiére condition (3. 3), 4 I’équation:
Bow X (T AR = 0, (3. 4)
et avec a(u, v), b(u,v), d’aprés la seconde condition (3. 3), a I’équation:
(F2b24t2a?) X (Fn ATy = 0. (3.D)

Mais en différentiant 1’équation (3.1) par rapport a u et a v on
obtient, a 1’aide des (1.7) et (1.10), les équations:

p- l Qv [.& l Ay N e - —
Ty = _3Pu+(;>“+ Ly bz]t‘*_[(«:)u‘ll ag] E=ht+wme,
1 (3. 6)
L Iy by 1. l iy — .
= (o) k[ ot () 4 R =t e
et de la les équations :
Bor = [}‘1u+”1 Z‘l; T4, — M T)—v g§—alyl,
/ lu - bu>
Ty = )‘-1\.' 51 ; t+ l‘lv+>\l ; E—bullr
(3.7)

E 1 R -
f\’-u= )\2‘1—1—“2%’ E“"‘ Mgu'—}\gg]g_a}\zl,
e N I L ol [N }

3

mier et du second ordre par rapport & u et &4 v de ¥ (u,v) par leurs
valeurs (3. 6) et (3.7), et que l’on tienne compte de ce que l’on a
Mg — Asuy == 0, puisque ’enveloppée moyenne de C, est une surface,

on parvient de 1’équation (3.4), aux deux équations:

Ay Ay

hu bu
apl1=l2u—lz b _ll " :O, b;\zzllv—ll a =

= = 0} .13, 8

2 b ( )
qui, en vertu de la troisiéme équation (1.11): [, —1I, =0, sont identi-
ques et peuvent étre remplacées évidemment par 1’équation :

b

l L —85 2 —_gp-4 g, 3.9
o+, =252 2k (3.9)
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et de méme de 1’équation (3.5) a 1’équation:
Mb 4 pza = 0. (3.10)

Par ailleurs la condition de compatibilité des deux équations (3. 6),
qui, si les équations (3.8) et (3.10) sont vérifiées, deviennent :

fa=MhEt, T= g, (3.11)

implique, eu égard aux (1.7), que les scalaires Ay, u,, qui y figurent,
doivent étre des fonctions des u, v satisfaisant avec a(u,v), b(u,v) aux

équations:

ha, — g ‘;‘) =8, g, —h Z“ =0 (3.12)
ou bien, griace a (3.10), aux équations:

ha, J % 2 N N R g (3.13)

ce qui montre que, dans ce cas les produits al; et bu, doivent étre des

fonctions de la seule variable u et de la seule variable v respectivement:
aly = oy (u), bug = o (v). (3. 14)

Donc, si les équations (3.9) et (3.10), auxquelles se rameénent les
équations (3. 3), sont vérifiées, grace aux (3. 10) et (3. 14), on aura:

sl sl g
a® b® ’

et on déduit de 14 que, dans ce cas, les images sur la surface de la
sphére-unité considérée dans le paragraphe 1 des surfaces développables
v=_Cte, u=Cte de C, dans sa représentation sphérique, forment un
réseau isotherme et que, par conséquent, la congruence de normales Cn
est nécessairement une congruence normale de Ribaucour.

Cela étant, les variables u, v peuvent étre choisies de maniére que,
les surfaces v = Cte, u=Cte engendrées par les droites de C, étant ses .
surfaces développables, dans les formules (1.4) on ait: a =b = A(u, v).
Ainsi les expressions (1. 10) des dérivées 7, , ¥, du second membre 7 (u, v)
de I’équation (1.1) de la surface moyenne S de C, acquiérent la forme
(1. 24) et les fonctions A, py, 4, & des u, v, qui y figurent et vérifient
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les équations (1.21) et (1.23), doivent vérifier en plus, d’aprés 1’hypo-
these faite, les équations:
A he

b+ b, —2h 5t —2h 3 =0 (3. 15)

! ! A e T,
et M+ up = (;\l)u'l— <5\2)V+ hL A2 + b B = g = 0, (3 16)
auxquelles se rameénent les équations (3.9) et (3.10) respectivement, si
I’on y substitue a et b par A.
Mais, d’aprés les deux premiéres équations (1.23), les fonctions

Iy, Iy, pp des u, v doivent vérifier 1’équation:

l l l l
(_1)v+ <_2>u= ol LU -

Po Po Po Po

tandis qu’a la fois elles doivent satisfaire a 1’équation:

b ik e (3. 18)
Po Po
\ ’ . 2z . . N . u A-v
a laquelle se réduit 1’équation (3.1D), si 1’on y substitue =0 T par

leurs valeurs tirées de ces mémes équations (1.23), et les équations (3. 17),

(3. 18) jointes a 1’¢quation (3.16) et a la troisieme équation (1.23) mon-
trent que, dans le cas envisagé, on a nécessairement :

L, =0, lzu =0, hLpo,+Lpy, =0, Ly, + b, =0. (3. 19)

La derniére équation (3.19) exprime, d’aprés le théoréme I, que la
congruence de normales C, est nécessairement, dans ce cas, une congru-
ence du type N,,. Cela étant, d’aprés la troisiéme équation (3. 19) — qui,
si ’on y substitue I, I, par leurs expressions (2.29) comme fonctions
des dérivées ¢ , ¢  de la fonction harmonique ¢ (u,v) définissant I’en-
semble de congruences du type N, auquel C, appartient, devient:
Po, ¥, — Do, @, = 0 et, d’aprés (1.15), les parameétres distributeurs princi-
paux, p;, p: de C, sont des fonctions de la seule fonction ¢ (u, v).

D’autre part, si C, est une congruence du type N,, qui n’est pas
engendrée par les normales a sa surface moyenne S et que la surface S
soit définie par deux équations de la forme (1. 24), les fonctions scalaires
A, Py, i, I3 des u, v, qui y figurent et vérifient les équations (I.21),



SYNEAPIA THZX 14 IOYNIOY 1979 249

(1.23) et (1.28), vérifient en plus les équations (3.3), lorsque les para-
meétres distributeurs principaux, p;, py de C, — ot1, d’aprés (1.15),
P1 = — P2 = py, sont des fonctions de la seule fonction harmonique o (u, v),
relative a ’ensemble de congruences du type N, auquel C, appartient
par suite les surfaces réglées engendrées par les droites de C, & para-
metre distributeur p constant — le méme sur toutes ces surfaces — déter-
minent, dans ce cas, sur [’enveloppée moyenne de C, un réseau conjugué,
quelle que soit la valeur constante de p.

On peut donc, en tenant compte du fait qu'une congruence de nor-
males, dont I’enveloppée moyenne se confond avec sa surface moyenne,
est engendrée par les normales a sa surface moyenne et que, par consé-
quent, elle est une congruence du type N, qui jouit évidemment de la
propriété qui vient d’étre signalée, formuler le

Théoreéme IV.— Les congruences du type N, , les paramétres distri-
buteurs principaux de chacune desquelles sont des fonctions de la seule fonction
harmonique des deux variables, a laquelle est associé I’ensemble de congruences
de ce type auquel appartient la congruence envisagée, sont avec les congruences
dont chacune est engendrée par les normales & sa surface moyenne, qui sont
également du type N, , les seules congruences de normales, sur I'enveloppée
moyenne de chacune desquelles les surfaces réglées engendrées par ses droites
a paramétre distributeur, p, constant — le méme sur toutes ces surfaces —

déterminent un réseau conjugué, quelle que soit la valeur constante de p.

Il est a noter que les équations (3.19) jointes i la troisiéme équa-
tion (1.23) permettent de déterminer la forme qu’une fonction harmoni-
que @ (u, v) doit avoir, afin que les congruences du type N, appartenant
a I’ensemble associé a4 une fonction harmonique de cette forme, soient
pourvues de la propriété signalée dans le théoréme IV.

En effet, d’aprés les équations (3. 19) et la troisiéme équation (1. 23)
les scalaires I, I, que les équations (1.24) de la surface moyenne S de
Cn renferment, lorsque C, est une congruence de normales, qui, n’étant
pas engendrée par les normales a sa surface moyenne, jouit de la pro-
priété signalée, sont des fonctions linéaires de u et de v respectivement
de la forme:

h=cu+c,, L=—cv+toc,, (3. 20)

oll ¢, ¢, cy sont des constantes dont au moins une est == 0.
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Cela étant, on peut distinguer deux cas suivant que la constante c
est s£ ou = 0.

Si ¢=£0, la fonction harmonique ¢ (u, v) relative a ’ensemble de
congruences du type N, auquel C, appartient, est — comme on le recon-
nait aussitot en remplacant dans les formules (2.19) I, I, par leurs

valeurs (3. 20) — de la forme :
1
?= g log {(cu+e))* + (—cv + 2)?} (8. 21)

et les paramétres distributeurs principaux p;, ps de toute congruence
appartenant a I’ensemble de congruences du type N, associé a une fonc-
tion harmonique, ¢ (u,v), de la forme (3.21), sont —comme on le con-
state en ayant égard aux (1.15) et & la scconde formule (2.29)— des
fonctions de la seule fonction ¢ (u, v).

Si ¢ =0, d’apres (3.20), [;, I, sont respectivement égaux aux con-
stantes c¢;, ¢y, dont au moins une est 0. Dans ce cas la fonction har-
monique o (u, v) est, d’aprés les formules (2. 19), la fonction linéaire
des u, v:

p(u,v) =ciu—cyv (3. 22)

et on reconnait aussitét, a 1’aide des (l.15) et de la seconde formule
(2.29), que méme dans ce cas les paramétres distributeurs principaux
p1, P2 de toute congruence appartenant a l’ensemble de congruences du
type N, associé a une fonction (harmonique) ¢ de la forme (3. 22), sont
des fonctions de la seule fonction .

En outre, si 1’on tient compte du fait que, lorsque les parametreg
distributeurs principaux, p;, pz, d’une congruence C, du type N, sont
des fonctions de la seule fonction harmonique, ¢ (u,v), relative a 1’en-
semble de congruences de ce type auquel C, appartient, d’aprés (1. 15),
(2.15) et (2.18), il en est de méme de A(u,v), et que, par conséquent, si
la fonction harmonique ¢ (u,v) est de la forme (3.22), les équations
(1.24) de la surface moyenne S de la congruence C, acquiérent la forme:

fo=—MM@)po(@ T+ l, Fo=21(0)pol(®)E+ cal, (3.23)

on voit facilement, en différentiant les équations (3. 23) par rapport a u
et 4 v et en ayant égard aux formules (1.22) et a la forme (3.22) de la

fonction ¢ (u,v), que les courbures totale K et moyenne H de la surface
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S sont des fonctions de la seule fonction ¢ et que, par conséquent, S est,
dans ce cas, une surface - W.
Les constatations précédentes permettent d’énoncer le

Théoréeme V.—Siles paramétres distributeurs principaux d’une con-
gruence du type N, sont des fonctions de la seule fonction harmonique ¢ (u, v)
relative & ['ensemble de congruences de ce type, auquel cette congruence appar-
tient, la fonction harmonique ¢ (u,v) est ou bien de la forme (3. 20), la pre-
miére de constantes ¢, ¢, Cy, qui ¥ figurent, étant =~0, ou bien une fonction
linéaire des u, v a coefficients constants ; dans le dernier cas la surface moyenne

de la congruence est une surface- W.

HEPIAHWYIZX

Eic mjv doyaciav tavtny — dvageoopuévyy eig 1o w1y iodtooma xadetind
ounvn evdet@v tod cuvidoug todlastdrov yweov, Eml Thig MEomng ML P A-
vetlog &xdorov v Omotwv ol Hmd tdv eddetdv 10U ouivoug oymuatilousvar
(evderoyeveic) Emupdvelar oradegds Taguuétoov davoudis, p — tijg avtiic &’ GAwy
v Empaveldv tovtov — 6pilovv dintvov raumdlov cvluyéc olacdijmore oliong
g Tiig g p %ol o 6mola, ovvroniag ydow, xarodvrar o w1 vy Np— dide-
taw 8v doyd, metaly dAdov orosimv yomolpwy dud ta Exdpeva, ovviijum ixavi
xal avayxaio, (va xadetxov ouijvog eivar ouijvog N, . "Ev cuveyeiq dmodeinvie-
tou 6t 1) uéon Empdvela mavtog ounvovs N, elvar Emupdvelo yoagouévn o
®apmohg pavtactixkiie xvovuévng magurllilog meog favtnv xal O xatda dvo
dapdoovg todmovg. Eniong dmodetxvigton 1L el Exdotny douovixny cuvdotnotv
Yo uetaPinrdv eivar dvvatov va dvriotoymdn otvvohov cunvdv Ny, t@v oun-
vV oD ouvehou TOUTOU AVTIGTOLLOUVIMV Elg TAC ouvaToels uidg petafintig
tig mhnoovaag xowvny dtagooixiy 2Elcwoy toltng tdtemg O Ghag tag dtagdoovg
100 undevog tdg tol povadiwod ouvviekeotol, TOv 6molov 1| éElowotg avty Eume-
otéyet, EElowowvy Tiig 6molag 1) 6hoxhiowaoig O olavdrmote Tunv 1o cuvrehestol
tovtov Emituyydvetal O terpuymvicudy. “Ev téher xavopiletar 1) woor, v
Omolay moémel xal Goxel va £yn GEUOVIXY ouvdotnolg @ TV uetafintdv u, v,
va al xolat mapdieroot dtavoutic maviog ouivoug Ny davijrovrog elg t0 odvolov
To00TOY oumveY TO Gvtiotololv el TV ovvdotnow tavtny, ¢(u, v), elvau
ouvaotioels o v e TS @ xal dmodewvietar dti ta owivy T aviixovra eig

1 ovvoha opnv@dy Np 10 Gvriotololva el Tag GOUOVIXAG GUVAQTIOELS TOLAUTYS
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HOQ@Tic UETQ TV ouNvdV Exdotov TdV 6molwv ol eddelar elvar al xddetol Tig
uéone dmavelac adtod elg to didgoga onuelo g, T& dmola eivar Exlong ounvy
Np, elval ta péva xadetxd ouwivn éai tiic néong meotfairovong
gxdotov TV 6molov al vmo v evderdv ol opuvoug oyypatilopneval Emigdveiat
otadeodc mapauéroov Savoutic p, T adtig 8’ Ghov @V Em@aveldv tovtwy,

c

6oiCovv dixtvov xaumihov ovluyée olacdfnote olong thg T TS P.
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