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DIFFERENTIALGEOMETRIE.— Sechseckgewebe und die Abelsche Differentialglei-
chung erster Art, vom korr. Mitglied N. K. Stephanidis*.

Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit wird zunéichst eine Uber-
sicht iiber vorangegangene Resultate des Verf. iiber Flichen des dreidimen-
sionalen euklidischen Raumes gegeben, die negativer Kriimmung sind und die
Sechseckgewebeeigenschaft besitzen, also die Eigenschaft, daB die beiden
Scharen der Kriitmmungslinien mit jeder Schar der Asymptotenlinien ein Sechs-
eckgewebe bilden. Ferner wird die Untersuchung einer Frage weitergefiihrt,
die in einer fritheren Note (vgl. [10]) behandelt wurde: Auf der Einheitskugel
ist ein orthogonales Netz gegeben. Gesucht sind alle Flichen, die die Sechseck-
gewebeeigenschaft haben und deren sphirisches Bild der Kriimmungslinien
das gegebene orthogonale Netz ist. Ist u = const, v = const. das Netz und

do? = e(u)du® + g(u,v)dv?, e(up) > 0, gluw) > 0 (1)

die Metrik der Einheitskugel, so fithrt die Frage auf die Bestimmung aller Lé-
sungen U(u) der Abelschen Differentialgleichung erster Art

U =f3(upw) U3 + fo(u,w) U2 + fi(uw)U. (2)

Hierin enthalten die Koeffizienten fi(uwp),i = 1,2,3, die bekannten Funktio-
nen e(u,v), g(u,v) und eine Funktion V(v), die zundchst nicht bestimmt ist.
Jede Losung U(u) von (2) enthilt die Funktion V(v) und eine willkiirliche
differenzierbare Funktion A(v). Das Problem hat nur dann eine Lésung, wenn
es moglich ist, die Funktionen V(v) und A(v) derart zu bestimmen ,da8 die

Bedingung %g = 0 erfiillt ist.
()

Im Spezialfall, in dem das gegebene Netz isotherm ist, wird die Gleichung
(2) eine Bernoullische Differentialgleichung und somit integrierbar. Es wer-

* N. K. ZTEQANIAH. ‘E€ayovika niéypare kol 1 dwwpopikt £Eicwen tod Abel nph-
Tov &idovg.
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den weiter zwei Anwendungen vorgefiihrt, bei denen das Verfahren im einzel-
nen erldutert wird.

1. Kurven-drei-Gewebe in der Ebene. Es sei D ein einfach zusammen-
hingendes Gebiet der (u,v)-Ebene. Wir nehmen an, daB in D drei Kurven-
scharen C|,C,,C; gegeben sind, die folgende Eigenschaft haben: Durch jeden
Punkt Pe D gehen genau drei Kurven 1,0 I, die den Scharen C,,C,,Cs
entsprechend gehoren, und je zwei Kurven von I, [’y haben in P verschie-
dene Tangenten. Nach W. Blaschke bilden die Scharen C;,C,,C; ein Kurgen -
-drei-Gewebe. Wir nehmen an, daB die Scharen C;,i = 1,2,3, aus den Integral-
kurven der Differentialgleichungen o; = 0, i = 1,2,3 bestehen, wobei o; drei
Pfaffsche Formen

o; = P(uv)du + Qi(u,v)dv, i=1,2,3 (445

sind. Die Formen o; seien aus der Differenzierbarkeitsklasse €2 in D. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dal

0y + 0y +03=0 v(uw)eD (1.2)
gilt. Fiir das Flichenelement 2 des Kurven-drei-Gewebes gilt bekanntlich
D=6y N Gy=65 N\ O5=05 A G .3)

wobei A das dussere Produkt der Differentialformen bezeichnet. Die duBeren
Differentiale do;,i = 1,2,3, sind Differentialformen zweiten Grades, daher exi-
stieren eindeutig bestimmbare Funktionen, die sogenannten Christoffel-Sym-
bole hi(uw),i = 1,2,3, fir die gilt

doy = hi(uw)@, i=1,23. (1.4)
Dann folgt aus (1.2) die Beziehung

hy(u,w) + hy(u,w) + hg(u,w) =0 v (u,v) € D. (1.5)
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Fiir den Zusammenhang v und die Kriimmung k des Kurven-drei-Gewebes
gelten die Beziehungen ([1], S.25)

Y = hyo1-h10y = hy09-hyoy = hyo3-hyoy, (1.6)

dy = kQ. (1.7)

Wir betrachten einen Punkt PeD und die Kurven 1,1, Iy die durch P
gehen und den Scharen C,,C,,C; entsprechend gehdren (Fig. 1). Es sei A ein

Fig. 1

beliebiger Punkt der Kurve I, 4 # P. Die Kurve der Schar Cj, die durch A
geht, schneidet die Kurve I'; in einem Punkt B. Die Kurve der Schar C,, die
durch B geht, schneidet die Kurve I’y in einem Punkt I". Setzen wir das Ver-
fahren fort, so gelangen wir zum Punkt H € I'}, der im allgemeinen von A
verschieden ist. Also, die Kurve AB'’AEZH ist im allgemeinen nicht geschlos-
sen. Es ist aber moglich, daBl ein Kurven-drei-Gewebe vorliegt mit folgender
Eigenschaft: Fiir jede Wahl der Punkte P,4 €D ist die zugehorige Kurve
ABI'AEZH geschlossen, d.h. die Punkte A und H fallen zusammen. Dann
heiit das Kurven-drei-Gewebe ein Sechseckgewebe.
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Ein Beispiel eines Sechseckgewebes erhidlt man folgendermaBen: Man
betrachte zwei senkrechte Geraden PIj., PI; und die Winkelhalbierende
Pr'y von I'yPI'y (Fig. 2). Es seien (,C,,C3 die Geradenscharen, die von den

Fig. 2

Parallelen zu den Geradenl,I,,I'; entsprechend bestehen. Dann bilden die
Scharen C,,C,,C; ein Sechseckgewebe.

2. Sechseckgewebe auf Flichen. Es sei S : X = x(uyp) eine Fliche des
dreidimensionalen euklidischen Raumes, die auf dem einfach zusammenhin-
genden Gebiet D der (u,v)-Ebene erklirt ist. Wir nehmen an: «) Die Abbildung
von D auf S ist eineindeutig. B) § ist aus der Differenzierbarkeitsklasse C*. Je-
dem Kurven-drei-Gewebe des Gebietes D entspricht ein solches auf der Fli-
che S. Insbesondere jedem Sechseckgewebe auf D entspricht ein Sechseckge-
webe auf S, denn bei topologischen Abbildungen bleibt die SchlieBungseigen-
schaft der Kurven erhalten.

Sechseckgewebe auf Flichen hat zuerst G. Thomsen untersucht und fol-
genden Satz bewiesen (vgl. [11]): Sind die Darboux-Kurven einer Fliche reell,
so bilden sie genau dann etn Sechseckgewebe, wenn die Fliche isotherm-asymp-
totisch ist.

Andererseits hat K. Mayrhofer (s. [7]) Sechseckgewebe auf einer Fliche
betrachtet, die von Geodatischen der Fliche gebildet werden.
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N. K. Stephanidis hat Flichen negativer Krimmung untersucht (s. [8],
[9], [10]), die die Sechseckgewebeeigenschaft haben.

Fragen, die mit Diagonalnetzen auf Flichen zusammenhingen, wurden
von R. Koch untersucht (s. [5], [6]).

3. Flichen mit der Sechseckgewebeeigenschaft. Wir nehmen an, daB die
Fliche S : ¥ = ¥ (u,) in jedem Punkt negative Kriimmung hat. Es seien a;,a,
zwei unabhingige Pfaffsche Formen der Differenzierbarkeitsklasse €3, die in
D erklédrt sind und fir die gilt

ds* = a} + a3, (3.1)

wobei ds das Linienelement von S ist. Bezeichnet man die Invarianten des
Streifens a, = 0 (bzw. a; = 0) mit ¢,r,n (bzw. g, -7, -n), so gelten die Integrabi-
litatshedingungen (s. [3], S. 159)

Ve + V19— ¢*- 9*- rr + 02 =0, (3.2)
Vot + ViF ~ 2qn—q(r-7) =0, G
Vo + Van + 2qn— q(r~ 7) =0. (3.4)

Das Symbol vy, (bzw. y,) bedeutet die Pfaffsche Ableitung lings der Integral-
kurve von a, = 0 (bzw. a; = 0) beziiglich der Form a, (bzw. a,).
Im Spezialfall, in dem a; = 0, a, = 0 die Differentialgleichungen der Kriim-
mungslinien der Flache S sind, gilt
n(uw) =0 Vv(uw)eD (3.5)
und r,7 sind die Hauptkriimmungen von S. Es ist also

Kuw) =r@uv)r(up) < 0 v(uw)eD, (3.6)

H(up) = r(u,p) + r(u,0), (3.7)
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wobei K die Kriimmung und H die mittlere Kriimmung von S sind. Die Dif-
ferentialgleichung der Asymptotenlinien von S ist

rai + a3 =0. (3.8)

Wegen (3.6) kénnen wir annehmen, daB

r(uw) >0, r(uw) <0 v(up) €D 3.9)

gilt und somit sind
Via +V-7a, =0, (3.10)
Via,-V=7Ta=0 (3.11)

die Differentialgleichungen der beiden Scharen der Asymptotenlinien von S.
Wir betrachten die Pfaffschen Formen o,,05,05, die durch die Beziehungen

oo=-Vra, o=—V=ray, ocz=Vra, + V-ra, (3.12)

definiert sind. Den Integralkurven von
g =0, =0, ga="0 (3.13)
entspricht das Kurven-drei-Gewebe auf der Fliche S, das aus den Kriimmungs-

linien und der Schar (3.10) der Asymptotenlinien besteht. Fiir dieses Gewebe
gelten die Beziehungen (s. [9], S. 30)

Q=V-K a A a,, (3.14)
qgH
by =— ——, (3.15)
' rY-7
7H
hy = =—, (3.16)
! r Vr
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2 i 7 )
by = — - —= M. (3.17)
’ (TV— r rVr
Fiir den Zusammenhang y des Gewebes gilt
y=—(L+ ﬂ) (318)
r /s

und aus (1.7) erhalten wir (s. [9], S. 29)

f(Zal +la2)[—[:_ffk V—Ka, A a, (3.19)
i /it
D

oD

wobei 0D den Rand des Gebietes D bezeichnet.

Die Sechseckgewebeeigenschaft gilt genau dann, wenn k(u,v) = 0 ¥(u,v)
eD gilt. Somit folgt aus (3.19): Die Sechseckgewebeeigenschaft gilt genau
dann, wenn fiir jede geschlossene Kurve C = D die Beziehung gilt

f @_ o+ 1 az) 0. (3.20)
(o4 % r

Es hat sich herausgestellt (s. [8], [9], [10]), daB die Klasse der Flichen, die
die Sechseckgewebeeigenschaft haben, sehr reichhaltig ist. Thr gehéren die
Minimalflichen, die Rotationsflichen negativer Kriitmmung, die Flidchen kon-
stanter negativer Kriimmung, das einschalige Hyperboloid, das hyperbolische
Paraboloid und jedes hyperbolisch gekriimmte Stiick einer Dupinschen Zy-
klide an.

4. Vorgabe des sphirischen Bildes der Kriimmungslinien. Wir nehmen
an, daf} die Flidche S sphirisch eineindeutig abbildbar ist. Die Metrik des spha-
rischen Bildes von S sei in der Form gegeben

do?® = e(u,v)du? + g(u,v)dv?, e(u,w) > 0, g(uw) > 0, e,geC? (4.1)

wobei u = const., v = const. den Kriimmungslinien von S entsprechen. Fiir
die Hauptkrimmungsradien Ry,R, gilt
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Ry==, Ry = (4.2)

N~
N[~

Die Flache hat die Sechseckgewebeeigenschaft genau dann, wenn zwei Funk-
tionen U(u) und V(v) derart existieren, daB die folgenden Bedingugen

Uw)Vw) <0, (4.3)

Rl(u7v) = g(uav) U(u)
R2(ua'v) e(u,v) V(v)

(4.4)

fir alle (u,0) € D gelten (s. [10], S. 157). Die Integrabilitdtsbedingungen (3.3),
(3.4) sind fiir » = 0 gleichbedeutend mit den folgenden Gleichungen:

dR, dlogVg G5
=By~ Ry (4.5)
331_ alogVe_ 4.6
it = a

Eliminieren wir die Funktion R, aus (4.4), (4.5), (4.6), so finden wir

[log(—-Rg)J = I% + ;;I;] - (log 7%) . (4.7)
[log(—Rz)} x %’ ~ (logVg)u, (4.8)

wobei der Strich die Ableitung bedeutet. Die Integrabilititshedingung des
Systems (4.7), (4.8) ist (s.[10], S. 158)

(ORORCE P

Auf einem Stiick der Einheitskugel sei ein orthogonales Netz u = const.,
v = const. gegeben. Die Metrik sei (4.1). Die Bestimmung einer Fliche des
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dreidimensionalen euklidischen Raumes, die die Sechseckgewebeeigenschaft
hat und deren sphirisches Bild der Kriimmungslinien das gegebene Netz ist,
reduziert sich auf die Ermittlung zweier Funktionen U(z) und V(v), welche
der Bedingung (4.9) geniigen. Denn, aus (4.7), (4.8) ist die Funktion Ry(u,v)
bestimmbar und mittels (4.4) auch die Funktion R,(u,v). Sind E, F, G und L,
M, N die Fundamentalgrossen erster und zweiter Ordnung der Fliche, so gilt

E=eRi, F=0, G=gR, (4.10)
L=elty, M=0, N=gR, (4.11)
und somit sind die quadratischen Fundamentalformen der Fliche bestimm-

bar und folglich die Fliche selbst.
5. Transformation der Integrabilititsbedingung. Wir setzen in (4.9)

l:e—u, /1,=g—u, v:(logg) 5.4)
e un

e

und nach kurzer Rechnung finden wir

wf:_l_(ﬁ) gL g2 4 3,0, (5.2)
v ¥

Wir nehmen an, dafl

es(up) #0 v(uwp)eD (5.3)
gilt. Aus (5.2) folgt

U =fU3+f,U2 + fiU, (5.4)

wobei gesetzt wurde

= W(V)u, £ , A= (5.5)
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Betrachten wir voriibergehend die Funktion V(v) als bekannt, so konnen wir
(5.4) als eine Abelsche Differentialgleichung erster Art (s. [4] S. 24) mit U(u)
als gesuchter Funktion auffassen. Angenommen, wir haben eine Losung von
(5.4) gefunden. Sie wird die bekannten Funktionen e(u,v), g(u,v), V(v) und
eine willkiirliche differenzierbare Funktion h(v) enthalten. Da aber U eine
Funktion von u allein ist, muss gelten
il =0 (5.6)
ov
Wenn es moglich ist, die Funktionen V(v), 2(v) derart zu bestimmen, dafl
die Bedingung (5.6) erfiillt ist, so ist unser Problem l6sbar.

6. Der Fall eines isothermen Neizes. Ist das gegebene Netz auf der Ein-
heitskugel isotherm, so gilt

(log‘:’zi)uu =0 V¥(uv)eD (6.1)

und folglich ist » = 0. Dann wird (5.4) eine Bernoullische Differentialgleichung

U =fU3+ fiU, (6.2)
woraus folgt
u f q
Eg = /3 _*__[_]_; . (60)
Durch die Substitution
d

nimmt die Gleichung (6.3) die Form an

7+ iz =- ;. (6.5)




ZYNEAPIA THX 29 MA'TOY 1997 449

Integrieren wir die lineare Differentialgleichung (6.5) und finden
z = ¢ fudu [ 2)- 2[ fieof fidu du, (6.6)

wobei &(9d) eine willkiirliche differenzierbare Funktion der Variablen v ist.
Unter Beachtung von (5.1), (5.5), (6.4) erhalten wir aus (6.6)

1 _g 2 [efgu
Ui & [h(”) +Vf p (ev)ud“J' (6:7)

Die linke Seite von (6.7) ist eine Funktion der Variablen u allein. Die Bezie-
hung (6.7) hat also nur dann einen Sinn, wenn es maéglich ist, die Funktionen
V(v) und h(v) derart zu bestimmen, dafl

po i @e) o

gilt. Somit haben wir das Resultat:
Die Metrik der Einhettskugel set

)

do? = e(uw)du? + g(u,v)dv?, (6.9)

wobet die Funktionen e(uw), g(uw) aus der Differenzierbarkeitsklasse C*im

Gebiet D sind und den Bedingungen
e(up) >0, g(uw)>0, e(up)#0, (logg) =0
e /uv

fur jedes (up) e D geniigen. Die Bestimmung aller Flichen, die die Sechseck-
gewebeergenschaft haben und deren sphirisches Bild der Kriimmungslinien
das isotherme Netz u= const., v = const. ist, fiihrt auf die Ermittlung zweier
Funktionen V(v) und h(v), fir welche die Bedingung (6.8) fiir jedes (uw)e D
erfillt ist.

Bemerkung. Wir haben vorausgesetzt e,(u,v) # 0 V(up)eD. Gilt fir
jedes (u,v) € D ey(u,p) =0 und gu(u,v) # 0, so verfahren wir analog. Der Fall

29
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e, =0 und g, =0 V(u,w) € D ist ausgeschlossen, weil das Kriimmungsmass
der Metrik (6.9) gleich 1 ist.
Anwendung 1. Es sel

 4(du? + dv?)
(W2 + 2+ 12

do? (6.10)

Es 1st

4

m . (6.11)

e(u,v) = g(up) =

Das Kriimmungsmass der Metrik (6.10) ist gleich 1. Das orthogonale Netz u —
const., v = const. auf der Einheitskugel ist isotherm. Deutet man « und v als
kartesische Koordinaten in der Ebene und betrachtet eine stereographische
Projektion der Ebene auf die Einheitskugel, so ist das isotherme Netz Bild von
achsenparallelen Geradenstiicken.

Unter Beachtung von (6.11) folgt aus (6.7)

7 2 4 2 7)2 A {(; 2 1 2 it
1 (wt+w +1)h(v)+i+(u—[v r])I/. (6.12)
e 16v? V2 vl3
Die Bedingung (6.8) lautet
Lrroen (E) o 2 (V_) . (6.13)
16 v? v o3
Da die rechte Seite von (6.13) eine Funktion von v allein ist, haben wir die
Bedingung
.o [(u2 + o2+ ) (E)J =0, (6.14)
du v?

woraus folgt

u(i)':o. (6.15)




ZYNEAPIA THX 29 MA-T-OY 1997

451

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir voraussetzten, daf fir je-

des (u,v) €D u # 0 ist. Aus (6.15) erhalten wir
h=¢v?, ¢ .= const.

Somit folgt aus (6.13)

V' v
— =—— 4y, Cy= const
o3 8
und folglich
1 . eut
— = —— = %~ 2¢;, €3 = const.
216 il

Unter Beachtung von (6.15) und (6.18) folgt aus (6.12) die Beziehung
. . % .
—=ciut+c3u+c3,
U2

wobei

a 2% a ¢+ 8¢ gt 16¢c,— 32¢4
=272 s 1" 2 "3

T s " 16
gesetzt wurde. Aus (6.20) folgt
—c] + ¢ —c3

61:—160;, 02265—203, G =

2
und somit ist

1 g
I—/-z-chv‘*—l—(Zci'— S +ei—c +6.

Die gesuchten Funktionen U(u), V(v) sind also

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)
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1 .
U=+ (iut+csut+c) 2, (6.23)

1
Ve=st[civt+ (@ -a)+cd-c+c] 2, (6.24)

wobei die willkiirlichen Konstanten c¢i,c3,c¢3 so zu wiblen sind, daf die
rechten Seiten von (6.23) und (6.24) reell sind. Ferner werden die Vorzeichen
derart kombiniert, daB die Nebenbedingung

Uw)V() < 0 ' (6..25)

gilt. Die Vertauschung der Vorzeichen der Funktionen U und V beeintrichtigt
das System (4.7), (4.8) nicht. Daher entspricht den Lisungen (6.23), 6.24) nur
eine Fliache der gesuchten Art.

Der speziellen Wahl

ag=a=0 c¢>10, (6.26)
entsprechen die Losungen
7 1 '

U=——, V=-—, (6.27)

Ves Ves

) 1
U=—- —, V=—. (6.28)

Ves Ves

In beiden Fillen gilt U + V =0, also R, + R, = 0, d.h. die gesuchte Fliche
ist eine Minimalflédche.

Anwendung 2. Bekanntlich ist jede Rotationsfliche eine Liouvillesche
Fliche. Daher existieren auf der Einheitskugel Liouvillesche Netze.

Die Metrik der Einheitskugel sei in der Form

do? = [p(u) + p(v)] (du? + do?), ¢/ (w) # 0, ¥'(v) #0 (6.29)

gegeben, wobei ¢,y e C? und ¢(u) + p(v) > 0 ¥ (up) €D ist.
In diesem Fall ist
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e(u,w) = g(u,p) = ¢(u) + p(v), (6.30)
4o “”*‘”’Th Hf oy 1 Yg ] 6.31
T <P+w\(<p+w)V)u I £

wobei der Strich die Ableitung nach der entsprechenden Variablen bedeutet.
Aus (6.31) folgt, nach einer etwas lingeren Rechnung

' s h 1 Vv’
+ )2 — + 2@+ : 6.32
7 = (p+y) ( )+V2 (@ w)(y;'V?') (6.32)
Die Bedingung (6.9) wird
rY 2h V' \/
+ —_— T — —— . 6.33
(p w)(w,z) » (w'V3) (6.33)

Die rechte Seite von (6.33) ist eine Funktion von v allein, folglich haben wir
die Bedingung

0 AN
2o oo

woraus folgt
(_h_z) o =8, (6.35)
v
Nach Voraussetzung gilt ¢" # 0, und somit ist

(w’fz)' - (6.36)

also

h(w) = e19'%(v), ¢; = const. (6.37)

Wir ersetzen in (6.33) die Funktion h durch die rechte Seite von (6.37) und
finden
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o7 =— Y + ¢, Cy= const. (6.38)
Y

Es folgt also
I 2 2 6.39
73 = o y?— 2cop— 2c3, 3 = const. (6.39)
Unter Verwendung von (6.37), (6.38) und (6.39), erhalten wir aus (6.32)
S P (6.40)
e i1/ 2P 3

Die gesuchten Funktionen U(u), V(v) sind also

1
U= +[c;0%u) + 2cap(u) — 2¢5] 2 (6.41)

1

V = £[ev) - 2epv) - 26] 2, (6.42)

wobei die Konstanten ¢;,¢y,¢3 50 zu wiihlen sind, daB die rechten Seiten von
(6.41) und (6.42) reell sind. Die Vorzeichen werden derart kombiniert, daf} die
Nebenbedingung (6.25) gilt. Der speziellen Wahl

6= cy— 0. =10, (6.43)
entsprechen die Losungen
4 1
U= e, V=- ; 6.44
V-5 V-2¢ (6:44)
1 1
U=- —, V=—r—— 6.45
V-2e, V-2c, (658)

In beiden Féllen gilt U + V =0, somit ist R; + Ry =0, d.h. die gesuchte
Fldche ist eine Minimalfliche.
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HEPIANHY R
‘EEayovikd théypate kol 1 Siagopiki) éSicmen tob Abel mpatov idove.

"Eotow D anhéc ouvagns témos tob Emmédov. “Ymobérovue, 671 610V Tém0 D
Stvovtar Tpelg povomapapetpindc olxoyéveres xopmuAdy C1,C3,Cy pé v EE¥¢ i3i6-
mra: "Amo xdbe onpeio PeD Sibpyovror dxpiBéc tpels xapmdheg 13,05,01, ol
6moieg avirouy otig oixoyévereg Cy,C5,C3 dvtiotolyws xal dva 3Vo Eyouy 616 cnucio
P Bpopetinde dpamrtépeves. Téte oi olxoyéveieg C1,Cp,C; dmoteholy &var mhéypa
roumoAev. "Eotw 4 # P tuydv enueio tig xaumdineg Iy (ZyFipe 1). “H xapmddn the
oixoyéverag Cy, 7 omota Srépyerar dmd 10 A, éuver Thy xourmdhy I'y ot &va onpeto B.
‘H xoumddn t7c olxoyéverag Cy, 7 mola Siépyetar dnd 0 B, téuver v I & &va
onueio I'. Tuveyilovpe avahoya i Sradixacta adri) xal Bploxovue 76 onpeio H € I,
70 6molo &v yéver elva Sukgpopo &md 6 A. “Qore # xaumddn ABI'AEZH, év yéve,
3ty elvar xheroth. Elvar 8puog Suvatdv, yid x&le éxdoyh té@v onueiov P,Ae D 4
avrtetoryn xapmdgy ABIAEZH va elvon xheiot), Snhadh v cupmintouy & onpela
A ral H. Tére 76 miéypo dvopalerar ELaymvixo.

Srdv tprdidotato edxhetdelo ydpo Oempobue pia Emupdveto dpvyTiniic ®awmuAG-
Tyrag, SpLowévy 6Tdy Gamhdg ouvaeh Témo D 1ol émunédov. “H tomohoyind) ixbva xd-
0z mAéypatog Tod Témov D elvar Eva mAéypa Emdve o1d Qopéa Tiig Emipdavelas. Od
Mue, §tu 9 Empdvern Exer Ty EEaywvind) Biétyra, ETav ol Vo oixoyéveles TEV Yooy~
RGOV xapmuhdTNTIC THe Empdvetas xal ulo oixoyéveld TGV ACLUTTOTIXGY YPAULUEY
adThg dmoTeholy Eaywvind TAEypa.

Sy Epyaota adth avagpépovtar xat dpyds pepixds Baotxds Ewoteg Tiig Ozwplag
Meypdroy xabdg xal mpoyevéorepn ouunepdopata 100 cuyypapéns. ’Axolodbog
gEerdleror v EEN Epdmnua: "Ent 1ic povadiaing cpalpas Sivetar spboydvio SixTvo.
Zarobvran of Emupdveles pvTinic xapmuhéTnTag ToD TedidoTatoy edxdeideion Y6~
pov, of 6moleg youy iy ELaywvind bty xol T@Y émolwy i opaipuxd] sinbva TGV
Youppdy xapmuhbétnTag Tavtiletar ug 1o So0iv dpBoydvio dixtvo. *AmodenevieTa,
8t 1 Epdrmua dvdyeton oty elpeon TéV Moswv wig Supopixis éElodosws Tob
Abel mpdrov £idoug, of 6molec mhnpoly bpropéveg Tpbobeteg ouvlixes. iy mept-
nTwoy) %ot Ty 6mota 6 So0&v dploydvie Stxtuo elvar iodlcppo, mpoxinter EElcwon
7ob Bernoulli, % émola slvar Shoxdnpdoruy. Téhog dvagépovrar dbo Epappoyés atis
smoleg o Sobévra dpfoydvia Stxtva elvon ioéleppa. T va dmd adra wpondnrer pe
YooY THE oTepsoypapinic TpoBorTc Tol mimédon Eml i povadixlag opalpag, Eva

70 &Aoo civor Stxtuo 7ob Liouville.
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