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PHYSIQUE MATHEMATIQUE. — La structure intérieure des corpuscu-
les 2 constitution mono - bipolaire™* par A. Papapétrou,
presentée par C. Maltézos.

1. Pendant ces derniéres années on a étudié un corpuscule, dont la
structure intérieure n'est pas caractérisée tout simplement par un pole de
masse, mais comprend en outre des grandeurs bipolaires 1. I’intérét de I'étude
de ce corpuscule consiste en ce que celui-ci fournit une image des proprié-
tés de l'électron magnétique jusqu’a des détails trés poussés, de sorte qu’il
doit étre considéré comme le modele classique de celui-ci 2 Dans I'étude géné-
rale du corpuscule mono-bipolaire on rencontre deux grandeurs indépendan-
tes, le vecteur a 4 dimensions p, et le tenseur antisymétrique nqg, tous deux
orthogonaux avec la vitesse u, du corpuscule:

pu*=0, nu*=0. (1)

Une discussion détaillée nous montre3, que le vecteur p, décrit un
couple de masses égales et de signe contraire, *M, se trouvant a une dis-
tance respective trés petite: Le corpuscule avec py =/=O,ngg= 0O résulte par
superposition d'un f)éle de masse et d'un couple + M. Pour le tenseur ngg
il n’a pas encore été donné une représentation détaillé analogue; on a remar-
qué seulement® que cette grandeur représente en principe un tourbillon de
quantité de mouvement. Le présent travail a pour objet I'étude plus détaillée

de la signification physique de la grandeur ngg.

* A, MANANETPOY, 'Eni tig Ecwtepiniig Sopig THV TOACSITOAIROV GONXTIWV.

! M. Mathison, Acta Physica Polonica, 6 (1937), p. 167; J. Lubanski, Acta Physica
Polonica 6 (1937), p. 356; H. Honl et A. Papapétrou, ZS. f. Phys. 112 (1839), p. 512; 114,
(1939), p- 478; 116 (1940), p. 153 Les trois derniers travaux seront cités dans la suite
comme I, IT, ITI.

* Voir particuliérement III.

® I, chap. et 2.
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Nous avons |déjé montré’ que la méthode Lubanski, bien qu'elle utilise
les équations aﬁprochées du champ de gravitation, donne en réalité des so-
lutions — sous forme intégrée —des équations dynamiques de la relativité,
restreinte, fournissant en plus les potentiels de gravitation approchés des
corpuscules correspondants. Pour connaitre par conséquent la structure inté-
rieure du corpuscule nous devons partir des équations de la relativité re-
streinte, et en detérminer une solution qui, pour une méme forme de mou-
vement, possede la méme quantité de mouvement P, et le méme moment de
quantité de mouvement J,g avec le corpuscule. L’identité compléte de ces
deux corpuscules sera démontrée finalement par le calcul direct des poten-
tiels de gravitation du corpuscule étudié avec les équations de_la relativité
restreinte. Ces potentiels doivent étre identiques & ceux donnés par les for-
mules de Lubanski. Cette méthode, utilisée déja pour la discussion de la
grandeur p,, nous conduira cette fois aussi a4 la solution du probléme posé.

2. Nous allons considérer un corpuscule en mouvement de rotation
uniforme autour d’'un axe, que nous allons choisir pour axe des z Il s’agit
par conséquent d’'un mouvement plan, ol toutes les composantes T, =T
du tenseur de matiére s’annullent, de sorte que les équations fondamentales

de la relativité restreinte

= y a=1a,2 34 (2)

aTn aTi‘l aTi‘ aT!l arl‘iﬁ 8'1“.!4 aTli aTﬁZ aTi‘ v
S o e e s (O RR(

0X; 0x, 0x, 0x, 0X, 0%, 0xX, 0%, 0x,

Pour rendre plus expressives ces équations nous introduisons i la place des

Top les tensions py, Pxy = Pyx, Pyy, ainsi que la densité de quantité de mouve-

ment g, ,g, et d’énergie w:

Py, R ==Py» L =—p, ;T =ieg,, T“=1'cgy , T, =w.

Les équations (2’) déviennent alors:
6pxx 19ny (9 8x < 3Pyx 6 py i 8 gy 8 gl ag} aW
: e B =) e Y = O

= e TEC e e e . c a, Py
ox Tay T ot ™% ax Tay T oot =0 ax ey T 0 @Ry

! 11, chap. 2, § 1.
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Considérons maintenant un champ radial de quantité de mouvement,
cest a dire tel que le «vecteur» ( gy, gy ) posséde en chaque point la direc-
tion de la normale menée par ce point a I'axe de rotation. Supposons en

plus sa valeur absolue inversement proportionnelle au rayon polaire r; c'est

. . - . - . '—+ ‘_* .
a dire, en introduisant les directions n, et n; de la fig. 1:

-

n, 1
n, gr= f(p-ot), gt=0. (3)
Nous voulons déterminer les grandeurs Py, P, PY¥
4 I \w et w du champ de telle sorte, que les équations fon-
damentales (2) soient satisfaites. La relation (24)
® nous conduit de suite & la détermination de la gran-
X deur w. En nous servant des formules de transfor-
Fig. 1. mation
A_=A cosg—A sing, Ay=Arsian+Atcoscp, (4e)
ainsi que des identités
ar S or i op singp  9¢ cos@
o =~ =cose, 5—};»=smq); P e R (48)
nous tirons de (2v) par un calcul élémentaire:
ow
E e

et comme en général
w=w (r, ¢p—wt),
nous tirons

~

aw oW
A

at Ery

Et puisque nous nous occupons du cas ol le champ est limité dans un pe-

tit intervale @,(p{@, et s’annule en dehors de celui-ci, nous concluons :
w=0.

Les équations (2a), (28) forment un systéme pour la détermination des ten-

sions. Nous introduisons les tensions rapportées au systeme des coordon-
(> —>
nées (n,, n )
Pn=P,.( p-wt), p,=pP, () P-Wt), P, =P, (r, @ —wt),

Les formules de transformation sont, voir (4«):
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p,,=(pP,,—P,) cosgsing +p,, (cos’p-siny), (4v)

P, =D, ,cos’®—2p_cospsing +p,sin’p , {
Py, = p,, sin’ 4+ 2p cospsing + p,cos’ . ‘
Nous trouvons par un calcul simple a la place des (2a), (28):

P COS® — 2p_Sing —p,, COSP + i L sin )+
—2p, = ——COSQ— ~——
o ¢ tt Py P Py P

x
aprr = aprt Sin(p agx
— = cosg — - — FUEe
i) ot
(6)
i . ; Pt . dPit
-(p,,Sin@ + 2p cosq —p,, sing + sing 4~~~ cosg )+
¥ o op
Bw . - On o __ 8
ar sing + or CosQ = o
Dans le cas qui nous occupe on a, voir (3) et (4a):
08x o df gy o df 3
ey dq;coscp Y d(psmcp. (7)
Nous utiliserons dans la suite une solution trés simple des équations (6) et (7):
2 2
Pus® ) Boopys - Budps 20 fdy . (8)
* @

Il est & remarquer que les derivées 6:(; et (Z%‘ se trouvent éliminées dans
le systeme (6). Cela signifie évidemment que des dis:ontinuités peuvent exi-
ster pour la tension P, sur le rayon polaire ¢ = const, comme aussi pour la
tension Py le long d'une circonférence r = const. La derniére partie de cette
remarque nous sera utile dans la suite.

3. Nous cherchons maintenant a déterminer les limites du champ po-
tentiel ci-dessus. Nous posons a cet effet a4 la place de la premiére des équa-
tions (3):

I+ 8,—T

g,—Tf(qJ—-mt), (90.)

de sorte que le champ s’annule graduellement dans la région r(r(r,+s, La
seconde équation du systéme (3) ne peut rester invariable, car alors les con-
ditions de continuité nécéssaires ne sont plus remplies sur le cercle r = r,.

Y

Pour satisfaire a ces conditions, il faut, ainsi qu’il sera montré dans la suite,
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admettre une répartition de masse g, dans lintervalle rr{r,+s, (g, densité
de masse dans le systéme de coordonnées par rapport auquel le corpuscule
est au repos), de sorte que, 4 la place de la seconde équation (3), nous de-
vons poser :

1
u—rﬁ (95)

gt=gowruz ’
N
On tire des (9«), (98), en utilisant (2v), d’abord la grandeur w. Il vient

par des calculs simples, en utilisant (4a), (48):

w O oW : b 5l
LI e (10a)

gt 9 ap 18,

Et aprés intégration:
@
w=p c?ul— Ly fde . (10)
wrs,
@y

Les tensions py., px, Pr seront déterminées a l'aide des équations (6), en re-

marquant que a la place des (7) on a:

ng df ro + So'= T 9 2 8@0 -
Bt‘ =_wd?p -———r;;~ coscp+w‘ru°';psmcp ;
08y df r, +s,—1r _ 'y
" ® &$ " sing — @ ru, cosy .
- 08x 8y . : ;
En utilisant ces valeurs de 5t &t ot nous tirons de (6), ou nous éga-

lons séparement les termes en cosg et sing, les deux équations:

OP 1t 0P | df r,+s,—1
Prr_Plt+ =l s e i) L X
L or ap S,

(11)

Par analogie avec la premiére des (8) nous admettons pour py la forme:

T+ 8, - T

P, = 0f. =3 (12)
S,
la seconde des (11) donne alors:
1
pn:gow'-'r”u;—’}.‘.w:ir_.ir_"__zs"/ fdg ; (13)
SD

%
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et en portant dans la premiére:

)
2,2 e
prr=mu9[r’godr+ - <_3 r—ar, —2s0)/ fdg . (14)

5 s\ 2

@
Cette derniére relation, combinée avec la remarque que la tension p, doit
étre continue sur la circonférence r = r,, conduit 4 la détermination de la
densité g,. Nous trouvons en effet en comparant la seconde des (8) avec (14):
2
wr
0.m¥r?u’ = /fd(p . (15)

Se

®

Portons cette valeur de o, dans les équations (10), (12) et (14); celles-ci

deviennent :
d % .
w=0, p, =0t T‘”“”‘?/qu; ;e 20_)’._‘1“‘.5’3/ fdp .  (16)
Se . ° Y
L 51 P

La derniére des relations (16) nous montre que la tension p,, s’annule sur la
circonférence r=r,+s, de méme que les grandeurs g, et p, voir (ga«) et
(12): Nous pouvons donc admettre, sans mettre en défaut les conditions de
continuité, que le champ s’annule en dehors du cercle r=r,+s,. (La discon-
tinuité de py sur les circonférences r=r, et r=r,+s, est permise, ainsi que

nous l'avons vu précédemment, la méme remarque étant évidemment valable

90,
pour la grandeur gy ou g,: voir équation (10«), ot entre la dérivée 6— , mais
P

00,
non celle o ). Nous remarquons en plus que les formules précédentes dé-
r
finissent la délimitation extérieure du champ (c’est a dire vers les r crois-
sants), puisque nous avons admis s,)o. Pour délimiter le champ intérieure-

ment il faut remplacer dans ces formules s, par —s,:

_S —
- (9%)
—-rs,
f,—S,—T 3
L e (127)
—SO\
A
g,m2r2u2o-_—,-_“l: / fde , . (15
~s
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® '
pﬁmm[mcp, l

__So
P | y
¢ (16)
pn.—_zwlﬁ‘fqu) ;
_So

P

4. Les résultats acquis jusqu’ici permettent de donner de suite la des-
cription de la structure intérieure d’'un corpuscule mono -bipolaire, pour le-
quel nous aurons i déterminer ensuite le corpuscule correspondant de la mé-
thode Lubanski. Dans les formules précédentes s'introduit la fonction f, qui
détermine la loi de variation de la quantité g, en fonction de I'angle @;
nous n'avons fait jusqu’ici aucune hypothése sur la forme de cette fonction
f. Nous nous laissons conduire par l'image du tourbillon de quantité de

mouvement et nous introduisons la fonction f ci-aprés (fig. 2):

A

f

gR
|
| m e
}’9— @ —’! C’oi‘————‘ a ‘ °
Fig. 2. ° Fig. 3.

f= gR pour @ <@{@,+a,, |
f=—gR »  @+a+al@<Q,+20,+0a, ; (17)
I

= » les autres valeurs de .

Ici g est une constante avec les dimensions d'une densité de quantité de
mouvement et R le rayon de la trajectoire moyenne du corpuscule. D’apres
cela le corpuscule est délimité latéralement par les secteurs ¢ (p{@,+a, et
@, +a, + a{p{p,+20,+ a, que nous désignerons dans la suite avec def et ap
(voir fig. 3). Dans le sens du rayon nous admettrons que le corpuscule est
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S s
délimité extérieurement par la région R + o (r{R+ 5t Sa ek, et intérieu-

s s
rement par la région R -- - ~s,{r(R - S . Il faut également admet-

tre, puisque nous devons en dernier lieu arriver 4 un corpuscule «ponctuels,
que les dimensions linéaires du systéme sont trés petites par rapport au ra-

yon de la trajectoire; .
S

R"<<1 : @l (18)
Enfin nous admettons, pour simplifier les calculs, que la largeur des régions
de délimitation est trés petite par rapport aux dimensions du corpuscule:

S, a,
S—((l, eT((l. (18x)

La structure intérieure du corpuscule est déja décrite précisement par
les formules (3), (5), (8) ete, ou l'on doit introduire la forme (17) de la fon-
ction f. Il convient pourtant d'utiliser a la place des densités g, g, w etc.

leurs intégrales étendues au volume des régions de délimitation :

Gfag=/ g.dv , Gf’ag=/ gidv | etc, (19)
Bet Bet "

car en partant de celles-ci nous pourrions calculer de suite la quantité de

mouvement total P, ainsi que le moment de la quantité de mouvement J,g

du corpuscule. Soit § (( R I'épaisseur du systéme dans le sens de l'axe de

rotation Oz (c’est a dire normalement au plan xy); posons encore:
gRa, s0.0=G . (20)

Le calcul des grandeurs G,, G; etc est élémentaire et conduit au tableau

ci -aprés:
& G . TR Py
G G
5EEZ +—(; = o o= =
-oRG -20RG
© e =5 R
o e T ® . (21)
G s b 2G / s \2
53 — 4+v—(R+—| — — — +—w(R+——
2 2
G S 2G s \2
g6 = —— (R —~-— = I 2 o —'"—‘(D(R—*“
S 2 s 2
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Dans ce tableau nous distinguons d'une part les lgrandeurs bipolaires, c’est
4 dire des couples des valeurs égales et de signe contraire avec au dénomi-
nataire a ou s, d’autre part les grandeurs monopolaires simples dans les quel-
les n'entrent ni a ni s. Les grandeurs qui contiennent comme facteurs a, s,
s

o
° o ’ ’ . > .
ou A ont été omises a cause des (18), (18 «). Les valeurs P, et Py in-
s

scrites entre les lignes 8¢£ et ap proviennent par intégration dans le volume

entier du corpuscule et non seulement sur les régions de délimitation: Dans
»

les deux derniéres formules (8) s’introduit la quantité ] fde, qui ne s’annule
P1

pas dans lintérieur du corpuscule, mais prend la valeur constante gRa, .

5. Dans le tableau (21) les éléments de la premiére ligne correspondent

aux directions n, n; d'un point quelconque de la région def, tandis que la
deuxiéme ligne correspond aux directions de la région ag, qui forment un
angle a, avec les précédentes. Au contraire les deux derniéres lignes du ta-

bleau (21) correspondent aux directions des milieux des régions &f et €0, qui
- =
ne sont autres que les directions n} et n} du «centre» du corpuscule. Il con-

vient de transformer les deux premicres lignes de ce tableau et les rappor-
— =
ter aux directions n7 et n}, car alors nous pourrions obtenir la quantité

de mouvement totale par simple addition algébrique. La transformation s’o-
btient directement en utilisant les formules (4 ) pour les grandeurs G; et
G, et celles (4v) pour les grandeurs P, Py Py et conduit au nouveau

tableau ci - apres:

& & . w ‘@ B P}
G G oRG
Ot +— - —  +oRG + — —oRG
= % —20RG i - 20RG
G G
TG G - +owRG CO—M} —oRG
o 2 o
RG © 20R*G (21)
et BT o — == — +——— 1 oG
s 2 S
RG G 20R’G
86 b g - =R M = +20RG
s 2 s

Il est & remarquer dans ce tableau que les grandeurs monopolaires (qui, au

point de vue de l'action gravitationnelle, que le corpuscule exerce sur des

\

points éloignés, n'ont pas besoin d’étre rapportées a4 une région détermi-
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née du corpuscule, et peuvent au contraire étre considerées reparties sur
le volume entier de celui - ci) se détruisent mutuellement, de sorte qu’
-il ne reste finalement qu'un couple de valeurs bipolaire des grandeurs
G7, G}, Ph et Pj.

Les deux premiéres colonnes du tableau (2r1«) montrent de suite que

la quantité de mouvement totale du corpuscule est égale a zéro:
-
P=0, (22q)

comme il fallait s'y attendre, puisqu’il s’agit de corpuscule en repos macro-

scopique. La troisieme colonne nous montre que la masse du corpuscule

est nulle:
E
p=—7=0. (228)
c
Il resulte enfin pour le moment de la quantité de mouvement du corpuscule
la valeur:
G RG
J=J,== . R+ I K ls=2RE. (22v)
a s

!

6. Les relations (228) et (22v) nous permettent de répondre de suite a
la question: a quel corpuscule de la théorie de Lubanski correspond le sy-
stéme défini par le tableatt (21«). En effet nous aurons en général une su-
perposition d’un vecteur p, et d'un tenseur neg; plus particuliérement—puis-
que le moment de la quantité de mouvement est normal au plan de la tra-
jectoire—le vecteur p, sera de la forme donnée dans I, chap. 2, § 1. et le

tenseur n,g sera conforme a II, chap. 3, § 2. Les relations II, (55) et (56):

Py, ?nuﬁ 2em,,

i J=JZT_“‘1)R_ u? (23)

el TR
restent par conséquent valables. En comparant ces relations avec (22 8),
(22 v) nous trouvons que le systéme (21) correspond aux valeurs:

uZRG 2fn,, 2u,0R*G
y=-—— ,p=-——"= o . (24)

Pour démontrer définitivement 1'équivalence du systéme (21 «) et du
corpuscule (24) il faudrait encore calculer les f)otentiels de gravitation du
systeme (21 a), qL'1i devraient coincider avec ceux du corpuscule (24). Mais
nous devons faire remarquer ici que la coincidence de ces deux potentiels
ne constitue pas une conditicn indépéndante nouvelle. Il suffit en effet de

remarquer que, ainsi qu'on peut démontrer en partant des formules I (40),



60 ITPAKTIKA THE AKAAHMIAY AGHNQN

I (38), I (43) et II (53), les potentiels de gravitation d'un corpuscule mono -

bipolaire peuvent étre exprimés en fonction des grandeurs u, P, et Sqp:

o Uy Pp+ PaUp 0 Slau5+S;(3uu
2 H T oaxy, n j

(25)

ot S,3 désigne le moment de la quantité de mouvement interne, qui pour
un corpuscule au repos macroscopique, coincide avec le moment total. Il en
résulte que le systéme (21q), se déplagant sur la méme trajectoire que le
corpuscule (24), et possédant les mémes valeurs de P, et J o5 admettra aussi
nécessairement les mémes potentiels de gravitation. Le calcul direct de ces
potentiels au moyen des éléments du tableau (21 «) et leur comparaison aux
poténtiels du corpuscule (24) constitue une simple vérification, surtout des
trois derniéres collonnes du tableau (21a). Pour étre bref nous ne donnerons
pas ici cette vérification.

7. Revenant aux formules (9 8), (15) et (15°), nous remarquons que le

corpuscule (21) contient dans les régions €& et eoc deux masses égales et de

M= .gdv e .
€0 o o o “o o L wu,S y

signe contraire:

qui constituent un couple +M, de moment

G  n,
&
wu, fud

po=Msds=_ (26)

Ce moment est différent de celui p de la formule (24). Par conséquent le
corpuscule défini par la méthode Lubanski avec seulement ngg==o0 et p, = O,
qui résultera de (21) par superposition du moment bipolaire —p, contiendra
en réalité un moment bipolaire p,—p == O, et ne se réduira pas a un simple
tourbillon de quantité de mouvement. Nous désignerons dans la suite par
tourbillon de quantité de mouvement le corpuscule auquel sera réduit (21),
si nous enlevons de celui-ci le moment bipolaire p, qu’il contient, et qui
est par conséquent défini dans la méthode Lubanski par superposition des

grandeurs:
u?RG n, '
W == =5 ptotal:p_p(?:—— 1+B?" (27)

c u,
Or la deuxiéme de ces équations est équivalente aux II, (57) et (57"), qui
constituent la condition nécessaire et suffisante pour que le moment de la

quantité¢ de mouvement du corpuscule soit donné par la formule;
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J=J =+ poR. (28)
Nous sommes ainsi arrivés au résultat remarquable ci-aprés: Il existe deux
corpuscules distincts a structure mono -bipolaire, le wmono - bipolaire, défini
par po==0 et nyg = O, et le tourbillon de quantité de mouvement. Ces cor-
puscules différent entre eux au point de vue macroscopique en ce que le
signe du moment de la quantité de mouvement est — pour le premier et +
pour le second.
La structure intérieure du corpuscule mono - bipolaire résulte des déve-
loppements de II, chap. 1, ‘tandis que celle du corpuscule tourbillon résultera
par jsuperposition du tableau (21) et d’'un mono-bipolaire avec moment bipo-

laire —p, Les résultats définitifs conduisent au tableau ci-aprés:

¢ G W P 4 P}
Monobipolaire :
R R R
53 — - poR. 5 pc? i — + po’R? e
‘ +pc® + pw’R? : (29)
R nER " R — po’R?
€0 — o+ p.a)R.: + pc* by —- - uw’R’?

Tourbillon de quantité de mouvement :

1 1
" el B . -~ 22 e
Ok ¢ +p.uoR0l +}L(.|)R.a
| 1 - 1
ag — Lw = S ;‘ == — nw o —
: (30)
iy
ek — ue* &
+ uc’ + uw’R*? — + uw’R*®
S 22
+ pet — R —M0'R
£ — = s = _ “szz..S, '

Il est évident que la structure (30) conduit au moment de quantité de mou-
vement (28), tandis que (29) donne le second membre de (28) changé de signe.

Le fait que la théorie classique des corpuscules mono -bipolaires conduit
a deux corpuscules différents est digne d’un intérét particulier. Ce résultat
correspond probablement au fait expérimental que dans la nature il existe
deux sortes de corpuscules élémentaires avec moment de quantité de mou-
vement interne, c’est a dire les corpuscules avec charge électrique positive

et ceux a charge électrique négative. Cette remarque constitue ‘un argument
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d'une nature générale en faveur de l'opinion que l'électrodynamique doit ré-
sulter comme un chapitre spécial de la théorie quantique de la gravitation,
plus exactement comme le chapitre traitant le champ de gravitation des cor-

puscules mono - bipolaires.

IIEPIAHWYIX

"Eni tijc dowiepinils douils t@v molodimodindv owpaziawv.

Kata ta tehevraia € duekerridn &v cwpdriov, 100 6moiov 7 owtepixn doun
dev yopaxntnoilerar dmhidg dia méhou pdbng, GAAd megihaufdver xai diodina peyédn.
To &vdiapégov tod cwpariov adrod dpeiletar elg 10 Gt todro dmodidel tag idud-
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