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ATA®OPIKH TEQMETPIA.— Sur certains types de congruences de
droites, dont les parametres distributeurs principaux sont
liés par une relation, par Othon Pylarinos *.

Résumé. Cet article a trait a certains types de congruences de
droites réelles & paramétres distributeurs principaux liés par une relation
de ’espace euclidien habituel, E? 4 chacune desquelles sont attachées o1
surfaces deux & deux isométriques de maniére que les droites joignant
les points homologues dans 1’isométrie des surfaces de chacun de ces
couples soient les droites de la congruence, les milieux des segments,
que les points homologues des surfaces de chaque couple déterminent
sur ces droites, étant leurs points moyens. Les congruences ayant cette
derniére propriété sont appelées, dans ce qui suit, congruences (M). Aprés
un exposé préliminaire deux théotrémes sont d’abord démontrés concer-
nant le premier les congruences hyperboliques, les droites de chacune
desquelles établissent une correspondance isométrique entre ses nappes
focales et le second les congruences non isotropes, les droites de chacune
desquelles établissent une correspondance isométrique entre les deux
surfaces lieux des points-limites de ces droites, qui expriment des
conditions suffisantes afin qu’une congruence (M) soit en méme temps une
congruence de Ribaucour et une congruence i paramétres distributeurs
principaux liés par une relation. Ensuite sont données des conditions

* 0. TIYAAPINOY, ITepl xatnyopltdv Tivwy edbetoyevddy opnvdyv, petagd TdOY
nuplwy mopapétpwy Sravopiis éxdotouv TdY dmolwy drdpyel oxéats.
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suffisantes afin qu’une congruence (M), qui est 4 la fois soit une congru-
ence de Ribaucour soit une congruence i paramétres distributeurs prin-
cipaux liés par une relation, jouisse de la seconde ou de la premiére de
ces deux propriétés respectivement. Une condition nécessaire et suf-
fisante est enfin donnée afin qu’il y ait une relation entre les parameétres
distributeurs principaux d’une congruence (M), qui est en méme temps
une congruence de Ribaucour non isotrope et il est démontré que la
surface moyenne d’une congruence de ce type, 4 moins qu’elle ne soit
plane, est un hélicoide minina reglé et ses surfaces génératrices sont des
surfaces de révolution.

1. Soit D une congruence de droites réelles de E3, qui-référée aux
parameétres u, v — est définie par rapport au systéme des coordonnées
Oxyz choisi dans 1’espace E? par 1’équation vectorielle

(1,1) R =7(uv)4+0l(uv);

I (u, v) est le vecteur-unité qui détermine le sens positif sur la direction
de la génératrice courante g (u, v) de D et 0 est le paramétre, aux va-
leurs duquel correspondent les points de la droite g, la surface S définie

par 1’équation (vectorielle)
(1’ 2) T =17 (ur V)y
sur laquelle on a 0 = 0, étant la surface directricc de la congruence.

Dans ce qui suit, on suppose que I’image 2 de D sur la surface de
la sphére - unité ayant 1’origine O du systéme Oxyz comme centre, dans
la représentation sphérique habituelle de cette congruence, (décrite par
I’extrémité du vecteur I mené du point O, ne dégénére pas en courbe et
que les paramétres u, v auxquels D est référée, aient été choisis de
maniére, que les images sur la surface (sphérique) X des surfaces v = Cte,
u = Cte engendrées par les droites de D, dans sa représentation sphéri-
que, forment un réseau orthogonal. En outre on suppose que [ (u, v)
ainsi que les autres fonctions vectorielles ou scalaires des u, v, qui figu-
rent dans ce qui suit, admettent des dérivées du premier et du second
ordre par rapport aux u, v finies et continues pour tous les systémes de
valeurs des u, v, auxquels correspondent les droites de D et, si f est une
fonction des u, v, on désigne par fu, fy, fue, fuy, fvo ses dérivées du
premier et du second ordre respectiyement par rapport & u et & v.
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Si 'on désigne par t(u,v), §(u, v) les vecteurs - unités qui au
point courant de I’image sphérique = de D déterminent les sens positifs
sur les directions des tangentes aux courbes v = Cte, u= Cte tracées
sur la surface 3, issues de ce point, on peut écrire les dérivées, I,, I,
du vecteur I par rapport 4 u et & v pour les valeurs des u, v auxquelles
ce point correspond, sous la forme

(1, 3) l, =at, [, =bg,

les vecteurs t, g étant des fonctions des u, v qui, d’aprés les suppositions
faites - vérifient avec I (u, v) les relations

(1, 4) P=@P=PFP=1, TW220, TRAE=A"

ol ¢ =1 ou—1 et on peut choisir les sens positifs sur les directions
des tangentes aux courbes v = Cte, u = Cte de maniére que l’on ait:

En outre les fonctions vectorielles f, g, I des u, v doivent vérifier
avec a, b — comme on le reconnait, si I’on écrit la condition de compa-
tibilité des deux équations (1, 3) et que 1’on tienne compte des relations
(1, 4) et (1, ) — les équations

z v _ P — u
- h=—<2 al, & = &
1,6
g, = L, gy e Bl gl
b a

tandis que a (u, v), b (u, v) doivent satisfaire en plus i ’équation aux

dérivées partielles

2]+ [3

a

L-{— ab =20

qui exprime la condition de compatibilité des deux premiéres ainsi que
des deux derniéres équations (1, 6) [3, p. 6].

Par ailleurs 1’équation (1, 7) exprime que la surface 3 dont le carré
de I’élément linéaire, en vertu des (1, 3) et (1, 4), est de la forme

* Les notations T X g, T A § désignent les produits scalaire et vectoriel des
vecteurs f, § respectivement.
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(1, 8) do? = du?a? 4 dv2?b?,

est une surface a courbure totale constante = - 1.

2. Les relations (2, 4) entre les vecteurs T, g, I permettent d’écrire
les dérivées T, ¥, du second membre ¥ (u, v) de 1’équation (1, 2) de la
surface directrice S de la congruence D sous la forme :

2, 1) fu =t T4+ gg+ 41, T = tot 4 gag + L1.

Ces deux équations, 4 conditions qu’elles soient compatibles, déter-

minent & une translation prés la surface S par rapport au systéme de
référence Oxyz; aussi peut-on supposer, dans 1’étude des propriétés
intrinséques 4 la congruence, que sa surface directrice S soit définie par
deux équations de la forme (2, 1).
k Dans le cas particulier ou la surface directrise S de la congruence
est sa surface moyenne, les scalaires t;, g, que les équations (2, 1) renfer-
ment, sont liés avec a, b par la relation bt; 4 ag, =0 [3, p. 17] et, dans
ce cas, les parameétres u, v peuvent étre choisis de maniére que les
scalaires t;, g2 soient tous les deux = 0, le réseau (u, v) sur la surface de
la sphére étant orthogonal.

A cet effet on peut distinguer deux cas suivant que la congruence
D est isotrope ou n’est par isotrope.

Si la congruence D est isotrope, d’aprés la définition des congruences
de ce type [2, p. 209], ses paramétres distributeurs principaux p;, p. (les
valeurs desquelles sur la génératrice courante g de D sont, par défini-
tion, les extrema du paramétre distributeur p sur g des surfaces engen-
drées par les droites de la congruence, auxquelles g appartient) seront

liés par la relation

(2, 2) P2a—p; =0
et, si S est la surface moyenne de D, on aura dans les équations (2, 1)
ti=gs=0, gg=ap, t= —bp, olt p=p;=p; [5 p. 166].

Ainsi les équations (2, 1), dans le cas ot S est la surface moyenne
de la congruence D qui, par hypothése, est une congruence isotrope
référée 4 deux parameétres u, v tels que le réseau (u, v) sur la surface de
la sphére - unité soit orthogonal, prennent la forme

(2, 8) fu=apg+4l, F=—bpi+il,
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les scalcaires p, I}, I;, que ces équations renferment, étant des fonctions
des u, v vérifiant avec a, b les équations aux dérivées partielles :

a b
(2»4) Bu, = 123'1 Py = ‘—ll’a_, llv—lgu = 2abp,
qui expriment — comme on le constate 4 1°aide des (1,3) et (1,6) —la

condition de compatibilité des deux équations (2, 3).

Si la congruence D n’est pas isotrope, ses paramétres distributeurs
principaux p,, p; ne vérifient pas 1’équation (2, 2) ; dans ce cas la géné-
ratrice courante g de D est la génératrice commune des deux surfaces
distinctes engendrées par des droites de D, les paramétres distributeurs
desquelles sur g sont respectivement égaux aux paramétres distributeurs
principaux de la congruence sur cette droite. Les surfaces engendrées
par les droites de la congruence, qui jouissent de cette propriété et sont
appelées surfaces distributrices principales de la congruence, constituent deux
systémes distincts de ! surfaces réelles dont les images sur la surface
de la sphére-unité, dans la représentation sphérique de la congruence,
forment un réseau orthogonal [2, p. 204].

Or, si la congruence non isotrope D est référée 4 deux paramétres
u, v tels que les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées par ses droites
soient ses surfaces distributrices principales, le réseau (u, v) sur la sur-
face de la sphére-unité sera orthogonal ; dans ce cas, si en plus la surface
directrice S de D est sa surface moyenne, dans les équations (2, 1) on
aura — comme on le constate aisément [5, p. 165] —t; =g,=0, g, = apy,
ts = — bps, Ol py, po sont les paramétres distributeurs principaux de la
congruence.

Ainsi les équations (2, 1), lorsque S est la surface moyenne de la

congruence (non isotrope) D, prennent la forme
(2)5) fll’=a'plg—*_llll sz_bp2f+l2ly

les scalaires py, s, &, ls, qui y figurent, étant des fonctions des u, v
vérifiant avec a, b les équations aux dérivées partielles

ay b by
(26)  pu=—(o1—p)"—h—, pu=(p1—p)pt +lhp,

liy — lys = ab(p1+ p2),



352 JTPAKTIKA THXE AKAAHMIAZ AGHNQON

qui expriment, eu égard aux (1, 3) et (1, 6), la condition de compatibilité
des deux équations (2, 5) [5, p. 165].

Les équations (2, 5) et (2, 6) se raménent aux équations (2, 3) et
(2, 4) respectivement si p; = p; = p. Dans ce cas D est une congruence
isotrope référée 4 deux parametres u, v tels que le réseau (u, v) sur la
surface de la sphére-unité soit orthogonal.

Il en résulte, compte tenu du fait qu’un couple de systémes de oe!
surfaces engendrées par les droites d’une congruence isotrope, les images
desquelles sur la surface de la sphére-unité, dans la représentation
sphérique de la congruence, forment un réseau orthogonal, peut étre
considéré comme un couple de systémes de surfaces distributrices prin-
cipales de la congruence, que les équations (2, 5), a condition qu’elles
soient compatibles, déterminent 4 une translation prés la surface moyen-
ne de la congruence D référée i ses surfaces distributrices principales
v = Cte, u = Cte, méme dans le cas ot D est une congruence isotrope.

11 est 4 noter que, si la surface directrice S de la congruence D est
sa surface moyenne, les valeurs 0, 0, et 0,", 0, du paramétre 6, que
I’équation (1,1) de D renferme, auxquelles correspondent les points
focaux et les points-limites de la génératrice courante g de D respecti-
vement, sont des fonctions de ses paramétres distributeurs principaux
sur la génératrice g.

En effet, sila surface S est définie par les équations (2, 1), les
valeurs 0;, 6, de 0 sont les racines du polynéme en 0:

ab0® + (at; + bgs) 0 4 t125 — tog;

[3, p. 9] et ce polynéme, lorsque S est la surface moyenne de D référée
a ses surfaces distributrices principales v = Cte, u = Cte, en vertu des
(2, ), devient ab (62 + pq, pa).

Donc, dans ce cas, les valeurs 0;, 0, de 0, auxquelles correspondent

des points focaux de la génératrice courante g de D, sont:

2,7 0y, = i V— P1DP2.

En outre, dans ce méme cas, les valeurs 0, 0, de 0, auxquelles
correspondent les points-limites de la génératrice g de D, sont [1, p. 208] :

2, 8) 6;,2=iﬂ;—p}-,
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D’aprés les formules (2, 7), pour que la congruence D soit parabo-
lique, il faut et il suffit, qu’au moins un de ces parameétres distributeurs
principaux pq, pg soit = 0; car seulement dans ce cas les points focaux
de chaque droite de D se confondent et coincident avec le point moyen
de cette droite. Donc seulement dans ce cas on a 6; = 6, = 0.

Il en résulte que, si la congruence n’est pas parabolique, ses paramétres

distributeurs principaux py, p, sont nécessairement tous les deux == 0 :

(2,9) P10, p=0.

3. Les droites qui engendrent une congruence de Ribaucour sont
paralléles — d’aprés la definition des congruences de ce type [1, p. 308] —
aux normales 4 une méme surface, S’, qui est représentée sur la surface
moyenne S de la congruence avec orthogonalité des éléments linéaires,
la droite de la congruence issue de chaque point de S étant paralléle a
la normale 2 S” en son point homologue, dans cette représentation des
surfaces S, S’, ’une sur 1’autre, de ce point de S. La surface S’ est appe-
lée, dans ce cas, surface génératrice de la congruence.

Si la congruence considérée D n’est pas parabolique et que la sur-
face moyenne S de D — référée 4 deux paramétres u, v tels que le réseau
(u, v) sur la surface de la sphére-unité soit orthogonal —soit définie a
une translation prés par deux équations de la forme (2, b), une condition
nécessaire et suffisante, afin que D soit une congruence de Ribaucour
est que les scalaires a, b, py, ps, U5, I, qui figurent dans ces équations,
soient des fonctions des u, v vérifiant 1°équation :

l,b] [lza} ol
(3’ ) {Pv"l u+ pzb Jv 9,

les parameétres distributeurs p,;, ps de D étant, dans ce cas, tous les
deux == 0 [5, p. 168].

La condition (3, 1) est remplie —comme on le constate en ayant
égard aux équations (2,4)—si p; = ps =p==0; dans ce cas le congru-
ence D est isotrope et—comme on sait [1, p. 311] — les congruences isotropes
sont des congruences de Ribaucour.
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Il est 4 noter que, dans le cas oll la congruence mnon parabolique D
est une congruence de Ribaucour, les deux équations

Qu lya Qv Lib
3,2 S on -, & =
®.2 0 p2b 0 p1a

grice 4 (3, 1), sont compatibles et, pour chaque fonction ¢ (u, v) vérifiant
ces deux équations, les équations

(3, 3) fu = oap;f, T = obp.E,

qui, dans ce cas, sont également compatibles, déterminent & une translation
prés une surface génératrice de la congruence [5, p. 168]; de la résulte qu'une
congruence de Ribaucour admet ! surfaces génératrices.

En outre dans la représentation qui vient d’étre signalée de la
surface moyenne S d’une congruence de Ribaucour sur une de ses surfa-
ces génératrices, S’, les lignes asymptotiques de la surface S’ correspond-
ent aux courbes tracées sur la surface S, que les surfaces développables
de la congruence déterminent sur elle [1, p. 309] et, si la congruence de
Ribaucour n’est pas isotrope, les lignes de courbure de la surface S’
correspondent aux courbes tracées sur la surface S, que les surfaces
distributrices principales de la congruence déterminent sur elle [6, p. 134].

4. Deux surfaces, S;, S,, qui sont représentées 1’une sur 1’autre de
maniére que les droites joignant leurs points homologues, dans cette
représentation, soient les droites de la congruence D définie par I’équa-
tion (1, 1), les milieux des segments, que les points homologues des deux
surfaces déterminent sur ces droites, étant situés sur la surface directrice
S de la congruence, seront définies par deux équations de la forme

(4v 1) ?1 = T(U,V)—’—GI(U,V), f2= f(u,v)—ﬁl(u,v),

ot 0 est une certaine fonction des u, v, les points homologues des deux
surfaces, dans cette représentation, correspondant & un méme systéme
de valeurs des u, v.

Si en particulier la surface directrice S de D est sa surface moyen-
ne, d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe 2, on peut référer D a
deux parameétres u,v tels que les dérivées T,, v du second membre
t (u, v) de I’équation (1, 2) de D, écrites sous la forme (2, 1), prennent la
forme (2, 5), le réseau (u,v) sur la surface de la sphére-unité étant
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orthogonal. Cela étant, en différentiant la premiére équation (4, 1) par
rapport 2 u et & v, on parvient, 4 I’aide des (1, 3) et (2, 5), aux équations:

(4,2) fu=a@t+pg)+ (G40 7w =>b(—pt+0g) + (L+06)1.

Or, si E;, Fy, G;; E, F,, G, sont les coefficients des premiéres
formes différentielles fondamentales des surfaces S;, S, référées aux
paramétres u, v, en vertu des (4, 2) on aura pour E,, F;, G; les expres-
sions :

E; = a®(®+p®) + (L +0.)2, G; = b%(ps*+6?) -+ (I 6,)

3
®3) 1 B, = abb (o — pa) + (1 +02) (o 6y).

On déduit de 13, en tenant compte que, d’aprés (4, 1), les expres-
sions des E,, Fy, G, s’obtiennent des expressions (4,3) des E;, Fy, Gy,
en y remplacant O par—90, que, pour que la représantation considérée des
surfaces S;, S,, I’'une sur ’autre, soit isométrique ou — ce qui revient au
méme — pour que 1’on ait E;= H,, F;=7F,; G;=G,, il faut et il suffit
que la fonction 0(u, v), qui figure dans les équations (4, 1), vérifie avec
les fonctions a, b, py, ps, /1, I des u, v, que les équations (2, 5), renfer-
ment, les équations

(4, 4) Lo, =0, L0 =0, abb(py—py)+40.+5L06, =0

Les équations (4, 4) montrent qu’une congruence qui admet deux surfaces
entre lesquelles ses droites établissent une correspondance isométrique, est néces-
sairement une congruence (M), lorsque les milieux des segments, que les points
homologues dans Iisométrie dés deux surfaces déterminent sur les droites de la
congruence, sont Situés sur sa surface moyenne, car ces équations, en cas
qu’elles soient vérifiées par une fonction 0 (u, v), sont évidemment
vérifiées par toute autre fonctions 6’ (u, v), de la forme 6’ =c6, o ¢
est une constante arbitraire.

Si py=p:=p=0, les scalaires l;, I, qui figurent dans les équa-
tions (2, b), d’aprés (2, 6), ne peuvent pas s’annuler tous les leux identi-
quement et, cela étant, les équations (4, 4) cont vérifiées par 0 = ¢, ot ¢
est une constante arbitraire. Dans ce cas, la congruence est isotrope
et — comme on sait [3, p. 20] — les congruences isotropes sont des cougru-
ences (M).
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Si la congruence D n’est pas isotrope, on aura, d’apreés (2, 2), ps— p1=0
et, pour qu’il y ait une fonction 0 (u, v) vérifiant les équations (4, 4), il
faut — comme on le voit aussitét — que 1’on ait ou bien

_ o [ab (pz—pl)] _
(4, 5) L=0, L=0, v [1—2 = 0,
ou bien

- 9 |ab (pz—pl)] K.
(4, 6) L0, h=0, o [REmel_,

D’autre part, si les conditions (4,5) ou (4, 6) sont remplies, les
équations (4, 4) sont vérifiées par toute fonction de la seule variable u,
1 d0 _ ab(p:—pi)

0 (u), telle que ’on ait — —— = ———>—2 = f(u), ou par toute fonction
0 du Iy
. . 0’ —
de la seule variable v; 0°(v) telle que 1’on ait —1— =~ il—)—(gz—pl):_—‘f'(v)
0" dv A
respectivement.

Donc, afin qu’une congruenee non isotrope dont la surface moyenne est
définie & une translation prés par deux équations de la forme (2,5) soit une
congruence (M), il faut et il suffit que des six fonctions scalaires a, b, py, ps,
L, Iy des u, v, que ces équations renferment, une seule des deux derniéres, ly, I,

soit = 0 et en plus que (—l—b(p;—;h) soit une fonction de la seule variable
2

ab (py— . ’ . :
u ou que —(’;;—pl) soit une fonction de la seule variable v suivant que
1

=0, 150 ou l, == 0, ly = 0 respectivement *.

Il est & noter que, si la congruence D qui, étant définie par 1’équa-
tion (1, 1), admet comme surface directrice S sa surface moyenne, est
une congruence non isotrope référée 4 deux paramétres u, v tels que les
surfaces v = Cte, u = Cte engendrées par ses droites soient ses surfaces
distributrices principales, les seconds membres T (u, v) de 1’équation

* Des conditions nécessaires et suffisantes afin qu’une congruence admette
o ! surfaces, entre lesquelles, prises deux a deux, ses droites établissent une
correspondance isométrique telle que les milieux des segments, que les points
homologues dans I'isométrie des surfaces de chaque couple déterminent sur ces
droites, soient situés sur une surface la méme pour tous ces couples des surfa-
ces, sont données par M. P. Vincensini [3, p. 18 4 20].
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(1, 2) de la surface S et 7, (u, v), T3 (u, v) des équations qui s’obtiennent
des deux équations (4,1) en y remplacant 0 par une fonction 6 (u, v)
satisfaisant aux équations (4, 4), sont des fonctions des u, v qui, d’apres
la proposition précédente, vérifient —comme on le reconnait aisément
en ayant égard aux (2, b), (4, 1) et (4, 3), les équations

ty X Fy = 01 Tiu X Fiv = O, Tou X Tgy = O,

qui expriment que les courbes v = Cte, u = Cte tracées sur chacune de
ces surfaces forment un réseau orthogonal.

Donc les courbes, que les surfaces distributrices principales d’une congru-
ence (M) non isotrope déterminent sur la surface moyenne de la congruence
ainsi que sur les surfaces deux o deux isométriques qui lui sont attachées,

forment sur chacune de ces surfaces un réseau orthogonal.

H. Supposons maintenant que la congruence D définie par I’équa-
tion (1, 1) soit une congruence non isotrope qui, ayant comme surface
directrice S sa surface moyenne, est référée 4 deux paramétres u, v tels
que les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées par ses droites soient ses
surfaces distributrices principales.

Si en premier lieu la congruence D est hyperbolique et que ses
nappes focales, S;, S;, ne dégénérent pas en courbes, ces deux surfaces,
qui, d’aprés (2, 7), sont définies par les équations

(,1) F=7(u,v)+V—pip2 l(u,v), F3=7(u,v)—V—pyp2l(u,v),

oll p;, p. sont les paramétres distributeurs principaux de D, sont repré-
sentées, 1’une sur 1’autre, de maniére que leurs points homologues, dans
cette représentation — correspondant 4 un méme systéeme de valeurs des
u, v — soient les points focaux des droites de D ; par conséquent les
milieux des segments, que les points homologues des deux surfaces
S;, Se déterminent sur les droites de la congruence, sont situés sur sa
surface moyenne.

Or, si cette représentation est isométrique, d’aprés ce qui est exposé
dans la paragraphe 4, D est une congruence (M) et les fonctions scalaires
a, b, p1, e, Ly, s des u, v, qui figurent dans les expressions (2, D) des
dérivées T,, T, du second membre T (u, v) de 1’équation (1, 2) de la sur-
face moyenne S de D et vérifient les équations (1, 7) et (2, 6), doivent
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vérifier en plus avec 6 = V—p,;, p. les équations (4, 4). On aura donc

ou bien
ab (p2— p1) 1 d8
mmh=ma$amm=4%x—£%&=yg=m»
ou bien
— 0’
(6,8) L=0, L=0, ppy=—02(y), 2D2@2=P)_1d"_, .,
4L 0" dv

les fonctions 0 (u), f (u) et 0’(v), £ (v), qui figurent dans ces conditions,
étant réelles et == 0, puisque D est, par hypothése, une congruence
hyperbolique.

Si les conditions (5, 2) sont remplies, de la premiére équation (2, 6)
qui, grice aux (D, 2), acquiert la forme

PiPw _ _ av
(5$ 4) p12+62 - )
résulte que, si a,==0, p, et a seront liés avec la variable u par une re-
lation de la forme

2
(6, 5) pt 400 = F,

ol ¢; est une fonction réelle et == 0 de la seule variable u, tandis que,
si a, = 0 et que, par conséquent, a soit une fonction de la seule variable
u, il en est de méme de p;.
Mais si a,5=0, de la relation (5, 5) jointe & la troisi¢me relation
(5, 2) on obtient pour p;, ps les expressions :
Voi—a? a

(5,6) p1=9—a— p2=—9m,

ou (DE%E(})(U)$0.

Par ailleurs la derniére relation (5, 2), si I’on y remplace p;, p; par
leurs valeurs (5, 6), devient

(5, 7)

et de cette relation, en égalant les dérivées logarithmiques par rapport
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4 u de ses deux membres et en tenant compte que, grice aux (5, 2), (5, 6)
et a la derniére équation (2, 6), on a

lzu 5 (p2 —— 2a2
(5, 8) * = fT
et

3 *
Pau = @ay — QP .
(51 9) Po f + a ((p2 e a2) m2 — aZ !
on parvient a 1’équation
by, aas  _ 9O -—e @

(5, 10) b + (92—32 - @2—32—2?3' +T—2$

D’autre part de la seconde équation (2, 6) jointe aux (5, 7) et (5, 9)
on obtient 1’équation

bo  _aas 2[_1_ _f__] a’g
&, 10 b T =2 T T T =)
On aura donc, en vertu des (5, 10) et (5, 11), 1’équation
1 f o
C-L| [ B il e ot
(5, 12) a[f - q)2]+(p ; 0

qui montre que la supposition faite, que la dérivée de a par rapport & v
soit == 0, n’est pas compatible avec les conditions (5, 2).

En effet, d’aprés 1’équation (5, 12), 4 laquelle on parvient en suppo-
sant que les conditions (D, 2) soient remplies, et en outre que 1’on ait
a, =0, a, doit &tre = 0 ; car le premier membre de (5, 12) est un polyndéme
en a, dont les coefficients sont des fonctions de la seule variable u et
ces coefficients ne peuvent pas s’annuler tous les deux identiquement,
les fonctions f (u), ¢ (u) étant réelles et == 0. Donc, dans le cas envisagé,
a doit étre une fonction de la seule variable u :

(5, 13) a =a(u)
et, cela étant, il en est de méme, d’aprés (9, 2) et (5, 4), des py, ps:
(5, 14) p1 = p1(u), pz = p2(u);

par conséquent, p;, p2 seront liés, si aucun d’eux n’est constant, par une
relation.

* Les points désignent les dérivées par rapport a la variable u.
ITAA 1975
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En outre, grice aux (5, 2), (5, 13) et (5, 14), la condition (3, 1), qui
est suffisante afin que la congruence D soit une congruence de Ribau-
cour, est remplie.

Si, au lieu des conditions (5, 2), les conditions (5, 3) sont remplies,
on paut démontrer par des raisonnements pareils aux précédents que
b, p;, ps sont nécessairement des fonctions de la seule variable v et que
la condition (3, 1) est remplie.

On peut donc énoncer le

Théoréme 1. Une congruence hyperbolique dont les nappes focales
sont deux surfaces isométriques, les points homologues dans ’isométrie de ces
surfaces étant les points focaux des droites de la congruence, est une congruence
(M) qui est a la fois une congruence de Ribaucour et une congruence & para-
métres distributeurs principaux liés, si aucun d’eux n’est constant, par une
relation.

Il est & noter que, si les droites d’une congruence hyperbolique
établissent une correspondance isométrique entre ses nappes focales, ces
deux surfaces, & moins qu’elles ne soient des surfaces de révolution,
sont des hélicoides (7, p. 119].

Si en second lieu les couples des points-limites des droites de la
congruence non isotrope D constituent deux surfaces, S;’, Sy’, ces deux
surfaces, qui — d’aprés (2, 8) — seront définies par les équations

(5,18) F1=¢(u,v)+ 2 PI(u,v), #=rF(uv)— B—;iuu,v),
sont représentées, |’une sur l’autre, de maniére que leurs points homo-
logues dans cette représentation — correspondant 4 une méme systéme
de valeurs des u, v — soient les points-limites des droites de la congru-
ence ; par conséquent les milieux des segments, que les points homolo-
gues des deux surfaces déterminent sur les droites de la congruence,
coincident avec les points moyens de ces droites.

Or, si cette représentation des surfaces S;’, Sy’, 1’'une sur l’autre,
est isométrique, d’aprés ce qui est exposé dans le paragraphe 4, D est
nécessairement une congruence (M) et les scalaires a, b, py, ps, /1, L, que
les expressions (2, b) des dérivées 7,, T, du second membre de 1’équation
(1, 2) de la surface moyenne S de D renferment, sont des fonctions des
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u, v, qui doivent vérifier les équations (1, 7) et (2, 6) et en plus avec

0 = pz%pl les équations (4, 4). On aura donc ou bien

(6,16) 4 =0, L0, py—p, —20(), 2@e—P) 1 d0 ..,
L 6 du

ou bien

(6,17) L+0, L =0, py—py=206(y), 22@=p)_1 d%_ .,

L 0 dv

les fonctions 0 (u), f (u) et 0°(v), f' (v) des variables u et v respective-
ment, qui figurent dans ces conditions, étant réelles et == 0, puisque
D est, par hypothése, une congruence non isotrope.

Si les conditions (5, 16) sont remplies, de la premiére équation (2, 6)
qui, griace aux (9, 16) devient

ay
a )

(5, 18) P = 20(u)

résulte que, si en plus a,==0, p; et, d’aprés la troisiéme relation (5, 16),
ps seront des fonctions de a et de la variable u de la forme :
- (5,19) py=20(u)loga—+6;(u), pz=20(u)loga+0,(u)+26(u).

En outre, dans ce cas, de la relation

62
(5, 20) L = 2ab—,

a laquelle on parvient en éliminant p, — p; entre les deux derniéres
relations (5, 16), en égalant les dérivées logarithmiques par rapport & u
de ses deux membres et en tenant compte que, grice aux (b, 16), (5, 19)
et 4 la troisiéme équation (2, 6), on a

_ b, 0
(5, 21) —;2—=—-6-2{2eloga+el+e},

on obtient 1’é4quation

— 6 6 @8
- b = 2eloga—6162 3e —|-?

an

(5, 22)

D’autre part la seconde équation (2, 6), si I’on y remplace p,— p;
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et I, par leurs valeurs (D, 16) et (5, 20) et que l’on tienne compte que,
a

a“ +el+261

d’aprés la seconde relation (5, 19), on a pg, = 2610ga +4- 26
acquiert la forme:

u 0 , j
k] b = — —loga+a’—+ — — — —.

5, 23
( ) b 0 0 26 0

On aura donc, en vertu des (D, 22) et (5, 23), 1’équation :

0 i ] i) ] 0
5, 24 —a? -} — loga g — — L= — — =0
( ) 0a+eoga+ 5 9+‘ez 8

et de cette équation, qui a été obtenue en supposant que les conditions

(b, 16) soient remplies et en plus que la dérivée de a par papport a v

: ) 0
soit =0, on déduit, compte tenu que les fonctions 0 (u) et f (u) = 'R

sont toutes les deux == 0, que les deux suppositions faites ne sont pas
compatibles.

Donc, si les conditions (D, 16) sont remplies, a est nécessairement
une fonction de la seule variable u et, cela étant, il en est de méme, en
vertu des (9, 16) et (D, 18), des p;, p: qui, par conséquent, seront liés, si
aucun d’eux n’est constant, par une relation.

En outre, dans ce cas, la condition (3, 1) — qui est suffisante afin
que la congruence D soit une congruence de Ribaucour — grice aux
(5, 16) et au fait que a, p;, p» sont des fonctions de la seule variable u,
est remplie.

Si, au lieu des conditions (9, 16), les conditions (b, 17) sont remplies,
des raisonnements pareils aux précédents, conduisent i la constatation
que b, p;, ps doivent étre des fonctions de la seule variable v et que la
condition (3, 1) est également remplie.

On peut donc formuler le

Théoréme Il Une congruence non isotrope, dont les droites établis-
sent une correspondance isométrique entre les deux surfaces lieux des points-
limites de ces droites, est une congruence (M) de Ribaucour & paramétres distri-
buteurs principaux liés, si aucun d’eux n’est constant, par une relation.

Remarque.— Si la congruence — qui, ayant comme surface directrice
sa surface moyenne, est définie par I’équation (1,1) — est une congru-
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ence (M) hyperbolique dont les droites établissent une correspondance
isométrique soit entre ses nappes focales soit entre les deux surfaces
lieux des points-limites de ces droites, deux surfaces isométriques qui
lui sont attachées, d’aprés ce qui est exposé dans les paragraphes 2 et 4,
seront définies par les équations qui s’obtiennent des deux équations
(4,1) en y remplacant 0 par c¢V—p, p; ou par ¢ (p2— p;) respectivement,
ol ¢ est une constante =~ 0.

Or, dans le cas particulier oti les droites de la congruence établis-
sent une correspondance isométrique d’une part entre ses nappes focales
et d’autre part entre les deux surfaces lieux de leurs points-limites,
P1, P2 seront liés par une relation de la forme

__pl=cl/__ﬂ,
P2 P2

oli ¢ est une constante == 0.

Donc, dans ce cas particulier, les paramétres distributeurs principaux

P1, P2 de la congruence seront liés par une relation de la forme Ap, -+ Bp,= 0,

otv A, B sont des constantes =~ 0 et telles que —% soit & — 1.

6. Les théorémes établis dans le paragraphe précédent expriment
des conditions suffisantes afin qu’une congruence (M) soit a la fois une
congruence de Ribaucour et une congruence dont les paramétres distri-
buteurs principaux sont liés par une relation. Nous allons maintenant
chercher des conditions suffisantes afin qu’une congruence (M) ayant une
des deux propriétés signalées, jouisse nécessairement de 1’autre.

A cet effet nous allons supposer que la congruence considérée D
soit une congruence ni parabolique ni isotrope, dont la surface moyenne
est définie & umne translation prés par les équations (2, 5), les surfaces
v = Cte, u= Cte engendrées par ses droites étant ses surfaces distribu-
trices principales.

Si en premier lieu les paramétres distributeurs principaux p;, pa

de la congruence D sont liés par la relation

(6, 1) pz = p2(p1),

ol, d’apres les suppositions faites, py(p;)==p, et =0, les fonctions sca-
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laires a, b, p;, ps, &, Iz des u, v, qui figurent dans les équations (2, 5)
et vérifient les équations (1, 7) et (2, 6), doivent vérifier en plus, d’aprés
ce qui est exposé dans le paragraphe 4, les équations (4, D) ou (4, 6).
On aura donc ou bien

(6, 2) L=0, G0, BB _

) 2
ou bien

(6) 3) ll ==10); l2 = 0)

les fonctions f (u) et £’ (v) étant == 0, puisque D est une congruence non
isotrope.

Or, si les conditions (6, 2) sont remplies, la premiére équation (2, 6),
grice aux (6, 1) et (6, 2), acquiert la forme

Piv dv
6, 4 e B o o CF
(6, 4) p2(pP1) — Ps a
et si

da

1’équation (6, 4) montre que a doit étre une fonction de p; et de la va-
riable u de la forme :

(6, 5) a = @;(u)- @z(py) -

Cela étant le parameétre u peut étre choisi de maniére que le coef-
ficient a, qui figure dans l’expression (1,8) du carré de I’élément
linéaire de I’'image sphérique de la conguence D, soit une fonction de
py :a = a(py), les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées par les droites
de D étant ses surfaces distributrices principales.

Cela étant, p, et, en vertu de (6, 1), p, seront des fonctions du seul

coefficient a:

(6, 6) pr = p1(@), p:=pala),

qui, d’aprés (6, 4) et (6,5), doivent satisfaire & I’équation différentielle

(6, 7) 3;;1 x pz;—plv
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En outre de la derniére relation (6, 2), en égalant les dérivées loga-
rithmiques par rapport 4 u de ses deux membres et en ayant égard aux
(6, 1), (6,7) et au fait que, grice aux (6,2) et a la derniére équation
(2, 6), on a

lou p1—+ Ds
6,8 2 = fle) 1=,
( ) Iy i P1— P2

on parvient a I’équation

by a, dps P11+ P2 f
6, 9 —_— = f(u) ———— + —.
(6, 9) o i - ()p1~p2+f

Par ailleurs la seconde équation (2, 6), a 1’aide des (6, 1), (6, 2) et
(6, 7), affecte la forme

by ay dp, _ a?
b + a dpy, I

(6, 10)

On aura donc, en vertu des (6, 9) et (6, 10), I’équation

Pit+p 2 f

1 P2 — P2 ® £’

qui montre que, dans le cas envisagé, si a, == 0, la relation (6, 1) entre
pP:1, P2 ne peut pas étre de forme p, + ps = 0 et en outre que la fonction
f(u) qui figure dans la derniére relation (6, 2), doit étre une constante
=0, lorsque le paramétre u est tel que p;, p, soient des fonctions du
seul coefficient a, les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées par les droi-
tes de la congruence étant ses surfaces distributrices principales.

Donc, dans ce cas, on a nécessairement

p1 + p2 - _az_
=

6, 12 +0,
( ) p1 -+ P2 P1— D2 =
oll ¢; est une constante =~0.

Cela étant, de la seconde équation (6, 12), en égalant les dérivées
logarithmiques par rapport 4 v de ses deux membres et en ayant égard
aux (6,1), (6,5), (6,6) et (6,7), on obtient 1’équation

d p1+ P2 P11t Pe
= . — 2 =0
{p2 pl} dpy [ px"pz] P1— P2
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et de cette équation, qui, si I’on tient compte que 1’on a, par hypothése,
p1=0, p==0, pa—p;=50 et, d’aprés (6,12), p;+ p.*0, devient

dps
1 =)
+ oy y
on déduit que, dans le cas envisagé, la dérivée de a par rapport a v
n’est =0 que seulement dans le cas ou la relation (6,1) entre p;, p.

est de la forme

(6, 13) p1+ p. = Cte=%0.

Donc a est nécessairement une fonction de la seule variable u et,
cela étant, il en est de méme, d’aprés (6, 1), des p;, ps lorsque la rela-
tion (6, 1) entre p;, p; n’est pas de forme p; -+ p,= Cte==0.

En outre, si p;, p:, a sont des fonctions de la seule variable u, il

A S o : La X
en est de méme, d’aprés la derniére relation (6, 2), de _pz—b et, cela étant,
2

la condition (3,1) qui est suffisante afin que la congruence D soit une

. . lya
congruence de Ribaucour et, en vertu des (6, 2) devient [pzb] =10,
2D |,

est remplie. L

Si, au lieu des conditions (6, 2), les conditions (6, 3) sont remplies,
on peut constater par des raisonnements pareils aux précédents, que
b, p;, ps sont nécessairement des fonctions de la seule variable v et que
la condition (3, 1) est remplie, lorsque la relation (6, 1) entre p;, p, n’est
pas de forme p;-}+ p, = Cte=£0.

On peut donc, en tenant compte en outre du fait qu’une congruence
(M) dont les parameétres distributeurs principaux p;, ps sont liés par la
relation p,— p; = 0 est isotrope et que, par conséquent, elle est une con-
gruence de Ribaucour, énoncer le

Théoréme III Une congruence (M) non parabolique, dont les para-
métres distributeurs principaux p,, p, sont liés par une relation, est nécessaire-
ment une congruence de Ribaucour, lorsque la relation entre p;, p, n’est pas
de forme p;-+ p; = Cte.

Si en second lieu la congruence considérée D est une congruence
(M) de Ribaucour non isotrope, les fonctions scalaires a, b, py, Pa, by b
des u, v, qui figurent dans les équations (2, ) de sa surface moyenne S
et vérifient les équations (1, 7) et (2, 6), doivent vérifier en plus, d’apres
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ce qui est exposé dans les paragraphes 3 et 4, 1’équation (3, 1) et les
équations (4, b) ou (4, 6). On aura donc ou bien

lra

6,14) =0, Lo, 22@=P)_4h.g ———
lz D2b

ou bien

6,18) L0, =0 RETR_ 400 AR _ a0
1 Pi1a

. s . P l
Si les conditions (6, 14) sont remplies, en éliminant ~> entre les deux

b

derniéres de ces relations, in vient

(6, 16) az[l—%}=f~ozol(u)$0.
2
O, si
(6, 17) a, %0,

d’aprés la premicre équation (2, 6) qui, dans le cas envisagé, a 1’aide des
(6, 14) et (6, 16), acquiert la forme {plpg}v= 0, le produit p;- p. doit
étre une fonction de la seule variable u:

(6, 18) p1- P2 = @(u) = 0.

De cette relation jointe 2 la relation (6, 16) on obtient pour p,% po®
les expressions

a? — o, a2

19 2= p——— =p—.
(6, 19) L - TEEE R

En outre de la derniére relation (6, 14), en égalant les dérivées
logarithmiques par rapport 2 u de ses deux membres et en tenant compte
que, griace aux (6, 14), (6, 19) et 4 la derniére équation (2, 6), on a

b _ 0y —2a? Pau 1 @ + o1 _9 au oy

) o 2

b I e 2le a*— o, a(a?—oy) |’
on parvient a l’équation

bu ay —y [05] "—232 (;1 1 (p (.5
% 5% b a2—o;  © 2a(a2—0,)+ 2 o o
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Par ailleurs la seconde équation (2, 6) jointe aux (6, 14) et (6, 19)
conduit a 1’équation
o
212 — 01) i

bu _Li} 2
(6, 21) b —a[c 7 o —|—a261(

a? —og;

On aura donc en vertu des (6, 20) et (6, 21), 1’équation

1 cp 0 o o 1 [o cp
6, 22 Pl — — —2—1} 4 1 ——1-———}=0
(6,22)  a*|5 .~ o I ol : 5 = - ,
dont le premier membre est un polynéme en a.
Les coefficients de ce polyndéme sont des fonctions de la seule
variable u et ces coefficients, d’aprés (6, 17), doivent étre tous les
deux =0. Donc, dans le cas envisagé, afin que 1’on ait a,==0, il faut

que les fonctions f = --gl, o et @ de la variable u vérifient les deux

équations différentielles

gﬂ_o__2f=0' Lﬂ_L.ﬂL_Ld_(p_FQf:O

1
) 2¢ du f du ¢ du ¢ du

Ces deux équations sont incompatibles —comme on le constate aussi-
tot — lorsque la fonction ¢(u), qui figure dans 1’équation (6, 18), est
une constante; donc, si a, =0, la relation (6, 18) entre p;, p. ne peut

pas étre de forme:

(6, 24) p1-pe= Cte == 0.

Par ailleurs, si j—:$0, afin que a, puisse étre =0, il faut que
les fonctions f, ¢ de la variable u, que les relations (6, 14) renferment,
vérifient 1’équation différentielle

(6, 25) T h oy MeTH=9,
a laquelle on parvient en éliminant % g—:f entre les deux équations (6, 23).

Donc a est néssairement une fonction de la seule variable u toutes
les fois que les fonctions f (u), o (u) ne vérifient pas I’équation (6, 25).
Dans ce cas p;, pp seront liés, si aucun d’eux n’est constant, par une
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relation, car, si a, = 0, p;, p;, en vertu des (6, 14) et (2, 6), sont des
fonctions de la seule variable u.

Il est A remarquer que, dans les cas envisagé, p;, p. sont néces-
sairement des fonctions des u, v indépendantes I’une de l’autre, lorsque
la dérivée de a par rapport a v est == 0.

En effet, si a, %= 0 et que p;, p; soient liés par une relation,
F (py, p2s) = 0, de cette relation, qui, d’aprés la constatation précédente
ne peut pas étre de forme p,, p. = Cte, jointe a la relation (6, 18) on
déduit que p;, ps doivent étre des fonctions de la seule variable u. Mais,
si p; = p1(u), ps = ps(u), la premiére équation (2, 6) qui, en vertu des
(6, 14), devient py;, = — (p; — p2) fz—vﬂ, n’est vérifiée que si 'on a a, =0
ce qui montre que dans le cas envisagé, les deux hypothéses faites sont
incopatibles. Done, si p;, p, sont liés par une relation, a est nécessairement
une fonction de la seule variable u.

Si, au lieu des conditions (6, 14), les conditions (6, 15) sont remplies,
on peut démontrer par des raisonnements pareils aux précédents, que
b, p1, p2 sont des fonctions de la variable v toutes les fois que les fonc-
tions f'(v), o’ (v), que les conditions (6, 15) renferment, ne vérifient pas

I’équation différentielle
4 & 4 — — 20’4+ 1f)=0
o dv —

On peut donc, grice aux constatations précedentes, formuler le
Théoréme IV. Si la surface moyenne d’une congruence (M) de
Ribaucour non isotrope — réferée a deux paramétres u, v, tels que les surfaces
v = Cte, u = Cte engendrées par ses droites soient ses surfaces distributrices
principales — est définie a une translation prés par deux équations de la forme
(2, 5), des six fonctions scalaires a, b, py, ps, L, Iy des u, v, que ces équations
renferment, une seule des deux derniéres, ly, l, est nécessairement = 0 et les
paramétres, auxquels la congruence est référée, peuvent étre toujours désignés par
ab(pl:—pl) =fe

u et v de maniére que lon ait 1, = 0, l,== 0. Cela étant

L a
p2 b
afin que les paramétres distributeurs principaux p,, p, de la congruence soient

= o sont des fonctions de la seule variable u et une condition suffisante,
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liés par une relation, est que f, o soient des fonctions de la variable u, qui ne

vérifient pas I’équation différentielle (6, 25).

7. Supposons enfin la congruence D définie par 1’équation (I, 1)
soit une congruence (M) de Ribaucour non isotrope et que les surfaces
v = Cte, u = Cte engendrées par ses droites soient ses surfaces distri-
butrices principales.

D’aprés le théoréme IV, dans les équations de la forme (2, 5), qui
déterminent 4 une translation prés la surface moyenne S de cette con-
gruence, on aura ou bien [; = 0, [, =0 ou bien /; == 0, l, = 0 et on peut
se borner au premier de ces deux cas.

Si les paramétres distributeurs principaux, p;, ps, de D sont liés
par une relation, d’aprés la remarque faite dans le paragraphe 6, p;y, pe
et a seront des fonctions de la seule variable u, puisque, par hypothese,
onal, =0, l,=F=0 et, cela étant, on peut supposer en plus que la variable

u soit telle que 1’on ait :
(7, 1) ag=—nl}

Ainsi dans les équations (2, 5) on aura

(7, 2) a=1, p1 = p1(u), p: = pa(u), I, =0, by ==0.

l 5
En outre ?2, grace aux (7, 2), est une fonction de la seule va-

riable u :
(7, 3) b

? = F(U),

ab (ps— lya . ; S
(P2 —py) et = goat nécessairement, d’apres

Ly p2b
le théoréme 1V, des fonction de la seule variable u.

car, dans le cas envisagé,

Ly, R 5 .
De méme li’ en vertu des (7, 2), (7, 3) et de la troisi¢me équation
2

(2, 6), est une fonction de la seule variable u :

lyw p1 + P2

- Tl = PwF

Donc [, et, d’aprés (7, 3), b seront nécessairement des fonctions des

u, v de la forme
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(7,4) b= q1(u) @(v), b= o0(u)@(v),

la fonction o; (u), que la seconde des (7, 4) renferme, étant nécessaire-
ment de la forme: o; = ¢;- cos (u + c), ot ¢;, ¢ sont des constantes dont
au moins la premiére est 5 0, car o; doit satisfaire 4 1’équation dif-
d? oy
du,
1’équation (1, 7).

férentielle + 0, = 0, 4 laquelle se rameéne, grace aux (7, 1) et (7, 4),

On en déduit que, dans le cas envisagé, on peut réferer la congru-
ence 4 deux paramétres u, v tels que les conditions (7, 2) soient remplies,
tandis qu’en méme temps on a

(7’5) l2=l2(u)1 b=COSll, a=1¥

les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées par les droites de la congruence
étant ses surfaces distributrices principales et de donner ainsi au carré
de I’élément linéaire de 1’image sphérique de cette congruence la forme

(7, 6) de? = du® 4 dv2cos2u;

ce qui montre que les images sur la surface de la sphére-unité des sur-
faces distributrices principales u = Cte, v = Cte de la congruence, dans
sa représentation sphérique, sont ®! cercles paralléles et les méridiens
qui coupent ces cercles a angle droit.

D’autre part, si le réseau des images sur la surface de la sphere-
unité des surfaces distributrices principales de la congruence D qui, par
hypothése, est une congruence (M) de Ribaucour non isotrope, dans sa
représentation sphérique, est formé par un systéme de ! cercles paral-
leles et les méridiens qui coupent ces cercles 4 angle droit, on peut
donner, par un choix convenable des paramétres u, v, au carré de 1°é1é-
ment linéaire de 1’image sphérique de la congruence D la forme (7, 7),
les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées par les droites de cette congru-
ence étant ses surfaces distributrices principales.

Ainsi dans les équations (2, 5) de la surface moyenne de la congru-
ence D on aura

(7, 8) a ="t b = cosu

et en plus d’aprés le théoréme IV, ou bien l; = 0, [;== 0 on bien ;== 0,
lz = 0
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Mais, si
(7,9) l1$0, l2=0,
Lb b (ps— .
T (pe pl), d’aprés ce qui est exposé dans les paragraphes 3

P1a L
et 4, seront des fonctions de la seule variable v.

On aura donc, en vertu des (7, 8),

(1, 10) ~Il)1—-cosu =f(v)=0, £2;‘—"l-cosu —=a(v) =0
1 Ik

et on déduit de 13, eu égard que les fonctions f(v), o(v) sont toutes les

deux =0, que _g_z_ ne peut pas étre indépendant de la variable u.
1

En effet, en éliminant /; entre les deux relations (7, 10) on obtient

pour % I’expression :
1
Py 000
P1 cos “u

D’autre part de la premiére relation (7,10), en égalant les dérivées
logarithmiques par rapport 4 v de ses deux membres et en tenant compte

v ~ lv
que, grace aux (2,6), (7,8) et (7,10), on a B e f(v), — =0(v)m,
P1 A P2— P1
. o . P2+ D1 1 df .
on parvient a l’équation o(v)—— = — — — f, qui montre que
p q ( )pz—pl & q q

%:, A moins qu’il ne soit constant, doit é&tre une fonction de la seule
variable v.

Il en résulte que, dans le cas envisagé, les conditions (7, 10) qui
doivent étre remplies, si ,; =0, l,= 0, jointes, aux équations (2, 6) con-
duisent a des résultats contradictoires et que, par conséquent, on aura
nécessairement /;, =0, I, == 0.

Mais, si

(7, 11) an=mul, b = cosu, L ="0, lhb=0,
d’apres le théoréme IV, il faut que 1’on ait

P2—P1 = Ly e
(7, 12) =" cosu = o(u)==0, g

= f(u)==0.
ly
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Ces conditions jointes aux équations (2, 5) montrent que p,, ps sont
nécessairement des fonctions de la seule variable u et que, par consé-
quent, ils sont liés, si aucun d’eux n’est constant, par une relation.

En effet on déduit aussitét de la premiére équation (2, 6) qui, grice
aux (7,11), devient p;, =0, que p; est une fonctions de la seule variable
P1 .

u, tandis qu’il en est de méme, d’aprés les conditions (7, 12), de :
2

T — f(u)- o(u).
P2

Les considérations précédentes permettent d’énoncer le:

Théoréme V. Afin que les paramétres distributeurs principaux d’une
congruence (M) de Ribaucour non isotrope soient liés par une relation, il faut
et il suffit que les images sur la surface de la sphére -unité des deux systémes
de surfaces distributrices principales de la congruence, dans sa représentation
sphérique, soient o' cercles paralléles et les méridiens qui coupent ces cercles
a angle droit.

D’apres le théoréme V, la congruence considérée D, en cas qu’elle
soit une congruence (M) de Ribaucour non isotrope a paramétres distri-
buteurs principaux liés par une relation, peut étre référée a deux para-
meétres u, v tels que le carré de 1’élément linéaire de son image sphéri-
que soit de la forme (7, 7), les surfaces v = Cte, u = Cte engendrées par
ses droites étant ses surfaces distributrices principales.

Ainsi les équations (2, ) qui expriment les dérivées 7,, ¥, du second
membre T (u,v) de I’équation (1,2) de la surface directrice S de D, dans
le cas out S est sa surface moyenne, en vertu des (7, 1), (7, 11) et (7, 12),

prennent la forme
(7, 13) tu=p(0)g, F=—p(u) cosu-t+L(u)l.
Des équations (7, 13) jointes aux équations

(7, 14) fu?=151§, fvn={pzsinu+12}-cosu§,

auxquelles on parvient en différentiant la premiére de ces équations par
rapport & u et la seconde par rapport & v et en ayant égard aux (1, 3),
(1, 6) et (7,11), on déduit que le second membre 7 (u,v) de 1’équation
(1, 2) de la surface S doit satisfaire aux équations
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(7, 15) B X EaANENI=10, e XiEJAEY)=10;  TaXF=20,
fu2/\f'u=0

et que, par conséquent, S est nécessairement une surface minima reglée, car
les deux premiéres équations (7, 15) expriment que les courbes v = Cte,
u= Cte tracées sur S sont ses lignes asymptotiques et la trosiéme que
le réseau formé par ces courbes est orthogonal, tandis que, d’apres la
quatriéme, les courbes v = Cte sont des droites.

Donc la surface moyenne de la congruence, @ moins qu’elle ne soit plane,
est un hélicoide minima reglé.

Par ailleurs les équations (3, 3) qui déterminent A une translation
prés une surface génératrice S’ de la congruence D, lorsque le scalaire o
que ces équations renferment, est une fonction des u, v satisfaisant aux
équations (2, 3) qui, dans le cas envisagé, sont compatibles, prennent,
grice aux (7, 2) et (7,5), la forme

(7, 16) fu=-o0op(u)t, 7 = opz(u)-cosu-g,

ou o est également une fonction de la seule variable u, puisque les
équations (3, 2) auxquelles ¢ doit satisfaire, grice aux (7, 2) et (7, 5),

deviennent
Ou 12 (u)

8 . pa(u)-cosu ’ & =0.

On aura donc pour les coefficients E’, F', G’ de la premiére forme
différentielle fondamentale de la surface S’, en vertu des (7,16) les
expressions

E = ¢’p® = E'(n), F'=0, G’ = ¢®pg’ - cos? (u) = G'(u),

qui montrent que le réseau formé par les courbes v = Cte, u = Cte
tracées sur la surface S’ est isotherme, tandis que les courbes v = Cte sont
des géodésiques de cette surface. En outre les courbes v = Cte, u = Cte
tracées sur S’ sont ses lignes de courbure, car elles correspondent, dans
la représentation de la surface S’ sur la surface moyenne S de la con-
gruence signalée dans le paragraphe 3, aux courbes tracées sur la sur-
face S, que les surfaces distributrices principales de la congruence déter-
minent sur elle [6, p. 134]. Donc S’ est une surface isothermique dont les
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lignes de courbure de 1’un systéme sont des géodésiques et, par consé-
quent, elle est nécessairement une surface de révolution [4, p. 329].

On peut donc formuler le:

Théoréme VI La surface moyenne d’une congruence (M), qui est
a la fois une congruence de Ribaucour non isotrope & paramétres distributeurs

principaux liés par une relation, & moins qu’elle ne soit plane, est un hélicoide

minima reglé et ses surfaces génératrices sont des surfaces de révolution.
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